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Dynaamisen systeemin mallintaminen

Syote, u Vaste, y
« Systeemi reagoi syotteeseen
vasteella

« Jos on olemassa ajasta riippumaton funktio y =f£(u), jolla
voidaan kuvata ohjauksen vaikutus mittaukseen, ei
tarvita dynaamista tarkastelua

 Muussa tapauksessa jarjestelmassa dynamiikkaa
(hitautta, viivetta, tms.) ja jarjestelmassa on mukana
alkariippuvuus

« Dynaamisuus (ajan mukana muuttuva luonne) aiheuttaa
haasteen prosessien saatamiselle

,, Aalto-yliopisto
Sahkotekniikan

korkeakoulu



Jarjestelmien mallintaminen

—

. Maarittele jarjestelma ja sen komponentit

Muodosta matemaattinen malli ja tarvittavat oletukset
lahtien perussaannoista (esim. fysiikka)

Muodosta yhtalo, joka edustaa matemaattista mallia
Ratkaise yhtalot ulostulomuuttujan suhteen

Analysoi ratkaisu ja oletukset

Jos tarpeen, tarkenna jarjestelman mallia ja toista
vaiheet

Vaihtoehtona black-box mallinnus (Luento 4)
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Differentiaaliyhtalot

 Aikariippuvaa (dynaamista) jarjestelmaa kuvaavat
yhtalot tyypillisesti differentiaaliyhtaloita

 Differentiaaliyhtalot sisaltavat muuttujien derivaattoja
+ Esim. —y(t) + y(t) = 0

« Pistenotaatio: y(t) + y(t) =0
« Ratkaisu on funktio tai funktiojoukko
« Tassa tapauksessa y(t) = ke™t
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F =ma

 Newtonin 2. laki F = ma voidaan ymmartaa
differentiaaliyhtalona

« Jos aluksi levossa olevaan kappaleeseen vaikuttaa
vakiovoima, missa se on jatkossa?
Oletetaan:
— ei kitkaa
— ei ilmanvastusta
— nopeus Vvoi kasvaa rajatta
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F = ma
F = ma Ft?
F x = —dt— ftdt—
a=—|a="v m
m 2
t =—t
1’7=£f O =
m

LF F rt Ft .
v = —dt=—j dt =—|v =x
m mJ, m

=5l
X =—
m
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Jousi-massa-vaimennin -jarjestelma

Jousivakio, k

y siityms
~ " Tlepotfilasta,

y(t)

Massa, m

r(t)

Ulkoinen voima
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Jousi-massa-vaimennin -jarjestelma

Iskun-
vaimentimen
vaimennus-
kerroin b:
vastustavan

y siirtyma

voiman ja ~ " Tlepotfilasta,
nopeuden suhde y(t)
r(t)
Massa, m
r(t) F =ma
Ulkoinen voima —by —ky +r(t) = my

. . | my + by + ky =r(t)
Toisen kertaluvun lineaarinen

vakiokertoiminen differentiaaliyhtalo (ODE)
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Jousi-massa-vaimennin -jarjestelma

bx kx

Jousivakio, k

y siirtyma
~ " Tlepotfilasta,

x(t)

r(t)
Massa, m
r(t) F =ma
Ulkoinen voima —bx —kx +r = mx

_ _ . mxX + bx +kx =r
Toisen kertaluvun lineaarinen

vakiokertoiminen differentiaaliyhtalo
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Differentiaaliyhtalomallit

* Monet fysikaaliset jarjestelmat voidaan esittaa
differentiaaliyhtaloina
— Mekaaniset jarjestelmat
— Sahkoiset jarjestelmat
— Virtausprosessit
— Termodynaamiset jarjestelmat
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Differentiaaliyhtalomallit: toisiaan
vastaavia fysikaalisia ilmioita 1

Physical Governing Energy E or
Element Equation Power Symbol
2 g5 di | L ;
Electrical inductance vy = L— E ==Li° g el N YL
dt 2 ‘ !
| dF 1 F? ko g
Translational spring Uy = -k—((T[ E = 5 v s Y Lo .
1 dT & kW
Rotational spr A5 R~ St T
otational spring W =T >k w, T
dQ 1 /
S . sy PO S 2 Q
Fluid inertia B =1 P E 5 10 P,ol YY"\ o p
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Differentiaaliyhtalomallit: toisiaan
vastaavia fysikaalisia ilmioita 2

Physical Governing Energy E or
Element Equation Power Symbol
; : ; dv, 1 -
Electrical capacitance | = dtl ECU2]2 O_L__l }C_o v,
Translational mass F=M —Mv, v =
dt 2 constant
. dw ] T —»o0— T o
Rotational mass T = - ~Jw,? i
dt 2 constant
: ) (IP? | :
Fluid capacitance Q=0 d;l E = ECJ‘lez @R —|U &
Thermal : i d7, or q —»o—{C,}|—o
ermal capacitance qg = C, 7 CY - T, =
constant
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Differentiaaliyhtalomallit: toisiaan
vastaavia fysikaalisia ilmioita 3

Physical Governing Energy E or
Element Equation Power Symbol
; . : Al . I R ;
Electrical resistance | = Evm P = E”zlz v, o—/\/\/\,—;—o v,
2 O n Bian. & —
Translational damper F = bvy, P = bvy, F —vo—] o
vy dp
. P p—
Rotational damper T = bw» P = bwy” ety | 5180
w; b
: : I o l 2 R,
Fluid resistance L S — o P = — Py f Q
Ry R, Py o AAN——0 P,
1 1 o1 0 1 aor
Thermal resistance q = EJ 21 P = R J 5 R, ¢
t { T N \N——0 T,
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Lohkokaavioesitys

« Systeemin vuorovaikutusten visualisointsi
« Esim. vakiovoima-karry

Vakiovoimakarry-
Ulkoinen jarjestelma

voima mx = F

 Jousi-massa-vaimennin:

Jousi-massa-vaimennin
Ulkoinen -jarjestelma

voima mx +bx+kx=r

, , Aalto-yliopisto
Sahkotekniikan

korkeakoulu



Numeerinen integrointi

Tavallisen differentiaaliyhtalon
ratkaisu numeerisesti
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Numeerinen integrointi

B
j feodx =Y min ()0 - x)
A

A B
f(x)

, , Aalto-yliopisto
Sahkotekniikan

korkeakoulu



Numeerinen integrointi

fB FG)dx ~ if (22) - )
A A

A B
fx)

T N T
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Numeerinen integrointi

i S () + F0)
ff(x)dsz(f TN 1, - )
A

A B

fx)

Trapetsoidimenetelma
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Numeerinen integrointi (ODE)
esim. x(t) = 9x(t) + 4 + sint
Yl 2(6) = F(x(8), )

x(t;) = x(0) + f(x(o>)<t1 —0)  x(t) ~ x(t) + f(x(t)) (2 — 1)

7

x(t)

g =f(x(0) 4=7f(xt))

; ; ; ; >
0 4 &+ 4 t

Tavallisen differentiaaliyhtalon ratkaisu numeerisesti: Eulerin menetelma.
Voidaan kayttaa tarkempia menetelmia, esim. Runge-Kutta menetelmaa.
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Toisen asteen numeerinen integrointi (ODE)

esim. ¥(t) = 3x(t) + 9x(t) + 4 + sint
yl. £(t) = f(x (@), x(t),t)

Miten voidaan integroida?
Kaytetaan kahta muuttujaa x(t) ja x, (t) = x(t) yhden sijaan:

x(t) = x,(t)
X5 (t) = f(xy(t), x(t),t) = 3x,(t) + 9x(t) + 4 + sint

Eulerin menetelmalle saadaan paivitykset:
x(t1) = x(0) + x,(0)(¢t, — 0) x(tz) = x(t1) + x2(¢1)(t2 — 1)

x2(t1) = x2(0) + f(x2(0), x(0), 0)(¢; — 0) x2(t2) = x5(t1) + f (2 (t1), (), 1) (€, — t1)

— toisen asteen integrointi muistuttaa ensimmaisen asteen integrointia, mutta
kaytetaan lisamuuttujaa ensimmaisen asteen derivaatalle
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Numeerinen integrointi (ODE)

 Jos tZ_tl =t3—t2 =t4—t3jne.
kyseessa on vakio-askelpituinen integrointi (fixed step)

7

" m
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Numeerinen integrointi (ODE)

« Vakio-askelpituisen vaihtoehtona on muuttuva-
askelpituinen integrointi (variable step)

 Periaate:

— kun funktiossa "loivia osioita”, voidaan loikkia pidempia askeleita
ilman suurta virhetta

— kun "nopeita ilmioita”, integroidaan lyhyin askelein
— vrt. formularata ja ohjauksen tarkkuus
* Muuttuva-askelpituinen integrointi on yleensa

nopeampaa ja tuottaa hyvan tarkkuuden

— mikali pitka simulaatio ja monimutkainen malli, tietokoneelta
vaadittava laskenta-aika merkitsee
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Numeerinen integrointi (ODE)

* Numeerinen ODE integrointi Pythonilla

— Voidaan kayttaa olemassa olevia ohjelmakirjastoja
« Esim. scipy.integrate.solve ivp

— Tai tehdaan luuppi missa lasketaan integraatio jokaisella
ajanhetkella manuaalisesti tai kayttaen valmista funktiota

« Mahdollista toteuttaa
— vakio-askelpituuden integrointimenetelmia (fixed step)
— muuttuva-askelpituuden integr. menetelmia (variable step)

* Fixed step
— monissa yksinkertaisissa tapauksissa ok

— jos simulaatiossa on seka hyvin hitaita ja hyvin nopeita yhta
aikaa, on tarpeen miettia tarkkaan mika menetelma toimii
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Yhteenveto

« Systeemin mallintaminen differentiaaliyhtaloilla
* Numeerinen integrointi
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Ensi kerralla

 Erilaiset anturit naytteiden mittaamiseen
« Mallin kalibrointi naytteista
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