PEREHDYTTAVA TEHTAVA VIIKKO 4

Oletuksena on, etté opiskelet perehdyttéavit tehtivit ENNEN viikon ensimméistéa
luentoa. Perehdyttidvien tehtdvien ratkaisuja késitellddn osittain luennoilla. On
erittdin suositeltavaa, ettd pohditte perehdyttédvid tehtédvid ryhmissa. Néin opit-
te my0Os uusia ajatustapoja matematiikkaan liittyen.

Tehtdva 1. Toisen lukuviikon luennoilla opimme, miten 16ydeyédén pisteen pro-
jektio (eli lihin piste) tasoon, kolme-ulotteisessa avaruudessa. Téné viikkona yleis-
tetddn tama idea, ja 16ydetdéan vektorin x € R™ ortogonaaliprojektio mielivaltaiseen
ala-avaruuteen V' C R™, mielivaltaiselle n.

a) Vakuuta itsesi geometrisesti siitéd, ettd jos v € V on sellainen ettd ||x — v|| on
mahdollisimman pieni, niin (x — v) L w kaikille vektoreille w € VE{

b) Pohditaan ensin tapaus, jossa projisoidaan yksi-ulotteiseen ala-avaruuten, eli
suoraan. Olkoon

1 1 1
er‘jav=_ | |V={¢|!] ter) cre
x= |3 jaV = 1 = E C R
4 1 1
1
Talloin vektorin x projektio suoraan V on v =t 1 jollekin ¢ € R. Mille ¢
1

pétee, ettd (x —v)-w =07
c) Seuraavaksi projisoidaan kaksi-ulotteiseen avaruuteen W C R*. Olkoon edelleen
x = (1,2,3,4)T € R4, ja olkoon

1 1 1 1
) (o] ). [ 0| A
W< 11 1o > t 1 + s 0 .t,SGR C R*.
1 0 1 0
Jos v on vektorin x projektiolle W:hen (piirrd kuval), niin sen tdytyy toteuttaa
1 1 1 1
] (o (2] _ (o NEIR
I8 I I I I O O R - I e
1 4 0 4

Pystytdanko tdmé ehto kirjoittamaan matriisiyhtalond?

1 1
d) Siispé toisaalta v = y jollekin y = (Z) € R?, ja toisaalta,

1 0
1 0
1 1 1 1
(1 0 0 0)(v—x):0.

1Vihje: Jos olisi olemassa vektori w € V jolle (x — v) -w > 0, korvaa v vektorilla v + ew, jossa
€ on erittdin pieni positiivinen luku, ja katso mitd tapahtuu. Yksinkertaisuuden vuoksi, pohdi
tapausta v = 0 ensin.

1



(Vakuuta itsesi, ettd tdmé seuraa (c)-osasta.) Kirjoita tdmé ehto yhtéloné, joka
sisdltdd matriisit ja vektorit x,y (muttei v).
e) Laske matriisitulon

1 1
1 1 1 1 1 0
1 0 0 O 1 0
1 0
kiifinteismatriisi. Kdyttien tdmé, 16ydid (d)-osan muuttuja y € R2. Mikéi on

sitten v?
f) Yleistd tapaukseen, jossa projisoidaan avaruuteen

V={Ay:yeR"} CR"

mielivaltaiselle (n x m)-matriisille A (jossa m < n).



KOTITEHTAVAT VIIKKO 4

Kotitehtidvd 1. Laske lyhyin etéisyys pisteestd (2,1,2,1,2) joukkomﬂ

+ To + I3 = 1

II= RS . 1 .

{X < r3 + x4 + x = 1

Kotitehtava 2. Olkoon L, suora kolme-ulotteisessa avaruudessa, joka siséaltdd pis-
1 1

te (1,1,1) ja on vastakohtainen seké vektorin | 1 | ettd vektorin [ —1 | vastaan.
0 0

Olkoon Ly suora
{(z,y,2) : cx =y = 2z}.
a) Mille arvolle ¢ € R, leikkavat suorat L; ja Lo toisiinsa?
b) Tiille arvolle ¢, laske molempien suorien siséltévin tason yhtils.

Kotitehtiva 3. Laske matriisin

1 2 0 0
2 3 11
-1 1 0 O
0 2 1 2

kaanteismatriisi.
Kotitehtiva 4. Etsi avaruuden
V:{X€R4:x1+x2=x3+x4}

ortogonaalikanta.

2Huomaathan, ettei II ole vektoriavaruus, silld tdmé ei sisilla origoa. Pystytko silti kayttad
lineaarigeometrian / matriisilaskennan ideoita?



HARJOITUSTEHTAVAT VIIKKO 4

Harjoitustehtiva 1. Laske seuraavien matriisien rangi:

a)

2 1
12 3 4\[-4 o0
A‘<0123)11
-7 3
b)
10
2 1| (2 -4 1 -7
B32(1013)
43
c)
1 2 1 0
c=[4 3 1 1
2 -1 -1 1
d)
14 2
2 3 -1
b=111 4
01 1

Vertaa tehtdvien (c) ja (d) vastauksia. Selitél

Harjoitustehtiivi 2. Laske pisteen (1,3,5) etdisyys tasoon

r+y+2=0
kolme-ulotteisessa avaruudessa.
Harjoitustehtivi 3. Olkoon
1 0
L=| 0 -1
1 1
1
Miké on lausekkeen [[Lx — | 2 pienin mahdollinen arvo, kun x € R2?
3

Harjoitustehtiva 4.

a) Etsi avaruuden S = {x € R* : 1 — 29 + 23 = 0} jokin kanta.
b) Etsi avaruuden S jokin ortonormaali kanta.

Harjoitustehtéva 5. Etsi kaava (parametreineen) kaikille matriisin

1 0 2
01 -1

oikeanpuolisille kddnteismatriiseille. Onko matriisilla vasenpuolista kidnteismatriisia?



Harjoitustehtédvi 6. Olkoon P, nelidllisen polynomien avaruus, ja kiinnitetdan
sen kanta {1,z,2?}. Tutkitaan kaavan

f(=1)

L(f)=| /(0)

f)

antama kuvaus Py — R3.

a) Osoita, ettd L on lineaarikuvaus.

b) Laske L:n matriisiesitys.

¢) Onko L kéénnettava?

d) Mité tdmé tarkoittaa “intuitiivisesti”? (Vihje: Vastaus on luultavasti tuttu omi-
naisuus jo lukion matematiikasta.)
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