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f(xa y) = kun (x,y) # (Oa O)a f(07 0) =0.

Funktion f suunnattu derivaatta vektorin u suuntaan pisteessi r voi-
daan laskea suoraan méairitelmastia

D.f(x) = lim f(r+hlill) —f)

Valitaan r = (0,0) ja u = (uy, uy) € R?\ {0}, jolloin kun & # 0 saadaan

f(r+ hu) — f(r)
h
f(hu) _ U%"z h—0, Uj
h Rl 4ui u

)

kun u, # 0. Mikéli u, = 0, ndhdé44n suoraan ettd suunnattu derivaat-
ta on nolla. Suunnattu derivaatta on siis mééritelty minka tahansa (ei
nolla)vektorin v suuntaan, eli suunnattu derivaatta on olemassa kaik-
kiin suuntiin. Osittaisderivaatat koordinaattiakselien suuntaan pis-
teessd (0,0) saadaan erityistapauksina edellisesté laskusta, kun u =
(1,0) taiu = (0, 1), mistd seuraa

V£(0,0) = 0.
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Lo ,«{ Jotta funktio f olisi differentioituva origossa, tulee pitei

& o B) = £(0) = 95(0) | _
no ]

Merkitéén h = (h, k), jolloin saadaan

| (h) — £(0) — Vf(0) - b
(Il
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(1]
_ h? k|
(MR R

Lahestyttdessé origoa esimerkiksi paraabelia (h, h?) pitkin, viimeises-
ta lausekkeesta seuraa
h4 1 h—0

- — 00
2h4V/RZ+hE 2|h|V/1+ Rh?

)

mink4 johdosta (2) ei pide. Siispé f ei ole differentioituva origossa.



TEHTAVA J1 Laske seuraavien funktioiden suunnatut derivaatat an-
nettuihin suuntiin annetuissa pisteissa:

b) f(z,y) = sin(nz) cos(my?), 1-2, (1,2)

c) f(z,y,2) = xy’2®, 6i—2j+3k, (-3,2,1),

d) f(z,y,2) =xy® +y2°, i+j—2k, (3,—1,4).
Ratkaisu: a) v/2; b) —7/v5; ¢) —60/7; d)155/+/6.

RATKAISUT Funktion f suunnattu derivaatta vektorin u suuntaan
pisteessa x, on muotoa

Dy f(x0) = V f(xo) - ﬁ

a) Nyt xo = (0,0) . T4lloin funktion f gradientiksi saadaan
Vf(z,y) = €V i+ eV = Vf(xo) =i+].
Lisaksi
u=i+j=u)=v2
Siten suunnattu derivaatta haluttuun suuntaan on

Dufxo) = (+1)- Z(+D) = —= = V2.



b) Nyt xo = (1,2). Gradientti:
Vf(z,y) = mcos(nz) cos(my?) i — 2y cos(nz) sin(7y?)

= V f(x0) = 7 cos(m) cos(4) i — 4w cos(m) sin(4n) = —i,
= 21 g
ja suuntavektorin normi:
u=i+2j= |u = 5.
Siten kysytty derivaatta on

™

Duf(%0) = (—i) - %(i +2)= -T2

c) Tassd xo = (—3,2,1). Gradientti:
Vf(z,y,z) = y*2% i+ 2zy2®j + 3ry®2’ k

= Vf(xo) = 4i — 12j — 36k

ja suuntavektorin normi:
u=6i—2j+3k = |jul| = V49 ="7.

Siten

Daf(%o) = (4i — 12j — 36k) - %( 94+ 3K) = _g

d) Tassa xo = (3, —1,4). Gradientti:
Vi(z,y) =y i+ ey + 2%)j+ 3y’ k = Vf(x0) = i+ 58j — 48k.
Suuntavektorin normi:
u=i+j—2k=|ul =6
Talloin suunnatuksi derivaataksi saadaan

Duf(xo) = (i + 58] — 48k) - %(i ny



TEHTAVA J2 Laske kohdassa a) vektorimuuttujan vektoriarvoisen
funktion Jacobin matriisi ja kohdassa b) Taylorin polynomi

a) f(z,y,2) = (ze ™, L+ 2, V/az?),
z oy
b) f(z,y) = 2z* — 5y + 221?, keskus = (0,0), aste = 3.

e Y* —zze Y*  —gye Y?
Ratkaisu: a) | —y/z? 1/z—z/y? 1/y |;  Db)2zy® —5°.
22/(2y/x) 0 2\/zz

RATKAISUT
a) Vektoriarvoisen funktion f € R? Jacobin matriisi on muotoa
aa: f 1 ayf 1 az f 1
Df(X) = aa:f2 any azf2 )
aa: f 3 ay f 3 az f 3

joten laskemalla kaikki matriisin alkiot (osittaisderivaatat jokai-
selle funktion f komponentille) saadaan

eV —zxze ™V —zxye ¥
¥ & &8 &
Dix)=] z* =z ¢ y
2‘% 0 2\/Z7
b) Lasketaan tarvittavat osittaisderivaatat:
folm,y) = 82° + 2 fy(z,y) = —15y° + day
fou(z,y) = 2427 fo(@,y) = =30y + 4z
foy(z,y) = 4y
freay(z,y) =0 feyy(2,y) = 4
frza(T,y) = 482 Fowy(2,y) = —30.
Kun (z,y) = 0 saadaan néista
f2(0,0)=0 f4(0,0) =0
fz2(0,0) =0 fy(0,0) =0
fzy(0,0) =0
fa2y(0,0) =0 foyy(0,0) = 4

fzmz(oa 0) =0 fyyy(O, 0) = —30.



Onneksi loytyi paljon nollia! Funktion f 3. asteen Taylorin poly-
nomiksi kehityskeskusksena (0,0) = 0 saadaan nyt

£(h,K) ~ (0) + h-V£(0) + (- V)F(0) + 5 (b - V) (0)
= £(0,0) +(h f+(0,0) +k £,(0,0))
—— ==

=0 =0 =0
1
+3 (h? f2(0,0) + 2hk f,(0,0) + k° £,,(0,0) )
0 =0 =0

1 .
1+ = (h3 fxzz(oa 0) +3h2k fm:y(o7 0) +3h’k2 fzyy (0’ 0) +k$ fyyy(07 O) )
6 N—— N—— N—_—— H_,_/

=0 =0 =4 =-30

= é(lQth — 30k?) = 2hk* — 5k

tai
f(z,y) =~ 2zy® — 5y°.
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