KOTITEHTAVAT VIIKKO 3

Kotitehtava 1. Milld arvoilla a,b € R pétee, ettd yhtaloryhmaélla

ar+by =-1
ay+bz =a
az +br =a?

a) ei ole ratkaisua?
b) on tidsmélleen yksi ratkaisu?
¢) on dérettémén monta ratkaisua?

Kotitehtdva 1. ratkaisu. Aloitetaan muokkaamalla yhtéloryhmé matriisimuo-
toon.

(1)

a b 0 T -1
0 a b yl =1 a
b 0 a z a®
Muodostetaan yhdistetty matriisi Gaussin eliminaatiota varten.

a b 0 -1

0 a b a
b 0 a a?

Huomataan, ettd yhtdloryhmélla selvésti ei ole ratkaisua, jos a = b = 0,

koska rivilld 1. paddytédan tapaukseen 0+0=1, jos

a=0jab+#0
selvésti
1
x:O,y:fg,z:O

On kisitelty kaikki tapaukset, joissa a = 0, voidaan siis jakaa kaikki rivit
a:lla eliminoinnin helpottamiseksi.

3)

1 Lo -1 v 1 b0 -1 rop 22 (1 b0 —-1

01 2 1 5o 1 21 2 o1 & 1
Lo 1 a 0 -% 1 at+2 00 1+% a+5 4%

Nyt alariviltd nahdééan etta
3 b b2

eli selvasti yhtalod muokkaamalla
a* + ab® 4 ab
a® + b3
Yhtalolld on siis selvésti yksikésitteinen ratkaisu jos

a# —b

jos
a=—b
1



on yhtalolld joko ddrettoméan monta ratkaisua tai 0 ratkaisua. Jotta yhtalolla

voisi olla ratkaisu, tdytyy myos osoittajan olla 0, jolloin péddytadn tilan-
teeseen

0

0
ts.

at+al+ab=a*+a>—-a>=0
tasta ratkaisuksi saadaan

a:%\/i (a #0)

Sijoittamalla a:n ja b:n arvot yht&lo6on havaitaan, ettd yhtalolla on darettoméan
monta ratkaisua. Havaitaan myos, kun a -= b ja a on erisuuri kuin ylldmainittu
kultainen leikkaus, yhtalolla ei ole ratkaisuja.

Kotitehtava 2. Kirjoita seuraava yhtaloryhmé matriisimuodossa, ja ratkaise se.

T =y+z-—2

Yy =r—w
z =2z+4+2y+4+2w
w =x—3

Kotitehtiva 2. ratkaisut.

(1)

1 -1 -1 0\ (= -2
1 -1 0 —1|fy]| _|o0
2 2 -1 2]|z|"|o
-1 0 0 1) \w -3

Ratkaisu saadaan kertomalla yht&lo puolittain vasemmalta puolelta kdéanteismatriisilla.
T&ll6in yhtédlé on muodossa

A YAz =A%
ja tunnetusti
A" A=Tjale =2
(2)

T -+ 1 1 1 -2
vyl -1 0 -1 0
2| —% 2 % % 0
nyt selvésti
3)
1
z 3
vlo| 3,
o 3
10
w B



Kotitehtdava 3. Kahden muuttujan z ja y nelicllinen polynomi on funktio
P(z,y) = ax® + bry + cy® + dx + ey + f.

jossa a,b,c,d, e, f € R. Kartioleikkaus on pistejoukko tasossa, joka on esitettavissi
muodossa
{(J},y) eR?: P(.Z‘,y) = O}

jollekin nelislliseslle polynomille P. (Siispi esimerkkiksi ellipsit kuten ax?+cy? = 1,
paraabelit kuten y = ax? + f, ja hyperbelit kuten xy = 1 ovat kaikki kartioleik-
kaukset)

Osoita, ettd minké tahansa tasolla olevien viiden pisteen kautta voidaan muo-
dostaa kartioleikkaus.

Kotitehtdva 3 ratkaisu. Vastaavasti kuin kaksi pistettd méarittavat suoran, 5
pistettd méaarittavat kartioleikkauksen. Olkoon nyt 5 pistetté

(T4, Yi)i=1,2,3,4,5
Nyt viiden pisteen avulla voidaan médrittdd mikd tahansa kartioleikkaus viiden
tason pisteen avulla muodostamalla lineaarinen yhtaloryhmé

az? +briyr +cyi +drvy ey +f =0

ar3 + broys + cy3 +dra +eya +f =0

azi +brzys +cys +drs +eys +f =0

az? +bryys +cys +drvs+eys+f =0

az? + bxsys + cy? +dws +eys+f =0
Saadaan kuuden tuntemattoman ja viiden yhtélon ryhmé, jolla varmasti nollasta
poikkeavia ratkaisuja. Néin ollen 5 pistettd madrittavét kartioleikkauksen (]

Kotitehtiva 4.
a) Etsi kaikki 2 x 2-matriisit A = (Z

b) Olkoon f : R? — R? lineaarikuvaus jolle pitee f(f(v)) = v kaikille v € R2.
Laske a-osan vastauksesi avulla kaikki mahdolliset arvot f(e;).

cci) jolle pitee A% = 1.
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Kotitehtiva 4. ratkaisut.

a)

(o) =G

a®>+bc ac+ed\ (1 0
ba+bd cb+d*)  \0 1

Josta saadaan yhtaloryhmé

eli

a?+bc =1

cla+d) =0
bla+d)=0
ch+d? =1

Kasittellddn eri tapaukset. Selvésti
a==1ljad==+1

ovat ratkaisuja, kun ¢ = 0. Jos liséksi a = -d, niin b voi olla miki tahansa arvo.
Néin ollen saadaan ratkaisuksi

1 0 . -1 0 . -1 0 . 1 0
A:(O 1) talA—(O _1> talA—(b 1) talA—(b _1>

jos vain a = -d ja c ei ole 0, niin

a?+be=1

A:(l_aa2 _ca),C#O

Mainittu lineaarikuvaus vastaa a) kohdan matriisia jolle pétee
A2 =1

joten

nain ollen

fler)

on matriisin A ensimméinen sarake.

HARJOITUSTEHTAVAT VIIKKO 3

Harjoitustehtiva 1. Laske tulot, tai vastaa “ei méaritelty”.

a)

12—1—25
01 0 1]}
1 1

Psoro2) |,

W = O =
Oel= = DN
—N= O
N[ = =



Ratkaisut 1.
a)

b)

c) el médritelty
d)

e)

1
1 N | 2
1 0) | -1
)
s\T
(0 3
T
(5 2)"
(0 -3)"

Harjoitustehtivi 2. Onko vektori v esitettévissd vektorijoukon M lineaarikom-

binaationa?

(- {0)-0)
-1 2 1

({06
1 0 1
1 1 2

i
! A s

RED
1 1 2

Ratkaisut 2.

s ()-e )

b) ei ole.

1 2
c)v=-10-|0] +8-(1
4 5

d) ei ole.
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Harjoitustehtédva 3. Kirjoita yhtaloryhmét matriisimuotoon, ratkaise ne, ja kir-
joita ratkaisut vektorimuodossa.

2)

rT—y+z =2
S5cr+doy+z =3

{ 2t —y—z4+w =4

r+y+z =-1
d)
z+y+2z =0
r—y =-3
3r —y—2z = —6
2y—2z =3

r+y+2z =0
-y
3r—y—2z =0

I
|
w

Ratkaisut 3. Matriisimuotoa varten vertaa kohta a.

a)

31 1)"
b) ei ratkaisua.
c) el méadritelty
d)
T
11 0)
e)
EENY
f)
T
0 3 -3)

Harjoitustehtidvi 4. Ratkaise yhtdloryhmét, ja vertaa a- ja b-osan vastaukset.
Selité.

a)
Ty —2Tot+x3—24 =0
T+ T2+ X3+ Ta =0
201 —x9+3x3+24 =0

T, —Tot+x3—24 =1
T+ T2+ a3 +24 =2
201 —x9+ 33+ 24 =



Ratkaisut 4.

(cas 5w %)
,jossa
3 €R
b)
R s a0
,jossa
x4 €R

(1) Kun yhtéléryhmé esitetddn matriisimuodossa, on nihtévissd ”pivot co-
lumn”eli yksi matriisin vektoreista on lineaarisesti riippuva muista vek-
roreista.

Harjoitustehtivi 5. Olkoot a,b,c,d reaaliluvut. Osoita, ettd vektorit (Z) ja
c . N . - . fa\ . (b . .
d ovat lineaarisesti riippuvat jos ja vain jos vektorit c ja d ovat lineaari-

sesti riippuvat

Ratkaisut 5.

(1) Muodostetaan vektoreista matriisit ja tutkitaan niiden ominaisuuksia
(2)

a c

b d

a b

c dj)’

(3) Koska matriisin 2 vektorit ovat lineaarisesti riippuvat, on sen determinantti

ja

0 ts.
ad —bc=0
(4) lasketaan matriisin 1 determinantti
ad—cb=0

(5) Jos matriisi 2 olisi lineaarisesti riippumaton, ei sen, eikd mydskdén matriisin
1 determinantti olisi 0. Olettama siis péatee ([

Harjoitustehtiivd 6. Laske seuraavien matriisien kiénteismatriisit (jos ne ovat
kédnnettavid).

a)

b)
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Ratkaisut 6.

a)

—l©o
| —l™N

=N O

~tho
mho [

aho
| ©ho

c) el kddntyvi

f) ei kddntyva
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