LASKUHARJOITUS VIIKKO 5, MATRIISILASKENTA

PEREHDYTTAVA TEHTAVA VIIKKO 5

Oletuksena on, etté opiskelet perehdyttavit tehtavat ENNEN viikon ensimmaéista

luentoa. Perehdyttédvien tehtdvien ratkaisuja késitelldédn osittain luennoilla. On
erittdin suositeltavaa, ettd pohditte perehdyttiavid tehtdvid ryhmissd. Néin opit-

te

myo6s uusia ajatustapoja matematiikkaan liittyen.

Tehtava 1. Tésséd harjoituksessa opetut tekniikat ndyttavit, miten kdy vektorille
v € V, kun se kidy lapi saman lineaarikuvauksen f : V' — V useita kertoja. Esi-
merkkiksi tutkitaan varsin yksinkertainen leijonista ja jéniksista koostuvista eko-
systeemi, ja tahdomme ndhdé kuinka tdmé kehittyy. Olkoon £ leijonien lukumééira

ja j jéniksien lukuméérd annettuna vuonna. Tutkitaan siis vektorit v = (j) € R?,

ja miten se kehittyy ajassa.

a)

Lammittelyharjoituksena, tutkitaan malli jossa eldimet eivit vuorovaikuta kes-
kendén (ehkéd ne ovat kenties eri hiikissé jossain eldintarhassa). Téssd mallissa
janikset nelinkertaistuu vuodessa, kun taas kymmenesosa leijonista kuolee jo-

ka vuosi. Kaavoina, jos annettuna vuonna populaatiot kuvaa vektori (j)’ niin

. 0.9¢ . S .
seuraavan vuoden populaatiot ovat < ) Etsi matriisiyhtio, joka kuvaa eri

4j
eldinten lukumaara

e vuoden pédsta.

e Sadan vuoden péésta.
Nyt tutkitaan luonnollisempi (villieldinten) malli, jossa leijonien lukuméiri vuo-
den kuluttua on 0.9¢40.15, ja janiksien lukumé&ara vuoden kuluttua on 45 — 3/.
Etsi matriisiyhtio, joka kuvaa eri eldinten lukumééra

e vuoden péadsta.

e Sadan vuoden péésta.
Jos alkuperéinen populaatio koostuu vaikka 1000:sta leijonasta ja 2000 jéniksesta,
edellisen kohdan matriisiyhtal6 ei valttamatta auttanut eldinten tarkan méaran
laskemisessa 100 vuoden péadstd (ilman laskukoneita). Jos kuitenkin oletamme
ettd satumme tietdmadn ettéd alkutilassa eldimid oli tarkalleen yhtd monta (esim.
1000), pystymmeko nyt 16ytdmédn kaavan eldinten tarkalle lukuméérélle

e vuoden padsta?

e Sadan vuoden paastia?
Ly 1000

Edellinen kohta (c¢) oli helppo (I?) silld 1dhtéjakauma | .° | = sattui
jo 1000

olemaan prosessin ominaisvektori, ominaisarvolla A = 1. Tam4& tarkoittaa ettd jos

jakauma jonain vuonna oli v = <

1000

1 000)7 niin seuraavan vuoden jakauma oli Av.

Miké tahansa vektori jossa leijonien ja janisten lukuméérat ovat samat on systeemin
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ominaisvektori ominaisarvolla 1, mutta systeemilld on my6s muita, vaikeammin
l6ydettavid ominaispareja.
d) Oleta ettd ldhtotilanteessa leijonia on 100 ja jéniksid 3000. Kuinka monta eldinté
nyt on
e vuoden padsta?
e Sadan vuoden p#aastia?
e) Eldinten lukumiérd sadan vuoden péistd on lineaari-funktio F eldinten lu-
kumséiristd 1ahtotilanteessa. (Vakuuta itsesi tdstéd.) Tieddmme myos kaavan ve-

. 1000 N 100 . (1000 .. . .
koreille F' (1000) sekd F <3000>. Kirjoita vektori (200()) lineaarikombinaa-
tiona

1000 . 1000 + 100
2000) ~ “\1000) " ¥ 3000/
1000

ja kéyté tatd apuna laskeaksesi vektorin F , eli eldinten lukuméarit sa-

2000
dan vuoden péisté, jos lahtopopulaatio oli 1000 leijonaa ja 2000 janista.

1000 3000
tajan kiltteyden). Jos néitd ei olisi annettu, ei olisi lainkaan p#ivénselvdd, ettd

Téssé ongelmassa, ominaisvektorit (1000) ja (100> oli annettu (kiitos opet-

matriisilla A = <Og 0 4 ) ((joka kuvaa eldinpopulaatioiden muutosta ajassa, yh-
den vuoden harppauksin), on kyseiset ominaisvektorit, ominaisarvoin A = 1 ja

A = 3.9. Itse asiassa, sellaiset ominaisvektorit ovat olemassa, silld matriisiyhtalslla

(A — M)x = 0 on epétriviaalit ratkaisut, kun A = 1 ja A = 3.9. Toisin sanoen

matriisi A — Al on degeneroitunut.

f) Minké yhtélon on luvun A toteutettava, jotta matriisi A — AT olisi degeneroitu-
nut? (Vinkki: determinantti. Téstd opimme lis&4 tiistain luennolla 7.2.) Tiistain

luennon jilkeen, vakuuta itsesi siité, ettéd matriisilla A ei ole muita ominaisarvoja
kuin 1 ja 3.9.
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KOTITEHTAVAT VIIKKO 5

Kotitehtiva 1. Laske matriisin

1 2 =20
2 3 -4 1
A= -1 -2 0 2
0 2 5 3

determinantti | A|.

Kotitehtava 2. Osoita etté, jos a,b, ¢ ovat kolme eri reaalilukua, niin vektorit

1 1 1
a , b , c
a? b2 c?

ovat lineaarisesti riippumatomat. (Vihje: laske determinantti.)

Kotitehtidvi 3. Etsi sellainen kolmas sarake, ettd matriisi

Q=

shsk-sh-
slhal-

1
on ortonormaali. Tarkista, ettéd rivitkin ovat ortonormaalit.

Kotitehtiva 4. Laske matriisin

1100
1110
A= 01 11
0 011

kaikki ominaisarvot ja ominaisvektorit. Vihje: Aseta p := (A — 1)2.
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HARJOITUSTEHTAVAT VIIKKO 5

Harjoitustehtivi 1. Olkoon T (3 x 3)-matriisi jolle pétee

z 2z
T vy | = T+ 2y
z r+y+ 3z

Laske matriisin T kaikki ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Harjoitustehtiva 2. Laske seuraavat determinantit:

2)

3 2
1 2
b)
2 -4
-1 2|
c)
0 2 5
1 -2 3
2 3 1
d)
-1 2 3
1 -2 3
1 2 -3
e)
1 2 3 4
1 010
2 0 1 2|
-1 1 0 2
£)
1 1 2 2
12 1 3
0o o0 1 2|
-1 -1 0 0
Harjoitustehtédvi 3. Laske matriisin
1 2 1
A= 1 1 -2
01 1

kaikki ominaisarvot ja ominaisvektorit. Vihje: Yksi karakteristisen polynomin juuri
on suhteellisen helposti 10ydettivissd ihan tuijottamalla polynomia.
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Harjoitustehtédvi 4. Olkoon P, < n-asteisten polynomien avaruus, luonnollisine
kantoineen {1,z,22,...,2"}. Laske seuraavien lineaarikuvauksien matriisit:
a) Derivointi:

D:P;— Py Df(z) = f'(2)
b) Kertolasku polynomin x + 1 kanssa:
M: Py, — P Mf(z)=(x+1)f(x).
¢) Arvon laskeminen pisteissa {—1,0,1}:
f(=1)
E:P, > R3 Ef=1{ £(0)
f)
Harjoitustehtiva 5. Laske determinantti
11 1 1
a b ¢ d

a2 ¥ 2 @2
a ¥ A B

mielivaltaisille a,b,c,d € R?. Vihje: Kiyti kaava a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?)
sekd sarakeoperaatioita. Vertaa vastauksesi kotitehtéviin 2, ja padtele etté sarakkeet
ovat riippumatomia. Pystytko arvaamaarﬁ yleistdmisen joillekin n x n-matriisille?
Téllaiset matriisit kutsutaan Vandermonde-matriisiksi.

LTaj pystytko jopa todistamaan tdmén? Tadmé on aika vaativa tehtava.
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