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– Kun (x, y) = (0, 0) saadaan

det(Hf (0, 0)� �I) = det

✓
2� � �2
�2 ��

◆
= (2� �)(��)� (�2)(�2)

= �2 � 2�� 4 = 0 ) �± = 1±
p
5.

Koska �+ > 0 ja �� < 0 on Hessen matriisi origossa indefi-
niitti ja kyseessä on tällöin funktion satulapiste.

– Kahdessa muussa pisteessä Hessen matriisin ominaisarvoik-
si saadaan

det(Hf (± 1p
2
,± 1p

2
)� �I

�
= �2 � 8�+ 8 = 0 ) �± = 4± 2

p
2.

Koska kumpikin ominaisarvoista on positiivinen, on Hessen
matriisi kyseisissä pisteissä positiividefiniitti ja tällöin funk-
tiolla on näissä pisteissä lokaali minimi.

• Osoittautuu, ettei gradientilla

rf(x, y) = (3x2 + y � 3, 2y + x� 9)

ole reaalisia nollakohtia, mistä päättelemme, ettei funktiolla ole
myöskään lokaaleja ääriarvoja reaalitasossa.

• Gradientin
rf(x, y) = (4x3 + 4y, 4y3 + 4x� 4y)

nollakohdat ovat (x, y) ⇡ (�1.10, 1.35), (x, y) ⇡ (1.10,�1.35) ja
(x, y) = (0, 0).1

Tutkitaan taas Hessen matriisin

Hf (x, y) =

✓
12x2 4
4 12y2 � 4

◆

ominaisarvoja kriittisissä pisteissä.

– Kun (x, y) = (0, 0), niin

det(Hf (0, 0)� �I) = �2 + 4�� 16 = 0

) � = �2(1 +
p
5) < 0 tai � = 2(

p
5� 1) > 0,

joten kyseessä on funktion satulapiste.
1Yhtälöparista seuraa kahdeksannen asteen polynomiyhtälö, joten nollakohdat on

terveellisintä selvittää laskimella/vapaavalintaisella matematiikkaohjelmistolla.



– Havaitaan, että kahden muun kriittisen pisteen tapaukses-
sa Hessen matriisi on identtinen, joten valinnalla ei ole mer-
kitystä. Saadaan

det(Hf (�1.10, 1.35)� �I) = 0 ) � ⇡ 12 > 0 tai � ⇡ 21 > 0.

Siten Hessen matriisi on positiividefiniitti ja funktiolla on
näissä pisteissä lokaali minimi.



TEHTÄVÄ J2 Etsi seuraavien funktioiden maksimi ja minimi anne-
tussa joukossa:

a) xy + x� y, { (x, y) | x2 + y2  1, x+ y + 1 � 0, x� y � 1  0 };
b) x2 � 2y2 � xy � x, { (x, y) | x � �1, y � �1, x+ y  1 };
c) 3 + x� x2 � y2, { (x, y) | 2x2 + y2  1 }.

Ratkaisu: a) 1, � 1
2 �

p
2; b) 17

8 , �4; c) 13
4 .

RATKAISU

a) Merkitään f(x) = xy + x� y.

Kuva 1: {(x, y) | x2 + y2  1, x+ y + 1 � 0, x� y � 1  0}

Funktion f gradientilla

rf(x, y) = (y + 1, x� 1)

on nollakohta (x, y) = (1,�1), mutta tämä ei kuulu tarkastelta-
vaan joukkoon, sillä 12 + (�1)2 = 2 > 1.



Tutkitaan sitten funktion arvoja suljetun joukon reunoilla. Täy-
tyy tarkastella kolmea tapausta:

– Suoralla x+ y + 1 = 0 ) y = �x� 1 saadaan

'1(x) = f(x,�x� 1) = x(�x� 1) + x� (�x� 1) = �x2 + x+ 1

ja edelleen derivaatalle nollakohta

'0
1(x) = �2x+ 1 = 0 ) x =

1

2
.

Piste (x, y) = (1/2,�3/2) ei kuitenkaan kuulu tarkastelta-
vaan joukkoon, sillä

�
1
2

�2
+
�
3
2

�2
= 5

2 > 1.
– Vastaavasti suoralla x� y � 1 = 0 ) y = x� 1 saadaan

'2(x) = f(x, x� 1) = x(x� 1) + x� (x� 1) = x2 � x+ 1

ja derivaatalle nollakohta

'0
2(x) = 2x� 1 = 0 ) x =

1

2
.

Havaitaan, että piste (x, y) = (12 ,�
1
2) toteuttaa kaikki tarkas-

teltavan joukon ehdot.
– Ympyrän kaarella x2 + y2 = 1 voidaan käyttää napakoordi-

naatteja (x, y) = (cos ✓, sin ✓), missä 0  ✓ < 2⇡. Tällöin

'3(✓) = f(cos ✓, sin ✓) = cos ✓ sin ✓ + cos ✓ � sin ✓.

Etsitään derivaatan nollakohdat:

'0
3(✓) = cos2 ✓ � sin2 ✓ � sin ✓ � cos ✓ = 0

) x2 � y2 � y � x = 0

) (x+ y)(x� y � 1) = 0

) y = �x tai y = x� 1.

Tapauksesta y = �x seuraa

x2 + y2 = 2x2 = 1 ) x = ± 1p
2
) (x, y) = (± 1p

2
,⌥ 1p

2
)



ja jos y = x� 1, niin

x2 + y2 = x2 + (x� 1)2 = 2x(x� 1) + 1 = 1 ) x(x� 1) = 0

) x = 0 tai x = 1,

jolloin (x, y) = (0, 1) tai (x, y) = (0, 1). Havaitaan, että näistä
neljästä pisteestä ( 1p

2
,� 1p

2
) on ainoa, joka ei kuulu tarkas-

teltavaan joukkoon.

Edellä löydettyjen pisteiden (12 ,�
1
2), (�

1p
2
, 1p

2
), (1, 0) ja (0, 1) lisäk-

si funktion ääriarvot voivat myös sijaita käyrien leikkauspisteis-
sä (1, 0),(�1, 0) ja (0,�1). Vertailemalla funktion arvoja näissä pis-
teissä havaitaan, että maksimi annetussa joukossa on f(0,�1) =
f(1, 0) = 1 ja minimi f(� 1p

2
, 1p

2
) = �1

2 �
p
2.

b) Merkitään g(x, y) = x2 � 2y2 � xy � x.

Kuva 2: {(x, y) | x � �1, y � �1, x+ y � 1}

Gradientille
rg(x, y) = (2x� y � 1,�4y � x)

löydetään nollakohta (x, y) = (49 ,�
1
9), joka täyttää annetun jou-

kon ehdot. Tarkastellaan sitten funktion käyttäytymistä joukon
reunoilla:



– Suoralla x = �1 saadaan

'1(y) = g(�1, y) = �2y2 + y + 2

ja derivaatalle nollakohta

'0
1(y) = �4y + 1 ) y =

1

4
,

joten eräs tarkasteltava piste on (x, y) = (�1, 14).
– Vastaavasti, kun y = �1, saadaan

'2(x) = g(x,�1) = x2 � 2

ja tämän derivaatalle nollakohta

'0
2(x) = 2x = 0 ) x = 0.

Siten toinen tarkasteltava piste on (x, y) = (0,�1), joka myös-
kin löytyy tarkasteltavasta joukosta.

– Viimeisellä suoralla x + y = 1 , y = 1 � x havaitaan, että
funktion

'3(x) = g(x, 1� x) = x2 � 2(1� x)2 � x(1� x)� x = 2(x� 1)

derivaatalla '0
3(x) = 2 ei ole tarkasteltavia nollakohtia.

Edellä löydettyjen pisteiden (49 ,�
1
9), (�1, 14) ja (0,�1) lisäksi funk-

tion ääriarvoja voi taas esiintyä myös käyrien leikkauspisteissä,
eli pisteissä (�1,�1), (2,�1) ja (�1, 2). Laskemalla funktion arvot
näissä kuudessa pisteessä osoittautuu, että funktion maksimi on
g(�1, 14) =

17
8 ja minimi g(�1, 2) = �4.



c) Merkitään h(x, y) = 3 + x� x2 � y2.

Kuva 3: {(x, y) | 2x2 + y2  1}

Gradientin
rh(x, y) = (1� 2x, 2y)

nollakohta on (x, y) = (12 , 0), joka selvästi kuuluu annettuun jouk-
koon.

Seuraavaksi havaitaan, että joukon reuna 2x2 + y2 = 1 ) x2

on ellipsi, jolla on parametrisointi (x, y) = ( 1p
2
cos ✓, sin ✓), missä

0  ✓ < 2⇡.2 Tällöin käyrällä

'(✓) = h
� 1p

2
cos ✓, sin ✓

�
= 3 +

1p
2
cos ✓ � 1

2
cos2 ✓ � sin2 ✓.

2Ellipsin x2/a2 + y2/b2 = 1 parametrisointi on (x, y) = (a cos ✓, b sin ✓)



Etsitään derivaatan nollakohdat:

'0(✓) = � 1p
2
sin ✓ � 3 sin ✓ cos ✓ = 0

) � sin ✓
� 1p

2
+ cos ✓

�
= 0

) � y
� 1p

2
+
p
2x

�
= 0

) y = 0 tai x = �1

2
.

Jos y = 0, niin 2x2 + y2 = 1 , x = ± 1p
2

ja vastaavasti, jos x = �1
2 ,

niin y = ± 1p
2
.

Funktion ääriarvot löytyvät siis pisteiden (12 , 0), (±
1p
2
, 0) ja (�1

2 ,±
1p
2
)

joukosta. Laskemalla funktion arvot jokaisessa viidestä pistees-
sä voidaan todeta, että funktion maksimi annetussa joukossa on
h(� 1p

2
, 0) = 13

4 ja minimi h(12 ,�
1p
2
) = h(12 ,

1p
2
) = 7

4 .


