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TEHTAVA J1 Etsi seuraaville funktioille f ne pisteet, joissa grad f = 0,
ja tutki lokaalin ddriarvon esiintymista:

a) y* + 22 — 2xy, b) 2° + zy + y* — 3z — 9y, c) z* + y* + dzy — 297

RATKAISU

a) Gradientin
Vf(a:,y) = (21; - 2y7 4y3 - 21;)

nollakohdat eli funktion kriittiset pisteet saadaan yhtaloparista

2x — 2y =
Vi=0¢& Zagp=l
4y3 — 22 = 0.

Ensimmaisestd yhtalostda seuraa y = z ja sijoittamalla tama jal-
kimmaiseen yhtl66n saadaan #(22°—1) = 0,eliz = Otaiz = + .
Gradientilla on siten kolme nollakohtaa: (+ 7, + ) ja (0,0).
Tutkitaan sitten Hessen matriisin

ominaisarvoja funktion kriittisissa pisteissa.



- Kun (z,y) = (0,0) saadaan

det (HL (0, 0) — AT) = det (2__; :i) — (2= A)(=A) = (=2)(=2)

=22\ —4=0= )y =1%+5.

Koska A\, > 0ja A\ < 0 on Hessen matriisi origossa indefi-
niitti ja kyseessé on téalloin funktion satulapiste.

- Kahdessa muussa pisteessd Hessen matriisin ominaisarvoik-
si saadaan

det(Hp(x 2 22) — AI) =A* —8A+8=0= Ay =4+£2V2.

Koska kumpikin ominaisarvoista on positiivinen, on Hessen
matriisi kyseisisséi pisteissa positiividefiniitti ja téalloin funk-
tiolla on néissa pisteissa lokaali minimi.

e Osoittautuu, ettei gradientilla
Vi(z,y)= B2 +y—3,2y+z—9)

ole reaalisia nollakohtia, mistd paattelemme, ettei funktiolla ole
myoskaan lokaaleja d4ariarvoja reaalitasossa.

e Gradientin
Vf(z,y) = (42° + 4y, 4y° + 4o — 4y)

nollakohdat ovat (z,y) ~ (—1.10,1.35), (z,y) ~ (1.10,—1.35) ja
(:U7y) = (O, 0>1

Tutkitaan taas Hessen matriisin
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ominaisarvoja kriittisissa pisteissa.
- Kun (z,y) = (0,0), niin
det(H;(0,0) — AI) = A2 +4X — 16 = 0
=A=-21+V5)<0 tai A=2+5-1)>0,

joten kyseessi on funktion satulapiste.

1Yht#loparista seuraa kahdeksannen asteen polynomiyhtils, joten nollakohdat on
terveellisinta selvittad laskimella/vapaavalintaisella matematiikkaohjelmistolla.



- Havaitaan, ettd kahden muun kriittisen pisteen tapaukses-
sa Hessen matriisi on identtinen, joten valinnalla ei ole mer-
kitystda. Saadaan

det(H;(—1.10,1.35) — A\I) = 0 = A ~ 12 > 0 tai A ~ 21 > 0.

Siten Hessen matriisi on positiividefiniitti ja funktiolla on
néissé pisteissd lokaali minimi.



TEHTAVA J2 Etsi seuraavien funktioiden maksimi ja minimi anne-
tussa joukossa:

aAry+z—y, {@y|2*+y¥*<L,a+y+1>0,2—y—1<0}
b))z =2y —azy—=z,  {(zy)|z>-1,y>-1, v4+y<1}
¢)3+z—a* -y {(z,y) |22 +y* <1}

Ratkaisu: a) 1, -1 —v2; b) &, —4; o) L&
RATKAISU

a) Merkitdan f(x) = zy +x — v.

Kuva 1: {(z,y) | 2* +y* < L,z +y+1>0,z —y—1<0}

Funktion f gradientilla

Vf(x,y) = (y—i—l,:z:—l)

on nollakohta (z,y) = (1, —1), mutta tdmaé ei kuulu tarkastelta-
vaan joukkoon, silld 1% + (-1)? =2 > 1.



Tutkitaan sitten funktion arvoja suljetun joukon reunoilla. Tay-
tyy tarkastella kolmea tapausta:

- Suorallaz+y+1=0=y=—x— 1saadaan
o1(x) = flz,—z -1 =2(—2—-1)+2—(—x—1)=—2*+2+1

ja edelleen derivaatalle nollakohta
, 1
¢1(z):—2x+1:():>:17:§.

Piste (z,y) = (1/2,—3/2) ei kuitenkaan kuulu tarkastelta-

vaan joukkoon, sillé (%)2 + (%)2 =5>1.

- Vastaavasti suorallaz —y —1=0= y =z — 1 saadaan
o) = flr,x— D) =2z —1)+2—(r—1)=2" -2 +1

ja derivaatalle nollakohta

Havaitaan, etta piste (z,y) = (
teltavan joukon ehdot.

,— %) toteuttaa kaikki tarkas-

- Ympyrin kaarella 22 + 4> = 1 voidaan kayttdad napakoordi-
naatteja (z,y) = (cos6,sinf), missa 0 < 0 < 27. Talloin

3(0) = f(cosh,sinf) = cosBhsinf + cosf — sin b.
Etsitdaan derivaatan nollakohdat:

©5(0) = cos* @ — sin? @ — sin@ — cosf = 0
= 22—y —y—2=0
= (z+y)(z—y—1)=0
= y=-—x tal y=x-1

Tapauksesta y = —z seuraa



jajosy =x — 1, niin
Py =t (-1 =22z -1)+l=1=z2@x-1)=0
=0 taizr=1,
jolloin (z,y) = (0,1) tai (z,y) = (0,1). Havaitaan, ettd naista

neljistd pisteesti (%, —%) on ainoa, joka ei kuulu tarkas-
teltavaan joukkoon.

Edelld l5ydettyjen pisteiden (3, —3), (=75, 7). (1,0) ja (0, 1) lisak-

si funktion dariarvot voivat myos sijaita kdyrien leikkauspisteis-
sd (1,0),(—1,0) ja (0, —1). Vertailemalla funktion arvoja néissa pis-
teissa havaitaan, ettd maksimi annetussa joukossa on f(0,—1) =
£(1,0) = 1ja minimi f(—J5, 75) = —5 — V2.

b) Merkitadn g(x,y) = 2% — 2y* — zy — x.

Kuva 2: {(z,y) |z > -1,y > -1, x+y > 1}

Gradientille

Vy(z,y) = (22 —y — 1,4y — x)
l6ydetésn nollakohta (z,y) = (3, —3), joka tdyttéas annetun jou-
kon ehdot. Tarkastellaan sitten funktion kayttaytymistd joukon

reunoilla:



— Suoralla z = —1 saadaan

e1(y) =g(—1,y) = —2y° +y + 2

ja derivaatalle nollakohta
, 1
pily)=—dy+1=y=",
joten erés tarkasteltava piste on (z,y) = (-1, 1).
— Vastaavasti, kun y = —1, saadaan
pa(z) = gla, —1) = 2° -2
ja tamén derivaatalle nollakohta

po(x) =22 =0=2=0.

Siten toinen tarkasteltava piste on (z,y) = (0, —1), joka my0s-
kin loytyy tarkasteltavasta joukosta.

- Viimeiselld suoralla x + y = 1 & y = 1 — z havaitaan, etta
funktion

os(x) =g(z, 1 —2) =2 -2(1—2)* —2(1l —2) —2 =2(x — 1)
derivaatalla ¢’ (x) = 2 ei ole tarkasteltavia nollakohtia.

Edells loydettyjen pisteiden (3, —3), (=1, ;) ja (0, —1) liséksi funk-
tion dériarvoja voi taas esiintyd myos kédyrien leikkauspisteissa,
eli pisteissa (—1,—1),(2,—1) ja (—1,2). Laskemalla funktion arvot
niissd kuudessa pisteessa osoittautuu, etta funktion maksimi on
9(—=1,1) = & ja minimi g(—1,2) = —4.



¢) Merkitddn h(x,y) =3 +z — 2% — y2.
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Kuva 3: {(z,y) | 222 +y? < 1}

Gradientin
Vh(z,y) = (1 - 2x,2y)

nollakohta on (z,y) = (3,0), joka selvésti kuuluu annettuun jouk-
koon.

Seuraavaksi havaitaan, ettd joukon reuna 222 + 32 = 1 = 22
on ellipsi, jolla on parametrisointi (z,y) = (% cosf,sin ), missa

0 < 6 < 2r.2 Talloin kayralla

1 1 1
0(0) = h(ﬁ cosf,sinf) =3 + ECOSH — 500529 — sin’ 6.

2Ellipsin 22/a? + y?/b® = 1 parametrisointi on (x,y) = (acos 6, bsin §)



Etsitdan derivaatan nollakohdat:

1
'(0) = ———=sinf — 3sinfcosh = 0
©'(0) 7
1
= —sinf(— +cosf) =0
(L)
1
= —y(—=+V22) =0
y(\/ﬁ )

1

Josy=0,niin 22°> +y> =1 & x = :l:\/i5 ja vastaavasti, jos r = —

niin y = :I:%.

Funktion dariarvot loytyvat siis pisteiden (3,0), (£ 75.0)ja (—3,£75)
joukosta. Laskemalla funktion arvot jokaisessa viidestd pistees-
sé voidaan todeta, ettda funktion maksimi annetussa joukossa on

h(—5,0) = 7 jaminimi h(3, —75) = h(3, 75) = 1.



