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joten

� 4�y

1 + �
=

(1 + 7�)y

4�

) y

✓
1 + 7�

4�
� 4�

1 + �

◆
= 0

) y = 0 tai
1 + 7�

4�
� 4�

1 + �
= 0.

Tutkitaan tapauksittain:

(i) Jos y = 0, niin tällöin myös x = 0 ja viimeisestä epäyhtälöstä
seuraisi �45 = 0. Siten y 6= 0.

(ii) Ratkaistaan

1 + 7�4�� 4�

1 + �
= 0

) � 9�2 + 8�+ 1 = 0

) � = 1 tai � = �1

9
.

Jos � = 1, niin
x = � 4�y

1 + �
= �4y

2
= �2y

ja sijoittamalla viimeiseen yhtälöön saadaan

x2 + 8xy + 7y2 � 45 = �5y2 � 45 = 0

) y2 = �9 ) ei reaalisia nollakohtia.

Jos taas � = �1/9, niin

x = � 4�y

1 + �
= � 4/9y

1� 1/9
=

y

2

ja tällöin viimeisestä yhtälöstä seuraa

x2 + 8xy + 7y2 � 45 =
45

5
y2 � 45 = 0

) y = ±2 ) x = ±1.



Löydettiin siis pisteen (1, 2) ja �1,�2). Niiden etäisyys origosta on
p
12 + 22 =p

(�1)2 + (�2)2 =
p
5.

Koska Lagrangen funktiolla ei voida löytää ääriarvoja pisteissä, jois-
sa rg(x, y) = 0, täytyy ne tarkastella vielä erikseen.

(
gx(x, y) = 2x+ 8y = 0

gy(x, y) = 14y + 8x = 0
) (x, y) = (0, 0).

Piste (0, 0) ei kuitenkaan toteuta sidosehtoa g(x, y) = 0, joten origon
lyhin etäisyys hyperbelistä on

p
5.



TEHTÄVÄ J2 Määritä origon suurin ja pienin etäisyys käyrästä

x4

a4
+

y4

b4
= 1.

Ratkaisu: (a > 0, b > 0) 4
p
a4 + b4, min{a, b}.

RATKAISU Minimioitavaksi funktioksi voidaan tässäkin valita f(x, y) =
x2 + y2 ja sidosehdoksi

g(x, y) =
x4

a4
+

y4

b4
� 1 = 0.

Nyt Lagrangen funktion

L(x, y,�) = f(x, y) + �g(x, y) = x2 + y2 + �

✓
x4

a4
+

y4

b4
� 1

◆

kriittiset pisteet ratkeavat yhtälöryhmästä
8
>>>>><

>>>>>:

Lx(x, y,�) = x

✓
2 + 4�

x2

a4

◆
= 0

Ly(x, y,�) = y

✓
2 + 4�

y2

b4

◆
= 0

L�(x, y,�) =
x2

a4
+

y4

b4
� 1 = 0.

Tutkitaan taas tapauksittain:

(i) Jos x = 0, niin viimeisestä yhtälöstä seuraa y = ±b. Tällöin etäi-
syys on

p
02 + b2 = b. Toisaalta, jos y = 0, niin viimeisestä yhtälös-

tä seuraa x = ±a, jolloin etäisyydeksi saadaan
p
02 + a2 = a.

(ii) Jos taas x, y 6= 0, niin

2 + 4�
x2

a4
= 0

) x2 = � a4

2�
() � < 0).

Vastaavasti toisesta yhtälöstä saadaan

y2 = � b4

2�
.



Sijoittamalla viimeiseen yhtälöön seuraa tällöin

x2

a4
+

y4

b4
� 1 =

1

a4

✓
a8

4�2

◆
+

1

b4

✓
b8

4�2

◆
= 1

) a4 + b4

4�2
= 1

) � = �
p
a4 + b4

2

) x2 =
a4p

a4 + b4
ja y2 =

b4p
a4 + b4

.

Tällöin origon etäisyys käyrästä on
p

x2 + y2 = 4
p
a4 + b4 (> a, b).

Lisäksi gradientin rg ainoa nollakohta on origo, joka ei kuulu käyräl-
le. Näin ollen kohdissa (i) ja (ii) saaduista tuloksista seuraa, että etäi-
syyden minimin oltava joko a tai b riippuen siitä, kumpi on pienempi.
Siten minimi on min{a, b}.


