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TEHTAVA J1 Etsiorigon lyhin etéisyys hyperbelistd z? 4 8zy+7y? = 45
kayttiaen Lagrangen kertoimia.
Ratkaisu: /5.

RATKAISU Euklisidisessa tasossa pisteen etidisyys origosta on /z2 + 2.
Toisaalta neligjuuri on kasvava funktio, joten voimme minimioida funk-
tiota f(z) = z? + y. Annettu sidosehto voidaan kirjoittaa g(z) = z2 +
8zy + Ty? — 45. T4lloin Lagrangen funktioksi saadaan

L(z,y, ) = f(z,y) + Ag(z,y)
= 2% + y° + A\(z? + 8zy + Ty® — 45)
= (1+N)z%+ (14 7T\)y* + 8A\zy — 45\

Lagrangen funktion kriittiset pisteet saadaan nyt yhtaloryhmasta

L.(z,y,A) =2(1+ Xz + 8y =0
L(z,y,\) =0%& { Ly(z,y,A) =2(1+ 7TA)y + 8z =0
Ly(z,y,\) = 2? +8zy + Ty> — 45 =0.

Kahdesta ensimmaisestéd yhtéalosta saadaan

20+ Nz +8\y=0 21+7N)y+8 =0
Ay (1+7Ny

o= S>gp=——

I+ A 4\



joten

Ay 4Ty
L+ 4N

L (T )
INTan 1N T

1+70  4x
4\ 1+X

=y =0 tai 0.

Tutkitaan tapauksittain:

(1) Jos y = 0, niin talloin my6és x = 0 ja viimeisestd epiayhtalosta
seuraisi —45 = 0. Siten y # 0.

(ii) Ratkaistaan

)
1+7M\N— ——=0
+ 1A

= —0\2 48\ +1=0
1

Jos A = 1, niin
Ay Ay

C1+A 2
ja sijoittamalla viimeiseen yht&loon saadaan

T = —2y

2+ 8xy+ Ty  —45= -5y —45=0

= y?> = -9 = eireaalisia nollakohtia.

Jos taas A = —1/9, niin

4y 49y y

T I+ N . 1-1/9 2

ja talloin viimeisesta yhtéalosta seuraa
2 2 45 4
x° 4 8ry + Ty” — 45 = gy —45=0

=y=12 = g =+1.



Loydettiin siis pisteen (1,2) ja —1, —2). Niiden etéisyys origosta on /12 + 22 =
VDT (-2 = V5.

Koska Lagrangen funktiolla ei voida 16yta4 Aariarvoja pisteissé, jois-
sa Vg(z,y) = 0, taytyy ne tarkastella viela erikseen.

gy(z,y) =14y + 8z =0

Piste (0,0) ei kuitenkaan toteuta sidosehtoa g(x,y) = 0, joten origon
lyhin etiisyys hyperbelista on v/5.



TEHTAVA J2 Mairita origon suurin ja pienin etaisyys kayrasta

4 4
Tl
a b*

Ratkaisu: (a > 0,b > 0) va* + b*, min{a, b}.

RATRAISU Minimioitavaksi funktioksi voidaan tassdkin valita f(z,y) =
2% + 12 ja sidosehdoksi

4 y4
9($,y):g+b—4—1:0-

Nyt Lagrangen funktion

x? 4
M%%A%:ﬂ%w+km%wZwﬁuf+k<ﬁ+%z—o

kriittiset pisteet ratkeavat yhtialoryhmaéasta

( 2
2

Y
y4

72
\LA(JJ,y,)\) :g—i-b——l:o.

Tutkitaan taas tapauksittain:

(1) Jos x = 0, niin viimeisesta yhtalosta seuraa y = +b. Talloin etéi-
syys on v/02 + b2 = b. Toisaalta, jos y = 0, niin viimeisestd yht&los-
td seuraa r = =+a, jolloin etidisyydeksi saadaan 0?2 + a? = a.

(ii) Jos taas x,y # 0, niin

24402 =0
a
2 a*
= A
= =z ) (=A<0)

Vastaavasti toisesta yhtédlostd saadaan

b4
2 _ P
Y7 Ton



Sijoittamalla viimeiseen yhtdloon seuraa talloin

x2+y4 1_1 a® +1 b® _,
at bt oat \ 4)2 bt \4)2)

a* + b*

= e =1

S W
N 2

N s a4 . - b4
VA L bl ) C VatF o

Talloin origon etiisyys kdyréasta on

Vaz+y2=vVat + ¢ (> a,b).

Lisdksi gradientin Vg ainoa nollakohta on origo, joka ei kuulu kayral-
le. Niin ollen kohdissa (i) ja (ii) saaduista tuloksista seuraa, etta etéi-
syyden minimin oltava joko « tai b riippuen siitd, kumpi on pienempi.
Siten minimi on min{a, b}.



