PEREHDYTTAVA TEHTAVA VIIKKO 4

Oletuksena on, etté opiskelet perehdyttéavit tehtivit ENNEN viikon ensimméistéa
luentoa. Perehdyttidvien tehtdvien ratkaisuja késitellddn osittain luennoilla. On
erittdin suositeltavaa, ettd pohditte perehdyttédvid tehtédvid ryhmissa. Néin opit-
te my0Os uusia ajatustapoja matematiikkaan liittyen.

Tehtdva 1. Toisen lukuviikon luennoilla opimme, miten 16ydetdin pisteen pro-
jektio (eli lihin piste) tasoon, kolme-ulotteisessa avaruudessa. Téné viikkona yleis-
tetddn tama idea, ja 16ydetdéan vektorin x € R™ ortogonaaliprojektio mielivaltaiseen
ala-avaruuteen V' C R™, mielivaltaiselle n.

a) Vakuuta itsesi geometrisesti siitéd, ettd jos v € V on sellainen ettd ||x — v|| on
mahdollisimman pieni, niin (x — v) L w kaikille vektoreille w € VE{

b) Pohditaan ensin tapaus, jossa projisoidaan yksi-ulotteiseen ala-avaruuten, eli
suoraan. Olkoon

1 1 1
er‘jav=_ | |V={¢|!] ter) cre
x= |3 jaV = 1 = E C R
4 1 1
1
Talloin vektorin x projektio suoraan V on v =t 1 jollekin ¢ € R. Mille ¢
1

pétee, ettd (x —v)-w =07
c) Seuraavaksi projisoidaan kaksi-ulotteiseen avaruuteen W C R*. Olkoon edelleen
x = (1,2,3,4)T € R4, ja olkoon

1 1 1 1
) (o] ). [ 0| A
W< 11 1o > t 1 + s 0 .t,SGR C R*.
1 0 1 0
Jos v on vektorin x projektiolle W:hen (piirrd kuval), niin sen tdytyy toteuttaa
1 1 1 1
] (o (2] _ (o NEIR
I8 I I I I O O R - I e
1 4 0 4

Pystytdanko tdmé ehto kirjoittamaan matriisiyhtalond?

1 1
d) Siispé toisaalta v = y jollekin y = (Z) € R?, ja toisaalta,

1 0
1 0
1 1 1 1
(1 0 0 0)(v—x):0.

1Vihje: Jos olisi olemassa vektori w € V jolle (x — v) -w > 0, korvaa v vektorilla v + ew, jossa
€ on erittdin pieni positiivinen luku, ja katso mitd tapahtuu. Yksinkertaisuuden vuoksi, pohdi
tapausta v = 0 ensin.
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(Vakuuta itsesi, ettd tdmé seuraa (c)-osasta.) Kirjoita tdmé ehto yhtéloné, joka
sisdltdd matriisit ja vektorit x,y (muttei v).
e) Laske matriisitulon

1 1
1 1 1 1 1 0
1 0 0 O 1 0
1 0
kiifinteismatriisi. Kdyttien tdmé, 16ydid (d)-osan muuttuja y € R2. Mikéi on

sitten v?
f) Yleistd tapaukseen, jossa projisoidaan avaruuteen

V={Ay:yeR"} CR"

mielivaltaiselle (n x m)-matriisille A (jossa m < n).



KOTITEHTAVAT VIIKKO 4

Kotitehtidvd 1. Laske lyhyin etéisyys pisteestd (2,1,2,1,2) joukkoorﬂ

M= {xeprs. & T 72 + @ =1
a3 4+ x4 + x5 = 1 [°

KT 1 Ratkaisu. Joukon méaritelméstd 1 =1 — 29 —x3 jaxs =1— x4 — 5.
Asettamalla xo = r,z4 = s, 25 = t saadaan

Xx=(—r4+s+t,r, 1-s—t s, t)T
eli

0 -1 1 1
0 1 0 0
x=|1{+r| O | +s|—-1|+t]—-1], rns,teR
0 0 1 0
0 0 0 1
Joukko voidaan siis kirjoittaa muodossa
0 -1 1 1
0 1 0 0
= 1|+Ay,A=]10 -1 —1|,yeR?

0 o 1 0
0 0 0 1

Tehdiin joukolle ja pisteelle u = (2, 1, 2, 1, 2)T translaatio eli siirretizin origoa:
II'=1-(0, 0, 1, 0, 0)" = {Ay,y € R}
u=u-(001,0 0"=( 1, 1,1, 2)7

Et#isyys siilyy samana eli voidaan laskea pisteen u’ etéisyys joukosta IT'.
Olkoon v = Ay € II' se piste jolla ||v — u’|| on pienin. Kohtisuoruusehto:

AT(v—-u)=0
AT Ay = ATW
-1 1 1
-11 0 00 1 0 0 2 -1 -1
ATA=[1 0 -1 1 0 0 -1 —-1|=(-1 3 2
1 0 -1 0 1 0 1 0 -1 2 3
0 1
2
-1 1 0 0 0\ |1 -1
AT'=11 0 -1 1 o] |1]=] 2
1 0 -1 0 1) |1 3
2
Saadaan yhtaloryhma
2 -1 -1 -1
-1 3 2 |ly=12
-1 2 3 3

2Huomaathan, ettei II ole vektoriavaruus, silld tdmé ei sisilla origoa. Pystytko silti kayttad
lineaarigeometrian / matriisilaskennan ideoita?



Yhtéloryhmén ratkaisu on
y=(0, 0, )T
v=Ay=(1, 0, -1, 0, 1)
eli kysytty etéisyys on
o' —v[[=I(1, 1, 2, 1, DT =2v2

Kotitehtava 2. Olkoon L; suora kolme-ulotteisessa avaruudessa, joka siséltdd pis-

1 1
te (1,1,1) ja on vastakohtainen seké vektorin | 1 | ettd vektorin [ —1 | vastaan.
0 0

Olkoon Ly suora
{(z,y,2) 1 cx =y =22}
a) Mille arvolle ¢ € R, leikkavat suorat L; ja Lo toisiinsa?
b) Télle arvolle ¢, laske molempien suorien siséltdvin tason yhtils.

KT 2 Ratkaisu.
ni
a) Olkoon n = [ ny | suoran L; suuntavektori. Télloin n on kohtisuorassa vekto-
ng
reita (1, 1, 0)7 ja (1, —1, 0)T vastaan:

{n1+n2:0 =n=n,=0, ng €R
niy—ng =0
Valitaan ng = 1, jolloin
Li=(1, 1, )T +7r0, 0, DT, reR
L, = s(1, ¢, g)T, seR
Suorat leikkaavat pisteessé

1, 1, DT +7(0, 0, )T = s(1, ¢, =)T

2

(1—s, 1—cs, 1—&-7’—%)T=0
1
1l c=1 r=_"=
=s=1c¢c=1,r 5

Eli arvolla ¢ = 1 suorien leikkauspiste on (1, 1, $)7.
b) Leikkaustasolla on suorien suuntavektorit (0, 0, 1)T ja (1, 1, %)T Ratkaistaan
tasolle normaalivektori u joka on kohtisuorassa n#ita vastaan:

usz =0
3 1 =u3z3 =0, up = —ug
’LL1+U2+§’U,3:0

Valitaan normaalivektoriksi u = (1, —1, 0), ja a-kohdan mukaan taso kulkee
pisteen (1, 1, %) kautta. N&illd tiedoilla tason yhtéloksi saadaan

z—y=0



Kotitehtiava 3. Laske matriisin

1 2 0 0
2 3 11
-1 1 0 0
0o 2 1 2
kaanteismatriisi.
KT 3 Ratkaisu. Gaussin eliminaatio:
1 2 0 0 1 0 0 O
2 3 1 1 0 1 0 0
-1 1 0 0 0 0 1 O
0o 2 1 2 0 0 0 1
1 2 0 0 1 0 0 O0
0O -1 1 1 -2 1 0 0
% 0 3 00 1 010
o 2 1 2 0 0 0 1
1 2 0 0 1 0 0 O
0o -1 1 1 -2 1 0 O
r3 + 3ro, r4 + 219 0 0 33 -5 3 1 0
0O 0 3 4 —4 2 0 1
Jaetaan kolmas rivi 3:lla.
1 0 2 2 -3 2 0O O
B K B S
NIl 0 11 -5/3 1 1/3 0
0O 0 0 1 1 -1 -1 1
1 0 00 1/3 0 -2/3 0
g0 =100 <13 0 ~1/3 0
N2 717" lg 0 1 0 —8/3 2 4/3 -1
0O 0 0 1 1 -1 -1 1

Kerrotaan toinen rivi -1:114. Vasemmalle puolelle on saatu identiteettimatriisi, eli
haluttu kéénteismatriisi voidaan lukea oikealta:

1/3 0 -2/3 0
PRI I VI Vi B
T -8/3 2 4/3 -1

1 -1 -1 1

Kotitehtiva 4. Etsi avaruuden

V={xeR': 2+ 1y =13+z4}

ortogonaalikanta.



KT 4 Ratkaisu.
T1 = —T2+ T3+ T4
Valitaan vapaat parametrit xo =1, x3 =35, x4 =1, r,s,t € R

—r+s+t -1 1 1
r 1 0 0

X = s =r 0 + s 1 +1 0 =1rv] + sve +1tvs
t 0 0 1

Havitaan ettd vy, va, v3 ovat lineaarisesti riippumattomat, eli ne muodostavat
erddn kannan V:lle. Ortogonaalinen kanta saadaan muokkaamalla vektoreita. Ote-
taan kannan ensimmaiseksi vektoriksi u; = vy. Seuraava kohtisuora vektori saadaan
vihentamalld vektorista vy sen projektio u; suuntaan:

1/2
. ujp - Vo 1/2
Uz = Vg — Proju, (V2) =V — u; = 1
u; - U
0
Vastaavasti
U3 = V3 — proju, (v3) — proju,(vs)
1/3
up - V3 U - V3 ]_/3
U3 = Vg — u; — Uy =
u us - up —-1/3
1
Avaruudelle V saadaan ortogonaalikanta
-1 1/2 1/3

) e 1/2 1/3
{ulv u27 u3} - 0 9 1 9 _1/3
0

0 1



HARJOITUSTEHTAVAT VIIKKO 4

Harjoitustehtiva 1. Laske seuraavien matriisien rangi:

a)
2 1
1 2 3 4\[-4 0
A<0123) 11
-7 3
b)
10
2 1|(2 -4 1 -7
B_32(1013)
43
c)
1 2 1 0
c=(4 3 1 1
2 -1 -1 1
d)
14 2
2 3 -1
D=111
01 1

Vertaa tehtdvien (c) ja (d) vastauksia. Selitél

Ratkaisu 1.
a) r(A) =2
b) r(B) =2
c) r(C)=2
d) r(D)=2

Kohtien (c¢) ja (d) matriisit ovat toistensa transpoosit jolloin niiden rangi (aste) on
sama.
Harjoitustehtiivi 2. Laske pisteen (1,3,5) etéisyys tasoon

r+y+2z2=0

kolme-ulotteisessa avaruudessa.

Ratkaisu 2. Tasolla on normaalivektori
1

n=1[1
1

Tason ldhin piste pisteeseen (1, 3, 5) ndhden on (1+¢, 3+¢, 5+1¢), t € R joka
toteuttaa tason yhtélon:

14+t)+@B+t)+(B+t)=0
I=-9=>t=-3
Etaisyys on |[tn|| = 3v/3.
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Harjoitustehtédvi 3. Olkoon

1 0
L=| 0 -1
1 1
1
Miké on lausekkeen ||[Lx — [ 2 pienin mahdollinen arvo, kun x € R2?
3

Ratkaisu 3. Matriisin L sarakkeet virittdvit tason 3d-avaruudessa eli voidaan

. . - . 4v3
laskea pisteen (1, 2, 3) lyhin etdisyys téstd tasosta. Vastaus: %=

Harjoitustehtéivi 4.

a) Etsi avaruuden S = {x € R*: 21 — 29 + 23 = 0} jokin kanta.
b) Etsi avaruuden S jokin ortonormaali kanta.

Ratkaisu 4.
a)

1 — X9 — I3

Valitaan vapaat parametrit xo =7, 3 =35, v4 =1t, 7,5,t € R.

r—s 1 -1 0
r 1 0 0
X = s =71y + s 1 +t 0
t 0 0 1
Avaruuden S erés kanta on siis
1 -1 0
1 0 0
o’y 11410
0 0 1

b) Ortonormaali kanta saadaan muokkaamalla vektorit kotitehtévéin 4 tapaan ja
normittamalla ne pituuteen 1:

7\ () (O
NN
0|’ 21710

3 1
0 0

Harjoitustehtivi 5. Etsi kaava (parametreineen) kaikille matriisin

1 0 2
01 -1

oikeanpuolisille kddnteismatriiseille. Onko matriisilla vasenpuolista kiénteismatriisia?



Ratkaisu 5. Oikeanpuoleinen kd#nteismatriisi

a b
R=1c d
e f

on olemassa, jos sille patee

102a2_10
01 -1)1|¢ —\o 1
e f

a+2e b+2f\ (1 0
(ce df>_<0 1)
Saadaan neljd yhtdloa joista ratkaisemalla paddytiadn tulokseen
1—-2 —2f
R= e 1—f].,e,feR
e f

Vasemmanpuoleista kdénteismatriisia ei ole (yhtéloistd seuraa ristiriita).

Harjoitustehtidvi 6. Olkoon P, nelidllisen polynomien avaruus, ja kiinnitetdan
sen kanta {1, z,x%}. Tutkitaan kaavan

antama kuvaus Py — R3.

a) Osoita, ettd L on lineaarikuvaus.

b) Laske L:n matriisiesitys.

¢) Onko L kéénnettava?

d) Mité tamé tarkoittaa “intuitiivisesti”? (Vihje: Vastaus on luultavasti tuttu omi-
naisuus jo lukion matematiikasta.)

Ratkaisu 6.
a) Olkoon f,g € Py ja h = f + g. Talloin
L(h) = L(f) + L(9)
ja lisdksi
L(af) =aL(f), a €R
Siis L on lineaarikuvaus.

¢) On kddnnettava.
d) Kolme pistetti miirittiviit paraabelin yksikésitteisesti.
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