LASKUHARJOITUS VIIKKO 5, MATRIISILASKENTA

PEREHDYTTAVA TEHTAVA VIIKKO 5

Oletuksena on, etté opiskelet perehdyttavit tehtavat ENNEN viikon ensimmaéista

luentoa. Perehdyttédvien tehtdvien ratkaisuja késitelldédn osittain luennoilla. On
erittdin suositeltavaa, ettd pohditte perehdyttiavid tehtdvid ryhmissd. Néin opit-

te

myo6s uusia ajatustapoja matematiikkaan liittyen.

Tehtava 1. Tésséd harjoituksessa opetut tekniikat ndyttavit, miten kdy vektorille
v € V, kun se kidy lapi saman lineaarikuvauksen f : V' — V useita kertoja. Esi-
merkkiksi tutkitaan varsin yksinkertainen leijonista ja jéniksista koostuvista eko-
systeemi, ja tahdomme ndhdé kuinka tdmé kehittyy. Olkoon £ leijonien lukumééira

ja j jéniksien lukuméérd annettuna vuonna. Tutkitaan siis vektorit v = (j) € R?,

ja miten se kehittyy ajassa.

a)

Lammittelyharjoituksena, tutkitaan malli jossa eldimet eivit vuorovaikuta kes-
kendén (ehkéd ne ovat kenties eri hiikissé jossain eldintarhassa). Téssd mallissa
janikset nelinkertaistuu vuodessa, kun taas kymmenesosa leijonista kuolee jo-

ka vuosi. Kaavoina, jos annettuna vuonna populaatiot kuvaa vektori (j)’ niin

. 0.9¢ . S .
seuraavan vuoden populaatiot ovat < ) Etsi matriisiyhtio, joka kuvaa eri

4j
eldinten lukumaara

e vuoden pédsta.

e Sadan vuoden péésta.
Nyt tutkitaan luonnollisempi (villieldinten) malli, jossa leijonien lukuméiri vuo-
den kuluttua on 0.9¢40.15, ja janiksien lukumé&ara vuoden kuluttua on 45 — 3/.
Etsi matriisiyhtio, joka kuvaa eri eldinten lukumééra

e vuoden péadsta.

e Sadan vuoden péésta.
Jos alkuperéinen populaatio koostuu vaikka 1000:sta leijonasta ja 2000 jéniksesta,
edellisen kohdan matriisiyhtal6 ei valttamatta auttanut eldinten tarkan méaran
laskemisessa 100 vuoden péadstd (ilman laskukoneita). Jos kuitenkin oletamme
ettd satumme tietdmadn ettéd alkutilassa eldimid oli tarkalleen yhtd monta (esim.
1000), pystymmeko nyt 16ytdmédn kaavan eldinten tarkalle lukuméérélle

e vuoden padsta?

e Sadan vuoden paastia?
Ly 1000

Edellinen kohta (c¢) oli helppo (I?) silld 1dhtéjakauma | .° | = sattui
jo 1000

olemaan prosessin ominaisvektori, ominaisarvolla A = 1. Tam4& tarkoittaa ettd jos

jakauma jonain vuonna oli v = <

1000

1 000)7 niin seuraavan vuoden jakauma oli Av.

Miké tahansa vektori jossa leijonien ja janisten lukuméérat ovat samat on systeemin
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2 LASKUHARJOITUS VIIKKO 5, MATRIISILASKENTA

ominaisvektori ominaisarvolla 1, mutta systeemilld on my6s muita, vaikeammin
l6ydettavid ominaispareja.
d) Oleta ettd ldhtotilanteessa leijonia on 100 ja jéniksid 3000. Kuinka monta eldinté
nyt on
e vuoden padsta?
e Sadan vuoden p#aastia?
e) Eldinten lukumiérd sadan vuoden péistd on lineaari-funktio F eldinten lu-
kumséiristd 1ahtotilanteessa. (Vakuuta itsesi tdstéd.) Tieddmme myos kaavan ve-

. 1000 N 100 . (1000 .. . .
koreille F' (1000) sekd F <3000>. Kirjoita vektori (200()) lineaarikombinaa-
tiona

1000 . 1000 + 100
2000) ~ “\1000) " ¥ 3000/
1000

ja kéyté tatd apuna laskeaksesi vektorin F , eli eldinten lukuméarit sa-

2000
dan vuoden péisté, jos lahtopopulaatio oli 1000 leijonaa ja 2000 janista.

1000 3000
tajan kiltteyden). Jos néitd ei olisi annettu, ei olisi lainkaan p#ivénselvdd, ettd

Téssé ongelmassa, ominaisvektorit (1000) ja (100> oli annettu (kiitos opet-

matriisilla A = <Og 0 4 ) ((joka kuvaa eldinpopulaatioiden muutosta ajassa, yh-
den vuoden harppauksin), on kyseiset ominaisvektorit, ominaisarvoin A = 1 ja

A = 3.9. Itse asiassa, sellaiset ominaisvektorit ovat olemassa, silld matriisiyhtalslla

(A — M)x = 0 on epétriviaalit ratkaisut, kun A = 1 ja A = 3.9. Toisin sanoen

matriisi A — Al on degeneroitunut.

f) Minké yhtélon on luvun A toteutettava, jotta matriisi A — AT olisi degeneroitu-
nut? (Vinkki: determinantti. Téstd opimme lis&4 tiistain luennolla 7.2.) Tiistain

luennon jilkeen, vakuuta itsesi siité, ettéd matriisilla A ei ole muita ominaisarvoja
kuin 1 ja 3.9.
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KOTITEHTAVAT VIIKKO 5

Kotitehtiva 1. Laske matriisin

1 2 =20
2 3 -4 1
A= -1 -2 0 2
0o 2 5 3
determinantti | A|.
Kotitehtédva 1. ratkaisu.
;g:ig 3 -4 1 2 -4 1 2 3 1 2 3 —4
det 1 —92 0 2 =1|-2 0 2[-2|]-1 0 2(+(-2)|-1 -2 2|4+0|-1 -2 0
0 2 5 3 2 5 3 0 5 3 0 2 3 0 2 5
Lasketaan jokainen 3x3 matriisin determinantti erikseen:
3 -4 1
0 2 -2 2 -2 0
det|—2 O 23' ‘(4)‘ ‘+1’ ’
9 5 3 5 3 2 3 2 5

= 3(0-3—5-2)+4(—2-3—-2-2)+1(—2-5—2.0) = 3-(—10)+4-(—10)+1-(—10) = —80

2 -4 1
0 2 -1 2 -1 0
det|-1 0 2:2‘ ‘_<_4>‘ ‘—&-1’ ’
0 5 3 5 3 0 3 0 5
= 2(0:3-5-2)4+4(—1-3-0-2)+1(—1-5—0-0) = 2-(—10)+4-(—3)+1-(—5) = —37

2 3 1
det[-1 —2 2 _2'
0o 2 3
= 2(—2:3-2-2)—3(—1-3—0-2)+1(—1-2—0-(—2))

-1 2
0 3

-2 2

-1 -2
O T

0 2

2:(—=10)—3-(—=3)+1-(—2) = —13

2 3 -4
-2 0 -1 0 -1 -2
dor|-1 =2 0| =2 7 Asl it Seal
0 9 5 2 5 0 5 0 2

=2(-2-5-2:-00-3(-1-5-0-0)—4(-1-2—-0-(-2))=3
Naiin ollen koko matriisin A determinantti on
1-(-80)—2-(-37)—2-(-13)+0-3=20

Kotitehtava 2. Osoita etté, jos a,b, ¢ ovat kolme eri reaalilukua, niin vektorit

1 1 1
a , b , c
a? b2 c?

ovat lineaarisesti riippumatomat. (Vihje: laske determinantti.)
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Kotitehtdvin 2 ratkaisu. Matriisin muodostavat vektorit ovat lineaarisesti riip-
pumattomat, jos matriisin determinantti on #0. Toisin sanoen, jos determinantti
on 0 on matriisin vektorit ovat silloin lineaarisesti riippuvat. Lihdet&d&n vihjeenmu-
kaisesti laskemaan matriisin determinanttia:

Lo c a c a b
det ;2 be Ccz T2 2T |a? 02+a2 b?

be? — bc — (ac® — a®c) + (ab® — a®b) = bc? — b*c — ac® + a’c + ab® — a®b
(b—a)-(c—a)-(c—b)
*Tekijoihin jako
Téamén voi tehda esim. vahentdmalld ensimmaista saraketta toisesta ja kolmannesta
sarakkeesta, eli:

1 1 1 1 1 1 1 0 1
a b cl=|la b—a c|=(b-a)la 1 c
a2 b a? b —a® A a® b+a
Tehdaan tdmé uudestaan kolmannelle sarakkeelle
1 0 1 1 0 0 1 0 0
(b—a)|a 1 c|=(b—a)la 1 c—a | =(b—a)(c—a)|a 1 1
a? b+a A a? b+a A —a? a? b+a a+c
Matriisin
1 0 0
a 1 1

2 b4+a a+c

a
determinantti on (a + ¢ — (b+a)) = (¢ — b), joten koko matriisin determinantti on
siten (b—a)(c —a)(c—b).*

Tamé on selvisti 0, jos jokin sulkujen sisélld olevista lausekkeista saa arvon 0.
T&amé& toteutuu, kun a = ¢, a = b tai ¢ = b, eli toisin sanoen kaksi luvuista ovat
samoja. a, b ja ¢ on kolme eri lukua, jolloin matriisin determinantti on #0. Téasté
seuraa, ettd vektorit

1 1 1
a , b , c
a? b2 c?

ovat lineaarisesti rilppumatomat, kun a, b ja ¢ ovat kolme eri lukua.

Kotitehtavi 3. Etsi sellainen kolmas sarake, ettd matriisi

|
V3 V4
| L 2
Rl
V3 V14

on ortonormaali. Tarkista, ettd rivitkin ovat ortonormaalit.
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Kotitehtivd 3 ratkaisu. Ortonormaali (tai ortogonaalinen) matriisi on reaali-
kertoiminen matriisi, jonka kaikki rivit ja sarakkeet ovat ortogonaalit. Ortonor-
maalisuus on ortogonaalisuuden erityistapaus ja tarkoittaa, ettd matriisin vektorit
muodostavat ortonormaalin kannan (vektorit ovat ortogonaalit, eli kohtisuorassa
toisiaan vasten ja jokaisen vektorin pituus on 1). Ortonormaalisuudesta seuraa eh-
to, ettd matriisin ja sen transpoosin tulo on identiteettimatriisi. Eli

QQ" =Q"Q=1

Helppo tapa siis méaérittda matriisin kolmas sarake on transpoosin kautta, josta
saadaan ehto tuntemattomille muuttujille.

Merkataan
1 1
BV
Q= G Vi Yy
Vs v “
jolloin
1 1 1
O |
B Via V14 V14
T y z

Identiteettimatriisissa jokainen diagonaalilla oleva elementti on oltava 1, josta saa-
daan ehdot muuttujille x, y ja z (QTQ = I, joten tarkastellaan vain diagonaalilla
olevia elementtejd).

ﬁ~%+j~m+x-x:1

%'%—F%' 214—|—y-y=1

SRR R B R
P?=l-g-per=t/l-g-ger=5/8 =2
y2=1—%—ﬁ®y:i\/1—%7—ﬁ®y=i\/§=i%?
Pol-l-fer=tfl-l-fes=x /L=t

X, y ja z arvot ovat nyt médritetty, mutta etumerkki tulee valita siten, ettd ortogo-
naalisuus toteutuu. Kaksi vektoria ovat ortgonaaliset, kun niiden vélinen pistetulo
on nolla. Lasketaan siis pistetulo ensimmaéisen sarakevektorin kanssa.

1 45
v jEgg_1j[5+1i2¢§+1j[1_0
v N V3 VR TVB TV VB Va2
V3 Va2
Jaetaan puolittain termilld %, jolloin yht&lo sievenee muotoon
) 2v2 1
L 2V2

+ +—==0
Va2 V21 Va2
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Yhtélo on tosi selvésti, kun valitaan vektoriksi

8

sl

Néin ollen matriisi Q on muotoa

%‘m
(V)

Q=

S [l

Cull s
o
1)

Zv)

Rivien ortonormaalisuus voidaan perustella yhtilon QQT = I avulla. QT on mat-
riisi, jonka sarakkeet ovat nyt matriisi Q:n rivit. Rivit ovat ortonormaalit, jos QT
matriisin sarakkeet ovat ortonormaalit. Q7 transpoosi on vain @, silld (QT)T = Q.
Ortonormaalisuudesta seuraa yht#ls QQT, joka voidaan kirjoittaa my6s muodossa
QT Q. Toisin sanon ortonormaalisuudesta seuraa, etti matriisin sarakkeet ja rivit
ovat ortonormaalit.

skl
2

Kotitehtiva 4. Laske matriisin

1100
11 10
A= 01 11
0 0 11

kaikki ominaisarvot ja ominaisvektorit. Vihje: Aseta p := (A — 1)2.

Kotitehtivi 4 ratkaisu. Matriisin ominaisvektoreille pétee yhtéalo Az = Az, jota
muokkaamalla saadaan
Av= o Az -2z =0 (A- X))z =0

Lasketaan nyt matriisin A ominaisarvot.

11 00 A0 0 O 1—A 1 0 0

1110 0 A 0 O 1 1-A 1 0
AM=1 0 11010 looaxo |7 o 1 1-x 1

00 11 0 0 0 A 0 0 1 1-A
Ominaisarvojen laskemiseksi lasketaan matriisin determinantti, jotta saadaan muo-

dostettua karakteristinen polynomi.

11’\ 1iA (1) 8 1-x 1 0 11 0

det =(1-\)]| 1 1-Xx 1 |-1]0 1-Xx 1
0 1 I=x 1 0 1 1—X 0 1 Y
0 0 11—

Determinantin laskemisessa vertaa kotitehtdvan 1 ratkaisuun. Determinantit ovat:
(1—=X)(=A+3\2 =X —1) — (A2 —2))
S X3 A1+ AT =3 A+ A =N 420
S A AN+ 3N 220 -1
Seuraavaksi tulee ratkaista karakteristisen yhtdlon nollakohdat

M oA 43422 - 1= =32+ 1)\ - A-1)=0
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Tulon nollasédéantod hydodyntamélla saadaan ratkaisuiksi:

>
I
ST ST SIGCR N[

Nyt matriisin ominaisvektorit voidaan laskea yhtélostd Az — Az < (A — Nz = 0.
Tamé taytyy tehdd erikseen jokaiselle eri ominaisarvolle, eli esim. ominaisarvolle

A = % — % ominaisvektori saadaan laskemalla:
1- (3 - %) 1 0 0 -
1 1- (% - %) 1 T2 =0
0 1 1— (3 -5 1 a3
0 0 1 1- (8- %) T4

Tamén voi ratkaista késin esimerkiksi Gaussin eliminaatiolla, tai hyodyntamélla
laskinta, esim. Matlabia. Kaikki ominaisvektorit ovat:
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HARJOITUSTEHTAVAT VIIKKO 5

Harjoitustehtivi 1. Olkoon T (3 x 3)-matriisi jolle pétee

T 2z
T vy = T+ 2y
z r+y+ 3z

Laske matriisin T" kaikki ominaisarvot ja ominaisvektorit.

Harjoitustehtivi 1 ratkaisu. Selvésti matriisi T:n on oltava

2 00
T=11 2 0
1 1 3

jotta yhtélo olisi tosi. Matriisin T ominaisarvot ovat Ay = 3, Ay = 2 ja A3 = 2.
Naiita arvoja vastaavat ominaisvektorit ovat:

0
)\1:3,1)1: 0
1
0
A2:27’U2: -1
1
0
/\3:2,1)3: -1
1

Harjoitustehtiva 2. Laske seuraavat determinantit:

a)

3 2

v
b)

2 —4

5]
c)

0 2 5

1 -2 3

2 3 1
d)

-1 2 3

1 -2 3

1 2 -3
e)

1 2 3 4

1 010

2 0 1 2

-11 0 2
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1 1 2 2
1 2 1 3
0 0 1 2|
-1 -1 0 0

Harjoitustehtéva 2 ratkaisut. a) 4b) 0¢) 45d) 24 ¢) 0 f) -2

Harjoitustehtiva 3. Laske matriisin

2 1
1 -2
1 1

1
1
0

A:

kaikki ominaisarvot ja ominaisvektorit. Vihje: Yksi karakteristisen polynomin juuri
on suhteellisen helposti 10ydettéivissa ihan tuijottamalla polynomia.

Harjoitustehtivi 3 ratkaisut.

3
)\1 = 2,’01 = 1
1
iv3+3
1 V3 2
—__ve = | =iv3-1
A2 5 5 2 =iyl
1
—iv/3+3
1 V3 2
=4+ - = iv3—1
)\3 2+ 2 , U3 T

Harjoitustehtédvi 4. Olkoon P, < n-asteisten polynomien avaruus, luonnollisine
kantoineen {1,z,22,...,2"}. Laske seuraavien lineaarikuvauksien matriisit:

a) Derivointi:
D:P;— P Df(z) = f'(x)
b) Kertolasku polynomin x + 1 kanssa:

M:Py— Py Mf(z) = (z+1)f(z).

c¢) Arvon laskeminen pisteissa {—1,0, 1}:

E:P,—R? Ef =
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Harjoitustehtéiva 4 ratkaisu. a)

01 00
D=0 0 2 0
0 0 0 3
b)
1 00
1 10
M= 01 1
0 0 1
¢)
1 -1 1
E=11 0 0
1 1 1
Harjoitustehtiva 5. Laske determinantti
1 1 1 1
a b ¢ d

a®> b 2 d?

a’ b 3 B
mielivaltaisille a,b,c,d € R?. Vihje: Kiyti kaava a®> — b3 = (a — b)(a® + ab + b?)
seké sarakeoperaatioita. Vertaa vastauksesi kotitehtéviin 2, ja paétele ettd sarakkeet
ovat riippumatomia. Pystytko arvaamaarﬂ yleistdmisen joillekin n x n-matriisille?
Téllaiset matriisit kutsutaan Vandermonde-matriisiksi.

Harjoitustehtédvin 5 ratkaisu. Maéritetddn aluksi

1 1 1 1
a b ¢ d
P(x) = det a2 b2 2
a® b E &P

P(x):n on oltava jokin kolmannen asteen polynomi, jonka muuttujia ovat a, b, ¢ ja
d. 4x4-matriisin determinantin méa#rittdminen téssé tapauksessa késin on tyolasté,
joten jaetaan sen laskeminen kahteen osaan. Kotitehtédvén 2 tapaan (Vandermonde-
matriisin) determinantti voidaan voidaan jakaa ainakin tekijoihin (a-b)(a-c)(a-d).
Alkuperéisessd matriisissa jokaisen muuttujan asteluku oli 3, jolloin myos deter-
minantti sisdltdd jokaisen muuttujan kolmannen asteen termejé. Néin ollen koko
determinantti on muotoa A(a-b)(a-c)(a-d), jossa A on jokin muuttujista b, ¢ ja d
riippuva polynomi.

A:n madrittdmiseksi muodostetaan uusi matriisi, joka ei enédé sisdallda muuttujasta a
riippuvia termejad. TaAmé& uusi matriisi on muotoa:

1 1 1
A=det| b ¢ d
2 2 &2

(4x4-matriisin ensimméinen sarake siséltid muuttujan a termejé, joten se on elimi-
noitu. Alin rivi on eliminoitu siksi, ettd A(a-b)(a-c)(a-d) siséltéd jo kerran muuttu-
jat b, ¢ ja d, joten kertomalla n#itd muuttujien kolmansien asteiden termeill4, olisi

LTaj pystytko jopa todistamaan tdmén? Tadmé on aika vaativa tehtava.
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P(x) jo neljinnen asteen polynomi, miki ei ole mahdollista.) Téstéd 3x3-matriisista
seuraa, etti A = (b — ¢)(b — d)(c — d) (vrt. kotiethtidvin 2 ratkaisuun).

Niin ollen koko matriisin determinantti on (b - ¢)(b - d)(c - d)(a - b)(a - ¢)(a - d).
Kotitehtdvin 2 vastauksessa perusteltiin, ettd matriisin determinantin ollessa #0,
sen vektorit ovat lineaarisesti riippumattomat. Vandermonde-matriisin determinan-
tista huomataan, ettd kahden tai useamman luvun ollessa samat on determinantti
ainoastaan silloin 0.
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