LASKUHARJOITUS VIIKKO 6, MATRIISILASKENTA

KOTITEHTAVAT

Kotitehtévit tulee olla tehtyné ja ratkaisut kirjoitettuna viikon jalkimméisessa
laskuharjoituksessa, missd ne kdydadn ldpi ja pisteytetddn. Tehtévistd saa ja kan-
nattaa keskustella muiden opiskelijoiden kanssa, mutta jokainen kirjoittaa omat
vastauksensa.

Tehtiva 1. Olkoon

0 1 1
A= 1 0 1
2 -1 0

Laske A0,

Tehtdvi 1 ratkaisu. Etsitddn matriisin A ominaisarvohajotelma siten, ettd

A=PDpP!
PP l=1

Etsitdén ensin matriisin A ominaisarvot yhtdlosta:

det(A—AI)=0
-\ 1 1
1 =X 1 |=0
2 -1 =X
Saadaan:
1-v5 14++56
{)\1>>\27)\3} = {_17 9 ) 2 }

Ja niitd vastaavat ominaivektorit:

-2 1-+5 1++5
{or,v0,08} =< | =1 |, |1=V5]|,[1+V5
3 2 2

Niistd saamme:
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A 0 0 -1 0 0
D=0 x 0 |=] 0 55 o0
0 0 X3 0 0 5

-2 1-v5 1+5
P:(v1 Vo 1)3): -1 1—\/5 1+\/5
3 2 2

P:n kadanteismatriisin voi selvittiad esimerkiksi Gaussin eliminaatiolla:

-1 1 0
pl_ VE4+3  —15-7v5 V545
= 1 20 20
3-v5  7V6-15 5—v5
1 20 20
Nyt siis:
A=pPppP™!
-2 1—-v5 1++5 -1 Of 0 \;1 1\[ \[0
1-v5 543 —15-7v5 545
A= -1 1-vV5 145 0 3 10\F 34\; 7\/g01r r2?+ﬁ
3 2 2 0 0 1S 5 0 20
Tamén avulla saamme laskettua A100
AIOO — PDIOOP—I
-2 1-v5 145 -1 ﬁmo 0 f_l ! N fo
100 _ 1-5 5+3 —15-7V5 545
AT = —31 1 —2\/5 1"‘2\/5 0 P) 1+\/05100 3,4\/5 ls  5ovE
0 0 === 1 20 20

Tehtiva 2. Olkoon ¢ : R3 — R? 45° rotaatio vastap#ividn z-akselin ympéri.
Laske ¢:n matriisiesitys kannassa

1 1 1

o),{1],11

0 0 1
1 1 1
Tehtiva 2 ratkaisu. Merkitéiin kantaa K’ = 0),11]),(1
0 0 1

Aloitetaan etsimilld ¢:td vastaava matriisiesitys normaalissa kannassa.
0 radiaanin rotaatio z-akselin suhteen vastapéividn avaruudessa R3 on seuraa-
vanlainen:

cosf@ —sinf O
sinf cosf O
0 0 1

Eli ¢:tad vastaa normaalissa kannassa seuraava matriisi:
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™ ia T 1 _ 1 O

cosy —sing 0 2 V2
R= sinf cos} 0 = 7 0
0 0 1 0 0 1

Seuraavaksi etsitddn matriisi, joka kuvaa kannan vaihtoa normaalista kannasta
kantaan K':

1 1 1
K= 011
0 0 1
ja sen kadnteismatriisi K !, joka taas kuvaa vaihtoa kannasta K’ normaaliin
kantaan.
1 -1 0
K'=(0 1 -1
0 0 1

Ryg = K'RK
1 1
1 -1 0 s w0 111
Re=[0 1 -1 % 5 O 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 =2 -2
— 1 _
0 0 1

Tehtava 3. Etsi matriisi A, jolla on ominaisarvot 1 ja —1, ja vastaavat ominais-

L (1Y . (3
vektorit (2) ja (1)

Tehtiavi 3 ratkaisu. Muodostetaan annetuilla tiedoilla matriisin A ominaisarvo-
hajotelma:

v=(o 4)

Matriisin P ké#nteismatriisin P~1 voi etsid esimerkiksi Gaussin eliminaatiolla.
Siis:

b

1
7N
no —
_ W
~_
7 N
o
|

— (an]
~_ |
7N
(S]] |

=
| [SA{[eN]
o=
~~

Il
7 N
[
ot~
GBS SN
~~



4 LASKUHARJOITUS VIIKKO 6, MATRIISILASKENTA

Tehtiava 4. Laske alakolmiomatriisi L sekd® yldkolmiomatriisi U, siten etté

1 21 0 1 2
-1 2 3 -1 0 4
2 10 0 [T|o -3
0 0 1 1 0 0

1

2

S =N

1

Seuraavaksi etsitaan alakolmiomatriisi L =

LU =
1 0 0 O
lor 1 0 0
l31 Iz 1 0
lag lp Uz 1
1 2
lor 2l +4

31 2131 +4l3
lar 2041 +4l4o
Téstéd saadaan yhtéloryhmé:
loy = -1
ly1=0
—lz—5=0
2041 +4li2 =0
lyg +4lgp +ls3 =1

Eli siis:
1 0
-1 1
L= 3
2 -3
0 0

oo o

l31+4l32+1
lyg + 4lyo + las

——_ 0 O

1
-1

2
0

SO =N

1

2
2
1
0
—

1
4
1
0
—

log +4

|
IN[JCI Y

N

0

1
lo1
I31
Iy

S o o+

0
1

OO =N

l32

l42

—lg2 — ¢

0
-1

1
4
1
1
0
0
1

l3

O~ NN

3

_ o W =

—lip — 2y + %

oo o

S O =N

= {l21, 131,132, la1, a2, L4z} = {—1,

O = =

N

1
0
0
0
siten, etta:
0
-1
0
1

2,—,0,0,1}

OO =N

e



LASKUHARJOITUS VIIKKO 6, MATRIISILASKENTA 5

HARJOITUSTEHTAVAT

Tehtdva 1. Jos (3 x 3) yldkolmiomatriisilla on ldvistdjdalkiot 1,2,3, niin se on
varmuudella diagonalisotava. Miksi?

Harjoitustehtva 1 ratkaisu. Kaikki reaaliset n x n yli- ja alakolmiomatriisit
ovat diagonalisoituvia, jos niiden diagonaalilla on n kappaletta eri reaalilukuja tai
jos ne kaikki ovat yhté suuria, kun tdmé matriisi itse on diagonaalimatriisi.
Eli jos 3 x 3 ylédkolmiomatriisilla on ldvistdjdalkiot 1, 2, 3, niin se on diagonali-
soituva.
Tehtéva 2. Diagonalisoi matriisi
1 1 1
A= 1 1 1
1 1 1

Harjoitustehtéivid 2 ratkaisu. Etsimélld matriisin A ominaisarvot ja niité vas-
taavat ominaisvektorit, saamme ominaisarvohajotelman:

111 -1 -1 1 000 —%%—%
A=[1 11 ]=( 1 0 1 000 —§—§§
1 1
111 0 1 1 00 3 A S
2 -2 1
Tehtdva 3. Diagonalisoi matriisi [ -1 3 -1
2 -4 3

Harjoitustehtivin 3 ratkaisu. Etsimélla annetun matriisin ominaisarvot ja niita
vastaavat ominaisvektorit, saamme ominaisarvohajotelman:

2 -2 1 2 -1 1 100 z % é
-1 3 -1 |=[1 0 -1 010 -2 2 g
2 -4 3 0 1 2 006 ;i -2 3

Tehtava 4. Mitkid seuraavista matriiseista ovat diagonalisoituvat?

2)
Gy

b)

Harjoitustehtéivin 4 ratkaisu. b) ja d)
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=00 3)
()

ominaisarvot ja ominaisvektorit. Mikd on nédiden vélinen suhde? Miksi?

Tehtiava 5. Etsi matriisien

ja

Harjoitustehtédvin 5 ratkaisu. Matriisin A ominaisarvot:

{A1, A2} = {4, -4}
Ja niitd vastaavat ominaisvektorit:

e ={(2)-(2)

Matriisin A’ ominaisarvot:

{A21, A2} = {2,10}
Ja niitd vastaavat ominaisvektorit:

vt ={(5).(3)}

Huomaamme, ettd néillad kahdella matriisilla on samat ominaivektorit. Tésté
seuraa, ettd namé kaksi matriisia kommutoivat keskensiin eli AA’ = A’ A.
TEHTAVA 6

Laske alakolmiomatriisi L, ldvistdjamatriisi D, seké yldkolmiomatriisi U, siten
ettd kaikki lavistajdalkiot matriiseissa L ja U ovat ykkoset, ja

1 2 3 4
1 01 0
LDU = 2 01 2
-1 1 0 2

Harjoitustehtivin 6 ratkaisu.

1 0 00
1 1 00
L=12 2 10
-1 -3 0 1
1 0 0 0
0 -2 0 0
D=1 -10
0 0 0

OO O

O~ = W
|

OMI\DVB

w

-
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TEHTAVA 7
Méaritellddn lukujono a,, seuraavasti: ag =0, a; =0, as = 1, ja
p+1 = 2y + ap—1 — 2ap_9 kun n > 2.
Lukujonon ensimmaéiset termit ovat siis
0,0,1,2,5,10,21,...

an
Merkitdan v, = | an_1 | € R3, kokonaisluvuille n > 2.
Ap—2
a) Etsi matriisi A, jolle pitee v,+1 = Av,, kaikille n > 2.
b) Diagonalisoi tdmé matriisi A.
c¢) Etsi “suljettu kaava” (ilman rekursiota) luvulle a,,.

Harjoitustehtiivin 7 ratkaisu. a)

Tehtava 8. Laske matriisin

singulaariarvohajotelma.

Harjoitustehtivin 8 ratkaisu.
14\ _ (8 28 (VEs o) (4 -4
2 8 2v6 5 0 0)\4d7 Vit

Tehtava 9. Laske matriisin

singulaariarvohajotelma.

Harjoitustehtédvin 9 ratkaisu.

110y _ (¥ -2\ (V3 0 0
01 1 2 2 ) o 10
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Tehtiava 10. Laske matriisin

singulaariarvohajotelma.

Harjoitustehtivin 10 ratkaisu.

CoatD-G o &Y

= ol
= ofsufe ol

“Iorts = g

e, = IS
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