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J1

TEHTAVA V1 Laske sen kappaleen tilavuus, jota rajoittavat xy-tason
ylapuolella pinnat

z=x’—y? 2P +y*=1, 2=0.
Ratkaisu: 7.
RATKAISU Kappaletta rajaa siis yldpuolelta hyperbolinen paraboloidi
z = x? — y? ja alapuolelta zy-taso 2 = 0. Lisédksi se on rajattu lierion
z? + y? = 1 sisdpuolelle. Nama4 ehdot toteuttava joukko on

A={(z,y,2) |0<2< 2> —*,0< 2* +y* < 1}.
Vaihdetaan taas sylinterikoordinaatteihin
T =rcosy, y=rsinp jaz=z.
Talloin paraboloidi madrad muuttujan z integroimisrajoiksi
0 < z<z?—y*=1r*cos’p —sin’ ) = r*(1 — 2sin’ p),

mutta toisaalta tastd myos havaitaan, etta

=yt 20 =z >yl

= |cosp| > |sinyp| = T < ta137r <57T
Pl = |59 1 S¥PS L S¥=S7

Lisdksi sylinteripinta antaa rajat radiaaliselle komponentille:

nggxz—y2 =

0<z?+y?<1 = 0<r?’<l.

Symmetrian nojalla riittaa laskea tilavuus, kun kiertokulma 0 < ¢ <
7 /4. Talloin tulos on neljasosa koko kappaleen tilavuudesta. Saadaan

siten
w/4 pl  pr?(1-2sin? )
/1dV=4/ / / rdzdrdy
/4
—4/ / (1 — 2sin® @) drdy

71'/4 1
/ 4(1—2sm @) dp

/4 /4
/ (1 — 2sin®p) d<p=/ (1 — (1 — cos2¢p)) dp
0 0

1 T 1

7r/41
cochpdw / —sin2p = —sin — = —.
0o 2 2 2 2

|
c\



TEHTAVA J2 Laske muotoa z = ascost, y = bssint (a ja b vakioita)
olevaa muunnosta kiyttden tasointegraali

2 2
/1n(1+‘%+%> da, A={(z,y)|2>0, y>0, 92%+4y> < 36}.
A

Ratkaisu: 37(In2 — ).

TEHTAVA J2 Valitsemalla muunnoksessa a = 2 ja b = 3 saadaan
x = 2scost jay = 3ssint.

Tutkitaan sitten kuinka integroimisrajat taytyy nyt valita. Tason en-
simmaisessd neljadnneksessa x > 0,y > 0 tulee kiertokulma rajoittaa
valille 0 < 7 < 7/2. Lisdksi

922 + 49* = 9 -4s*cos®t + 4 - 9s*sin’t = 36s° < 36 = s < 1.
Liséksi jacobiaaniksi saadaan

A(z,y)

2cost —2ssint
3sint 3scost

‘,I;S :I/‘t
ys yt

d(s,t)

= 6scos’t — (—6ssin’t) = 6s(cos’t + sin®t) = 6s.

Voidaan nyt laskea integraali:

22 g ©/2 pl
/ In (1 + — + da = / / In (1 + s? cos® t + s*sin” t)(6s) dsdt
A 4 9 0 0

1
=37r/ In(1 + s*)sds | sij. u =1+ s
0
2
=37r/ lnud—u
1 2
2
_ 5T u(lnu — 1)
1
37
=7(21n2—1—(ln1—1))
=37rln2—1.
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