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Loppuviikko
TEHTÄVÄ J1 Käyrät y = xk ja x = yk (k > 0, k 6= 1) rajoittavat
tasoalueen ensimmäisessä neljänneksessä. Laske tämän keskiö. Miten
keskiö käyttäytyy, kun k ! 1?
Ratkaisu: X = Y = (k+1)2

(2k+1)(k+2) ; (X,Y ) ! (1/2, 1/2) kun k ! 1.

RATKAISU J1 Ratkaistaan aluksi integroimisrajat jotka saadaan kah-
den käyrän leikkauspisteistä:

xk = x
1
k ) log(xk) = log(x

1
k ) () k ln(x) =

1

k
ln(x) () (k2 � 1) ln(x) = 0

Koska k 6= 1 ^ k > 0, ylläolevan yhtälön toteuttaa vain x = 1. Alaraja
saadaan alkuperäisen yhtälön toisena ratkaisuna: x = 0. Välillä x 2
[0, 1] xk  x

1
k , jolloin integroimisjoukoksi saadaan

D = {(x, y) 2 R2 | 0  x  1, xk  y  x
1
k }.

Lasketaan aluksi joukon pinta-ala:

A =

ZZ

D

dA =

1Z

0

x
1
kZ

xk

dydx =

1Z

0

x
1
k � xk dx = (

1
1
k + 1

x
1
k+1 � 1

k + 1
xk+1)

��1
0

=
1

1
k + 1

� 1

1 + k
=

k � 1
k

( 1k + 1)(k + 1)
=

(k � 1)(1 + 1
k )

( 1k + 1)(k + 1)
=

k � 1

k + 1
.

Keskiö voidaan laskea integroimalla sitä vastaava muuttuja joukon yli
ja jakamalla se joukkoa vastaavalla koolla (tässä tapauksessa pinta-
alalla):

x =
1

A

ZZ

D

x dA



ZZ

D

x dA =

1Z

0

x
1
kZ

xk

x dydx =

1Z

0

x
1
k+1 � xk+1 = (

1
1
k + 2

x
1
k+2 � 1

k + 2
xk+2)

��1
0

=
1

1
k + 2

� 1

k + 2
=

k � 1
k

( 1k + 2)(k + 2)
=

(k � 1)(1 + 1
k )

(2 + 1
k )(2 + k)

) x =
1

A

ZZ

D

x dA =
(k + 1)(1 + 1

k )

(2 + 1
k )(2 + k)

(k + 1)(1 +
1

k
) = k + 2 +

1

k
=

k2 + 2k + 1

k
=

(k + 1)2

k

(2 +
1

k
)(2 + k) = 5 + 2k +

2

k
=

5k + 2k2 + 2

k
=

(k + 2)(2k + 1)

k

) x =
(k + 1)2

k

k

(k + 2)(2k + 1)
=

(k + 1)2

(k + 2)(2k + 1)
.

y =
1

A

ZZ

D

y dA

ZZ

D

y dA =

1Z

0

x
1
kZ

xk

y dydx =
1

2

1Z

0

(y2)
��x

1
k

xk =
1

2

1Z

0

x
2
k � x2k dx

=
1

2
(

1

1 + 2
k

x
2
k+1 � 1

1 + 2k
x2k+1)

��1
0
=

1

2
(

1

1 + 2
k

� 1

1 + 2k
)

=
1

2
(

2k � 2
k

(1 + 2
k )(1 + 2k)

) =
(k � 1)(1 + 1

k )

(1 + 2
k )(1 + 2k))

) y =
1

A

ZZ

D

y dA =
(k + 1)(1 + 1

k )

(1 + 2
k )(1 + 2k)

(1 +
2

k
)(1 + 2k) = 5 + 2k +

2

k
=

(k + 2)(2k + 1)

k

) y =
(k + 1)2

k

k

(k + 2)(2k + 1)
=

(k + 1)2

(k + 2)(2k + 1)
.

Keskiö on siis

(x, y) = (
(k + 1)2

(k + 2)(2k + 1)
,

(k + 1)2

(k + 2)(2k + 1)
).



Tarkastellaan keskiön käyttäytymistä, kun k ! 1:

lim
k!1

x = lim
k!1

y = lim
k!1

k2 + 2k + 1

2k2 + 5k + 1
= lim

k!1

2k + 2

4k + 5
= lim

k!1

2

4
=

1

2
.

Lauseke on muotoa 1
1 , joten voitiin käyttää l’Hôpitalin sääntöä1 kah-

desti. Siis

lim
k!1

(x, y) = (
1

2
,
1

2
).
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Kuva 6: Käyrien kuvaajia eri k:n arvoilla

TEHTÄVÄ J2 Ympyräalueen neljännekselle { (x, y) | x � 0, y � 0, x2 +
y2  R } on levitetty massa, jonka pintatiheys on ⇢(x, y) = x. Etsi mas-
sakeskipiste.
Ratkaisu: ( 3⇡16R, 3

8R).

1limx!1
f(x)
g(x) = limx!1

f 0(x)
g0(x) , jos limx!1 g(x) = limx!1 f(x) = 0 tai ±1, g0(x) 6=

0 8x 2 ]0,1[ ja limx!1
f 0(x)
g0(x) on olemassa.



RATKAISU J2 Lasketaan aluksi joukon D = {(x, y) 2 R2 | x � 0, y �
0, x2 + y2  R2} massa. Siirrytään napakoordinaatistoon:

(
x = r cos(✓)

y = r sin(✓),

jossa 0  r  R ja 0  ✓  ⇡
2 . Kyseisen muunnoksen Jacobin determi-

nantti on
@(x, y)

@(r, ✓)
= r.

Joukon massa saadaan integroimalla pintatiheyttä ⇢(x, y) = x = r cos(✓)
koko joukon yli:

m =

ZZ

D

⇢(x, y) dA =

⇡
2Z

0

RZ

0

r cos(✓)r drd✓ = (sin(✓))
��⇡2
0
(
r3

3
)
��R
0

= (1� 0)(
R3

3
) =

R3

3
.

Massakeskipiste saadaan integroimalla tarkasteltavaa muuttujaa ja
pintatiheyttä joukon yli ja jakamalla tämä joukon massalla2:

x =
1

m

ZZ

D

x⇢(x, y) dA

ZZ

D

x⇢(x, y) dA =

⇡
2Z

0

RZ

0

r2 cos2(✓)r drd✓ =

⇡
2Z

0

cos2(✓) d✓(
r4

4
)
��R
0
=

R4

4

⇡
2Z

0

cos2(✓) d✓

⇡
2Z

0

cos2(✓) d✓ =

⇡
2Z

0

sin2(✓) d✓ )

⇡
2Z

0

cos2(✓) + sin2(✓) d✓ =

⇡
2Z

0

d✓ =
⇡

2
= 2

⇡
2Z

0

cos2(✓) d✓

)

⇡
2Z

0

cos2(✓) d✓ =
⇡

4
) x =

1

m

ZZ

D

x⇢(x, y) dA =
3

R3

⇡

4

R4

4
=

3⇡

16
R

2Integraalin voi myös laskea käyttämällä trigonometristä identiteettiä cos2(✓) =
1
2 (1 + cos(2✓))



y =
1

m

ZZ

D

y⇢(x, y) dA3

ZZ

D

y⇢(x, y) dA =

⇡
2Z

0

RZ

0

r2 sin(✓) cos(✓)r drd✓ =

⇡
2Z

0

sin(✓) cos(✓) d✓(
r4

4
)
��R
0

=
R4

4

⇡
2Z

0

sin(✓) cos(✓) d✓

⇡
2Z

0

sin(✓) cos(✓) d✓ = (� cos2(✓)
��⇡2
0
�

⇡
2Z

0

� cos(✓)(� sin(✓)) d✓

)

⇡
2Z

0

sin(✓) cos(✓) d✓ =
1

2
(�0 + 1) =

1

2

) y =
3

R3

R4

4

1

2
=

3

8
R

Massakeskipiste on siis

(x, y) = (
3⇡

16
R,

3

8
R).

3Integraalin voi myös laskea käyttämällä trigonometristä identiteettiä
cos(✓) sin(✓) = 1

2 sin(2✓)



Kuva 7: Tarkasteltava joukko D ja sen päälle kuvattu pintatiheys ⇢

TEHTÄVÄ J3 Olkoon k > 0. Määritä tasoalueen

G = { (x, y) | x4 < y <
kx2 + 1

k + 1
}

keskiö ja tutki, millä parametrin k arvoilla se ei kuulu alueeseen G.
Ratkaisu: (0, k2+5k+10

3(k+1)(k+6) ); (X,Y ) /2 G, kun k � 2.

RATKAISU J3 Ratkaistaan aluksi muuttujan x rajat jotka ovat pisteitä
joissa joukon G käyrät leikkaavat toisensa:



x4 =
kx2 + 1

k + 1
() x4(k + 1) () x4(k + 1)� kx2 � 1 = 0

u = x2 ) u2(k + 1)� ku� 1 = 0 () u =
k ±

p
k2 + 4k + 4

2(k + 1)

=
k ±

p
(k + 2)2

2(k + 1)
=

k ± (k + 2)

2(k + 1)
=

(
2k+2
2(k+1) = 1
�2

2(k+1) = � 1
k+1

x = ±
r

� 1

k + 1
/2 R _ x = ±1

Integroimisjoukoksi saadaan siis

G = {(x, y) 2 R2 | � 1  x  1, x4  y  kx2 + 1

k + 1
}.

Lasketaan joukon G pinta-ala:

A =

ZZ

G

dA =

1Z

�1

kx2+1
k+1Z

x4

dydx =

Z 1

�1

kx2 + 1

k + 1
� x4 dx = (

k
3x

3 + x

k + 1
� 1

5
x5)

��1
�1

=
2
3k + 2

k + 1
� 2

5
=

10
3 k + 10� 2k � 2

5(k + 1)
=

4
3k + 8

5(k + 1)
=

4k + 24

15(k + 1)
=

4(k + 6)

15(k + 1)

Lasketaan keskiö:

x =
1

A

ZZ

G

x dA

y =
1

A

ZZ

G

y dA

ZZ

G

x dA =

1Z

�1

kx2+1
k+1Z

x4

x dydx =

1Z

�1

kx3 + x

k + 1
� x5 dx = (

k x4

4 + x2

2

k + 1
� x6

6
)
��1
�1

= 0

) x = 0



ZZ

G

y dA =

1Z

�1

kx2+1
k+1Z

x4

y dydx =
1

2

1Z

�1

(
kx2 + 1

k + 1
)2 � x8 dx

=
1

2

1Z

�1

1

(k + 1)2
(k22x4 + 2kx2 + 1)� x8 dx

=
1

2
(

1

(k + 1)2
(
k2x5

5
+

2kx3

3
+ x)� x9

9
)
��1
�1

=
1

(k + 1)2
(
k2

5
+

2k

3
+ 1)� 1

9

=
3k2 + 10k + 15

15(k + 1)2
� 5(k + 1)2

45(k + 1)2

=
4k2 + 20k + 40

45(k + 1)2

) y =
15(k + 1)

4(k + 6)

4(k2 + 5k + 10)

45(k + 1)2

=
k2 + 5k + 10

3(k + 1)(k + 6)

Keskiö on siis
(x, y) = (0,

k2 + 5k + 10

3(k + 1)(k + 6)
).

Keskiö ei kuulu joukkoon G kun

k2 + 5k + 10

3(k + 1)(k + 6)
� 1

k + 1
() (k + 1)(k2 + 5k + 10) � 3(k + 1)(k + 6)

() k3 + 3k2 � 6k � 8 � 0 () (�4  k  �1) _ k � 2
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Kuva 8: Käyrien kuvaajia ja keskiön y-koordinaattia vastaava suora
eri k:n arvoilla

TEHTÄVÄ J4 Pyramidissa, jota reunustavat tasot x = 0, y = 0, z = 0,
x + y + z = a, on massatiheys ⇢(x, y, z) = z. Laske massakeskipiste.
Oletetaan a > 0.
Ratkaisu: (a/5, a/5, 2a/5).

RATKAISU J4
Lasketaan pyramidin massa:



m =

ZZZ

D

⇢(x, y, z) dA =

aZ

0

a�zZ

0

a�z�yZ

0

z dxdydz =

aZ

0

a�zZ

0

z(a� z � y) dydz

=

aZ

0

z(a(a� z)� z(a� z)� 1

2
(a� z)2) dz

=

aZ

0

z(
a2

2
� az +

1

2
z2) dz

= (
1

4
a2z2 � 1

3
az3 +

1

8
z4)

��a
0
=

a4

24

Ratkaistaan kappaleen massakeskipiste:

ZZZ

D

y⇢(x, y, z) dA =

aZ

0

a�zZ

0

a�z�yZ

0

yz dxdydz =

aZ

0

a�zZ

0

yz(a� z � y) dydz

=

aZ

0

(
1

2
y2za� 1

2
y2z2 � 1

3
y3z)

��a�z

0
dz

=

aZ

0

1

2
(a� z)2za� 1

2
(a� z)2z2 � 1

3
(a� z)3z dz

=
a5

24
� a5

60
� a5

60
=

a5

120

) y =
1

m

ZZZ

D

y⇢(x, y, z) dA =
24

a4
a5

120
=

a

5

Symmetrian nojalla x = y.



ZZZ

D

z⇢(x, y, z) dA =

aZ

0

a�zZ

0

z2(a� z � y) dydz =

aZ

0

(z2(ay � zy � 1

2
y2))

��a�z

0

=

aZ

0

z2(a(a� z)� z(a� z)� 1

2
(a� z)2) dz

=

aZ

0

z2(
1

2
a2 � az +

1

2
z2) =

a5

6
� a5

4
+

a5

10
=

a5

160

) z =
1

m

ZZZ

D

z⇢(x, y, z) dA =
24

a4
a5

60
=

2a

5

Kappaleen massakeskipiste on siis

(x, y, z) = (
a

5
,
a

5
,
2a

5
)



Haaste
Etsi R-säteisen ympyräkuvion hitausmomentti keskipisteen suhteen.
RATKAISU Käytetään tässäkin napakoordinaatteja (r, θ), jolloin jokai-
sen pisteen etäisyys ympyräkuvion keskipisteestä on r. Olkoot ympy-
räkuvion massatiheys ρ(r, θ) ja levyn paksuus t. Tällöin massan tiheys-
jakaumaksi saadaan dm = ρ dV = ρ tr drdθ ja hitausmomentti on

J =

∫
A

r2 dm =

∫ 2π

0

∫ R

0

r3ρ(r, θ)t drdθ.

Jos massatiheys oletetaan lisäksi vakioksi ρ(rθ) = λ, saadaan tästä
edelleen

J = λt

∫ 2π

0

∫ R

0

r3 drdθ = 2πλt

/R

0

r4

4
=
πλtR4

2
.

Toisaalta kappaleen massa on m = ρ V = λ tπR2 ⇒ λ tπ = m/R2, joten
hitausmomentti voidaan vielä kirjoittaa muotoon

J =
mR2

2
.


