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Loppuviikko

TEHTAVA J1 Kéayriat y = 2F jaz = * (k > 0, k # 1) rajoittavat
tasoalueen ensimmaéiisessi neljdnneksessi. Laske tamén keskio. Miten
keskio kayttaytyy, kun £ — oo?

Ratkaisu: X =Y = % (X,Y) = (1/2,1/2) kun k — co.

RATKAISU J1 Ratkaistaan aluksi integroimisrajat jotka saadaan kah-
den kayran leikkauspisteista:

1 In(z) <= (k* - 1)In(z) =0

o =gt = = log(z") = log(z+) <= kln(z) = ’

Koska k #1 A k > 0, yllaolevan yhtélon toteuttaa vain x = 1. Alaraja
saadaan allliuperéisen yhtalon toisena ratkaisuna: x = 0. Valilla z €
[0,1] 2% < 2%, jolloin integroimisjoukoksi saadaan

D={(z,y) eR*|0<z<1,a2"<y<ar}

Lasketaan aluksi joukon pinta-ala:

1 1
dA = //dydx—/xk — 2" dr = ( 1——:10’““)‘
// % k+1 0

1 k—< _(k—l)(1+k)_lc—1
E+1 14k (l D(k+1) (GF+1)k+1) k+1

R‘\H

Keskio voidaan laskea integroimalla sita vastaava muuttuja joukon yli
ja jakamalla se joukkoa vastaavalla koolla (tassd tapauksessa pinta-

alalla):
= — / / z dA
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1 x 1

//di://xdydx:/xiH—ka:( ! x%+2—ka+2)l

D 0 gk 0
1 1 k-1 (k—1)(1+7)

12 k+2 (F42k+2) Q+LH2+k)
_ 1 _ R+ DA+
“Z//IdA_(z+@@+k)

D

x|
+
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o
+
[\

I|=

S

=

1 1 K+2k+1  (k+1)?
D1+ =)= 24+ — = =
(k+1)( +k) k+ +o k ’

2 bk+2k°+2 (k+2)(2k+1)

(2+%)(2+k):5+2k+gz k .
:>__(k+1)2 k o (k+1)?
TR kv 2@k+1) k+2)(2k+ 1)

D
1
1 zk 1 1
1 oyjek _ 1 2 2k
y dA = ydydxzi (y)‘x =5 [tz dx
D 0 gk 0 0
S s S [ YO S,
2142 1+ 2k 0 2M1 42 142k
_1( Qk—% - (k—l)(1+%)
2 (14 3)(142k)" (L4 2)(1+2k))

_|_
1 (k+1(1+1)
R /ydA: TS

(1+%)(1+2k):5+2k+%:(k+2)](€2k+1)

j__(k;+1)2 k (k1)

YT G+ 2)@k+1)  (R+2)(2k+ 1)
Keski6 on siis

7.9) = ( (k+ 1) (k+ 1) )

(k+2)2k+1)" (k+2)(2k+1)



Tarkastellaan keskion kayttaytymista, kun £ — oo:

b7 e L7 g FF2RAL 22 2
hobo | ksoe”  kooo 2K2 + 5k + 1 koo dk £ 5 kosed 2

Lauseke on muotoa °2, joten voitiin kayttaa I'Hopitalin saantoal kah-
desti. Siis

lim (z, ) = (%, %).

k—o0

/
/
/
/
/
e /
[ E— = o - - //
(@) k=05 () k = 10
‘ |
|
(c) k = 100 (d) k = 10 000

Kuva 6: Kayrien kuvaajia eri k:n arvoilla

TEHTAVA J2 Ympyridalueen neljannekselle { (z,y) |z >0, y >0, 2+
y> < R} on levitetty massa, jonka pintatiheys on p(x,y) = z. Etsi mas-
sakeskipiste.

Ratkaisu: (3R, 3R).

f@) _ f(=z)
g(x) — g’ (x)

0 Vx € 10, 00[ ja limy— o0 583 on olemassa.

Nim, oo limg oo ,Jos limy o0 g(2) = lim,_yoo f(x) = 0 tai +oo, ¢'(x) #




RATKAISU J2 Lasketaan aluksi joukon D = {(z,y) € R?* | z > 0,y >
0,22 + y* < R?} massa. Siirrytdidn napakoordinaatistoon:

x = rcos(0)
y = rsin(6),
jossa0 <r < Rja0 <6 < 7. Kyseisen muunnoksen Jacobin determi-
nantti on
O(z,y) _
o(r,0)

Joukon massa saadaan integroimalla pintatiheytta p(z,y) = x = r cos(0)
koko joukon yli:

m://p(:v,y) dA://chos rdrdez(sm(e))\g(?)f

— (-0 ="

[VE]

Massakeskipiste saadaan integroimalla tarkasteltavaa muuttujaa ja
pintatiheyttd joukon yli ja jakamalla tidméi joukon massalla?:

‘—%//wp(fv,y) dA

R
/ r? cos? O)r drdf =
0

\wm

//:Ep$y ) dA =

D

/ cos?
0

4 R4
cos?(0) df(— |0 = —/0082(9) df

\w\ﬁ
O\w\:

sin®(0) db = /cos + sin?(0) df = /d& = g = 2/0052(9) db
0 0

2
0y do =" 7= - _B3mR _3r
:>/cos(9)d9—4 T = //:pry 714 16R
0

Integraalin voi myos laskea kiyttimilla trigonometristd identiteettia cos?(0) =
1(1 + cos(26))




1
Y= —//yp(:c,y) dA?
m
D

s

/ / yp(z,y) dA = / /R r2 sin(0) cos(0)r drdf = / sin(6) cos(6) d@(%)\f

D 0

™

. 2
= RZ sin(#) cos(6) do

0

\m\:\

0

sin(f) cos(#) df = (— (;052(9)’g — / —cos(0)(—sin()) do

0
g
. 1 1
= /sm(H) cos(#) do = 5(—0 +1) = 5
0
_ 3 RY1 3
TV gl
Massakeskipiste on siis
37 _ 3
7,7y) = (—=R,=R).
@.5) = ([R5 R)

3Integraalin voi my6s laskea kiyttdmilld trigonometristd identiteettis

cos(f) sin(f) = 5 sin(26)
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Kuva 7: Tarkasteltava joukko D ja sen paille kuvattu pintatiheys p

TEHTAVA J3 Olkoon k& > 0. Maarita tasoalueen

kx? +1
k+1

G={(x,y) 2" <y< }
keskio ja tutki, milla parametrin & arvoilla se ei kuulu alueeseen G.

Ratkaisu: (0, ;52410 (X,Y) ¢ G, kun & > 2.

RATKAISU J3 Ratkaistaan aluksi muuttujan = rajat jotka ovat pisteita
joissa joukon G kayrat leikkaavat toisensa:



4ikx2+1
o k+1

u=2"=utk+1)—ku—-1=0 <= u=

— ' (k+1) <= 2'(k+1)—ka*—-1=0

E+ VE2+4k+4

2(k+1)
:k:I:\/(k:+2)2:k:i(k—l—Q):{f(’,jﬁ):l
2(k + 1) 2(k + 1) o = —E
1
=4/——— ¢R =41
T k—|—1¢ Voz
Integroimisjoukoksi saadaan siis
kx? 4+ 1
G={(r,y) eR?| —1<z<1,2*<y< Z—:_l }.
Lasketaan joukon G pinta-ala:
|
Va2 41 Exdtax 1 1
A: dA: dd == — 4d = 3 — 5
// // v /_1 A e
G -1 g4
h+2 2 Rk+10-2k-2  3k+8  4k+24  4(k+06)
k+1 5 5(k+1) C5(k+1)  15(k+1)  15(k+1)
Lasketaan keskio:
1
G
7= 1// 1A
G
= 1
ka3 + x a2 g6 1
dA: dd = s = 4 2 _ =
//x //xyx /k+1 g G~ =0
G 1 gt -1
=7=0



kx?+1
k+1 1

1
1 [ k> +1,
//ydA—//ydydx—g/(k_i_l)—m dx
“1

G x? -1

1
1 1
= 5/ = 1)2(k;22x4 +2k2® +1) — 2% dx
5

1 1 k2 2ka® x?

TSI w A R
1 K 2%k ]
“grets T g

_ 3k*+10k+15  5(k+1)?

15k +1)2  45(k+1)2

 AK? + 20k + 40

~ 45(k+1)2

15(k + 1) 4(k* + 5k + 10)

4(k+6)  45(k + 1)
k2 + 5k + 10

~ 3(k+1)(k+6)

=7 =

Keski6 on siis
k? + 5k + 10

ED =03 Dkt e)

Keskio ei kuulu joukkoon G kun

B 4+5k+10 1
3k+1)(k+6) — k+1
= P +3k°-6k—8>0 < (—4<k<-1)V k>2

< (k+1)(k* + 5k + 10) > 3(k + 1)(k + 6)
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Kuva 8: Kayrien kuvaajia ja keskion y-koordinaattia vastaava suora
eri k:n arvoilla

TEHTAVA J4 Pyramidissa, jota reunustavat tasot + =0,y =0, z = 0,
r +y + z = a, on massatiheys p(x,y,z) = z. Laske massakeskipiste.
Oletetaan a > 0.

Ratkaisu: (a/5,a/5,2a/5).

RATKAISU J4
Lasketaan pyramidin massa:



a a—za—z—Yy

/ /zdwdydz://za—z— dydz
0 0

1

o= [[[rreria= |
:a 2a(a—2) — 2(a — 2) — =(a — 2)%) dz
2
/

D

Loo, L 3 1,
:(Zaz—gaz +§z)‘0:24

Ratkaistaan kappaleen massakeskipiste:

a a—za—z—Yy

///yp(x,y,z)dA:// /yzdxdydz://yza—z— dydz
D 00 0 0

alz Loo 13 ja—z
:/(§yza_§yz__yz)0 dz

@I
3
Q
\
N
7:
%3 .—n
:Q 8
||
W
ol e
o
o]

Symmetrian nojalla 7 = 7.






Haaste

Etsi R-sateisen ympyrakuvion hitausmomentti keskipisteen suhteen.
RATKAISU Kéiytetadn tassdkin napakoordinaatteja (r, 6), jolloin jokai-
sen pisteen etdisyys ympyrikuvion keskipisteestd on r. Olkoot ympy-
rakuvion massatiheys p(r, 0) ja levyn paksuus ¢. Talloin massan tiheys-
jakaumaksi saadaan dm = pdV = ptrdrdf ja hitausmomentti on

2 R
J:/r2 dm:/ / 3 p(r, 0)t drdo.
A o Jo

Jos massatiheys oletetaan lisdksi vakioksi p(rf) = )\, saadaan tasta

edelleen , o n
T 4 )\t R4
J:M/‘/iﬁwa%Mt r_ T
0 0 0 4 2

Toisaalta kappaleen massaon m = pV = MtnR?> = \tm = m/R?, joten
hitausmomentti voidaan viela kirjoittaa muotoon

mR?
/= 2




