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Joukko ja sen alkiot

Joukko voidaan madritelld luettelemalla sen alkiot tai kertomalla sddnto, jonka avulla voidaan
paatellld, kuuluuko valittu alkio joukkoon vai ei. Matematiikassa joukko mairitelld4n usein
antamalla ehto, jonka joukon alkioiden on toteutettava. Jos alkio x kuuluu joukkoon 4, niin
merkitsemme x € 4. Vastaavasti, jos x ei kuulu joukkoon A4, niin merkitsemme x& 4. Jos A on
niiden perusjoukon S alkioiden x joukko, jotka toteuttavat ehdon P(x) eli joille lause P(x) on tosi,

niin merkitsemme
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A={xES| P(x)}.

Jos joukko A on &ddrellinen ja sen alkiot ovat aj, ay, ... , a,, niin merkitsemme 4 = {a;, az, ... , a,}.

Osajoukko ja tyhji joukko

Jos jokainen joukon A alkio on myds joukon B alkio, on joukko 4 joukon B osajoukko ja
merkitsemme A4 C B . Joukko on tyhjd, jos siind ei ole yhtddn alkiota. Merkitsemme tyhjii joukkoa
symbolilla &J. Tyhja joukko on kaikkien joukkojen osajoukko.

Joukkojen perusoperaatiot

Olkoot 4 ja B perusjoukon S osajoukkoja. Joukkojen 4 ja B yhdiste AUB on niiden perusjoukon
alkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon A4 tai joukkoon B (tai molempiin):

AUB={x|xEAtaixEB}.

Joukkojen 4 ja B leikkaus ANB on niiden alkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon A4 ja joukkoon
B:

ANB= {xES |xE A ja xEB}.

Jos ANB = J, niin A4 ja B ovat erilliset.

Joukon A komplementti A° on niiden alkioiden joukko, jotka eivit kuulu joukkoon A4:
A= {xES | xGEA}.

Joukkojen 4 ja B erotus A\B on niiden alkioiden joukko, jotka kuuluvat joukkoon A, mutta eivit
kuulu joukkoon B:

A\B = {x |XE A ja xEEB}.

Perusjoukon S osajoukkojen A1,45,... yhdiste on
UA = {x € S |on olemassa i siten, ettd x € Al.}
i=1

ja leikkaus on

ﬁAl. = {xES|x € 4, kaikilla i}.

i=1
Todennakoisyyden kasite

Satunnaisilmion matemaattinen mallintamien

Satunaisilmio voi realisoitua usealla eri tavalla. Satunnaisilmion realisaatio voi olla valitun
havainnoitsijan ndkokulmasta jossain méérin tiedossa, mutta yleensé ilmion realisaatiota ei tdysin
tarkkaan tunneta tai voida ennustaa. Stokastiikka on tieteenala, jossa satunnaisilmifitd mallinnetaan

© Lasse Leskela, Milla Kibble ja llkka Mellin (2015) 2/36
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ja analysoidaan matemaattisin keinoin. Satunnaisilmion matemaattista mallia kutsutaan usein
stokastiseksi malliksi.

Satunnaisilmion stokastinen malli rakentuu seuraaviin késitteisiin:
(1)  Realisaatiot eli otospisteet ovat satunnaisilmion mahdollisia toteumia.
(i) Otosavaruus on kaikkien mahdollisten realisaatioiden joukko.

(ii1) Tapahtumat ovat otosavaruuden osajoukkoja. Tapahtuma 4 sattuu, jos satunnaisilmion
realisaatios € 4.

Realisaatiota s vastaava alkeistapahtuma on yhden alkion joukko {s}.

Stokastiikan ja joukko-opin peruskisitteet vastaavat seuraavalla tavalla toisiaan:

Otosavaruus <> Perusjoukko

Realisaatio <> Perusjoukon alkio

Tapahtuma <> Perusjoukon osajoukko
Todennékoisyys

Todenndkéisyysjakauma eli todenndkéisyysmitta on kuvaus, joka liittdd jokaiseen otosavaruuden
tapahtumaan 4 C S reaaliluvun Pr(A), ja toteuttaa ehdot:

(i) Varman tapahtuman todenndkdisyys on Pr(S) = 1.
(i1) Jokaiselle tapahtumalle pétee 0 < Pr(4) < 1.

(ii1) Mille tahansa dérelliselle tai ddrettomélle jonolle 41,4>,... toisensa poissulkevia
tapahtumia (eli 4; N 4;= O kun i #)) pitee

Pr(o A)= i Pr(A4.).

Symmetrinen todennikoisyys ja diskreetti tasajakauma

Jos adrellisen otosavaruuden S = {sy, 52, ... , 5,} kaikki realisaatiot ovat symmetrisid eli yhta
todennékoisid, niin tapahtuman 4 C S todennikoisyys saadaan kaavasta

A
Pr(A) = n(4) ,
n(S)
missd
n(A) = tapahtumaan 4 siséltyvien realisaatioiden lukuméaara
ja

n(S) = kaikkien mahdollisten realisaatioiden lukumaéra.

Y114 miiritelty todenndkdisyysmitta 4 — n(A4)/n(S) on ddrellisen joukon S tasajakauma.
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Todennakoisyyslaskennan peruslaskusaannot
Tapahtumien yhdisteleminen
Stokastiikan ja joukko-opin perusoperaatiot vastaavat seuraavalla tavalla toisiaan:
"A ei satu"
<> Joukon A komplementti A
"4 tai B sattuu"
<> Joukkojen 4 ja B yhdiste AUB
"4 ja B sattuvat"
<> Joukkojen 4 ja B leikkaus ANB
"4 sattuu mutta B ei"

<> Joukkojen 4 ja B erotus A\B

Vastakohdan todenniikoisyys

Tapahtuman A vastakohdan

A= {xES | xGEA}
todennékoisyys on

Pr(A°) = 1 — Pr(A).

Yleinen yhteenlaskusianto
Yleisen yhteenlaskusédédnnon mukaan

Pr(AUB) = Pr(A4) + Pr(B) — Pr(4NB).
Toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusiinto

Tapahtumat A4 ja B poissulkevat toisensa, jos ne eivit voi sattua samanaikaisesti, eli ANB = J. Siten
toisensa poissulkevat tapahtumat ovat joukkoina erilliset. Jos tapahtumat 4 ja B ovat toisensa
poissulkevia, niin patee foisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusddnto

Pr(AUB) = Pr(4) + Pr(B).

Tapahtumat A1, A, ... poissulkevat toisensa, jos vain yksi niistd voi sattua. Talloin 4,NA4; = J aina
kun i = j. Talloin pétee toisensa poissulkevien tapahtumien yhteenlaskusddnto

Pr(41UAU - UAp) = Pr(4;) + Pr(4s) + -+ + Pr(4y).

Ehdollinen todennékoisyys
Tapahtuman 4 ehdollinen todenndikéisyys tapahtuman B sattuessa méadritelldan kaavalla

Pr(4|B) = %, kun Pr(B) > 0,
T
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missd Pr(4AMNB) on todennékdisyys, ettd 4 ja B sattuvat. Kun Pr(B)=0, jitetdan Pr(4|B)
médrittelematta.

Yleinen tuloséinto
Yleisen tuloscdiinnon mukaan
Pr(ANB) = Pr(A4|B)Pr(B).
Monen tapahtuman yleisen tulosdannon mukaan
Pr(4,NA4,N---NA)
= Pr(4,) x Pr(4,|4) x Pr(4,|4, N A,) x---x Pr(4, |4, N 4,N---N 4, )

Tilastollinen riippumattomuus ja riippumattomien tapahtumien tulosiinto
Tapahtumat A ja B ovat tilastollisesti riippumattomat, jos
Pr(AN B) =Pr(A)Pr(B).
pitee. Yo. riippumattomien tapahtumien tulosdintd on yhtipitdavé sen kanssa, etti
Pr(A4|B) =Pr(A4).

Tarkastellaan tapahtumia A4, Ay, ... , Ax . Jos tapahtumat A, A», ... , Ax ovat rilppumattomat, niin
patee riippumattomien tapahtumien tulosddnnon yleistys

Pr(4, N A, N---NA)=Pr(A4)Pr(A4,)Pr(4,) --Pr(4,).
Satunnaisotanta ja tulosiinto

Yksinkertaisessa satunnaisotannassa aarellisestd perusjoukosta S poimitaan umpiméhkéén alkioita
jérjestettyyn listaan tai jarjestiméttomain osajoukkoon yksi kerrallaan. Poiminnan tulosta kutsutaan
otokseksi ja arvonnassa kiytettyd menetelmii otantamenetelmdksi.

(1)  Jos otanta tehddan palauttamatta, eli poimittua alkiota ei palauteta takaisin
perusjoukkoon, ovat yksittiisten poimintojen tulokset keskenién tilastollisesti riippuvia, ja
poimintatodenndkdisyyksid madrittdessd on sovellettava yleisti tulosddntoa.

(i1) Jos otanta tehdddn palauttaen, eli poimittu alkio palautetaan aina takaisin
perusjoukkoon, ovat yksittiisten poimintojen tulokset toisistaan riippumattomia, ja
poimintatodenndkdisyyksid madrittiessd voidaan soveltaa riippumattomien
tapahtumien tulosdantoa.

Kombinatoriikkaa

Satunnaisilmion realisaatioiden lukuméérien laskeminen on usein vaikea tehtdvé ja apuna tarvitaan
kombinatoriikaksi kutsuttua matematiikan osa-aluetta. Tdssa esitettdvat kombinatoriikan kaavat
voidaan johtaa kéyttden kahta perusperiaatetta, kertolaskuperiaatetta ja yhteenlaskuperiaatetta.

Kertolaskuperiaate
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Oletetaan, ettd operaatio M voidaan suorittaa m eri tavalla ja operaatio N voidaan suorittaa
n eri tavalla. Oletetaan lisdksi, ettid operaatiot M ja N voidaan suorittaa toisistaan riippumatta.
Talloin yhdistetty operaatio

”Suoritetaan operaatio M ja operaatio N”’
voidaan suorittaa mxn eri tavalla.
Yhteenlaskuperiaate

Oletetaan, ettd operaatio M voidaan suorittaa m eri tavalla ja operaatio N voidaan suorittaa
n eri tavalla. Oletetaan lisdksi, ettid operaatiot M ja N ovat toisensa poissulkevia. Talloin
vhdistetty operaatio

”Suoritetaan operaatio M tai operaatio N”’

voidaan suorittaa (m + n) eri tavalla.

Jirjestettyjen listojen lukumaéiri

Joukosta §, jossa on n alkiota, voidaan poimia (palauttamatta) & alkiota jdrjestettyyn listaan

n!

(n-k)!

=nx(n-1)x---x(n-k+1)

tavalla. Ndin muodostettuja listoja kutsutaan joukon S k-permutaatioiksi.

Joukon, jossa on n alkiota, kaikki alkiot voidaan jérjestid listaan n! = nx(n—1)x -+ x2x1 tavalla.

Tietyn kokoisten osajoukkojen lukumiira

Joukosta §, jossa on n alkiota, voidaan valita k:n alkion (jarjestimiton) osajoukko binomikertoimen

ny  nl
(k)'kxn-kﬁ

ilmaisemalla maarilla tapoja. Talld tavoin muodostettuja osajoukkoja kutsutaan yleisesti joukon S
k-kombinaatioiksi.

Kaikkien osajoukkojen lukumaéiira

Joukon S, joka siséltdd n alkiota, kaikkien (jarjestiméattomien) osajoukkojen lukuméaaré on 2"
Binomikaavan

(x+y)" = E(Z)X”'kyk

avulla tdma lukumaira voidaan esittdd muodossa

-
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Ositusten lukumaéaira

Joukko S, joka sisdltdd n alkiota, ositetaan erillisiin osajoukkoihin A,,...,4; niin, etti joukossa 4; on
n; alkiota, missé positiiviset kokonaisluvut »; toteuttavat ehdon

n+ny+ - tng=n.
Kuinka monella eri tavalla tdllainen ositus voidaan tehdd? Vastauksen antaa multinomikerroin
n _ n!
non,-n - nl!nz!--~nk!'

Huomaa, ettd jos k = 2, saadaan binomikerroin

ot \n) \n )
non,| nln! \n) \n,

missd n; + ny = n.

Kokonaistodennakoisyyden ja Bayesin kaavat

Ositus
Joukot By, B, ... , B, muodostavat joukon S osituksen, jos ne ovat toisensa poisulkevat ja niiden
yhdiste on S, eli pitee

(1) BNB. =J,i=],

(i1) S=BUB,U---UB .

Kokonaistodennikoisyyden kaava

Oletetaan, ettd joukot By, B, ... , B, muodostavat otosavaruuden S osituksen. T4lldin pétee
kokonaistodenndkoisyyden kaava

Pr(A) = i Pr(B,)Pr(A4|B,).

i=1
Bayesin kaava

Oletetaan, ettd joukot By, B, ... , B, muodostavat otosavaruuden S osituksen. Téll6in patee Bayesin
kaava

Pr(B,)Pr(A4|B,)

Y Pr(B)Pr(4|B)

Pr(B, | A) = i=12,..,n.
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Esimerkki 1.1.

Symmetristd noppaa heitettiessi jokaisella silmadluvulla on sama todennékoisyys. Jos
symmetristd noppaa heitetddn kaksi kertaa, kaikkien mahdollisten realisaatioiden muodostama
otosavaruus on

S:{(X:YHXZ 1323 3343 5369_)}: 19 29 3949 59 6}9

missd x on ensimmadisen heiton ja y toisen heiton tulos.

Otosavaruutta S voidaan kuvata seuraavalla taulukolla:

® ) 1. heiton tulos x
1 2 3 4 5 6

1 (LD |G| @& (5,1)](6,1)

2 (1,2) [ (2,2) [ (3,2) | (4,2) | (5,2) | (6,2)

2. heiton 3 (1,3 [ (2,3) [ (3,3) | (4,3) | (5,3) | (6,3)
tulos y 4 (1,124 |3G4 | (44|54 (6,4
5 (1,5 12,5 (3,5 4,5 |(55)](6,5)

6 (1,6) | (2,6) | (3,6) | (4,6) | (5,6) | (6,6)

Oletetaan, ettd 1. heiton tulos ei vaikuta sithen, mité tulee tulokseksi 2. heitosta. Talloin
voimme olettaa, etti jokaisella silmilukuparilla (x, y) on sama todennidkdisyys realisoitua.

Maiiritellddn tapahtumat
A={(x,y)ES[y=3},
B={(x,)) ES|x=5},
C={(x,y)ES|x+y=6},
D={kx»€S|x-y=3},
E={(x,y)ES|y—x=3}.

Merkitse otosavaruutta S kuvaavaan taulukkoon seuraavat tapahtumat:

(a) A,B,C,D,E.
(b) A U C = Tapahtumien 4 ja C yhdiste.
(c) B N E = Tapahtumien B ja E leikkaus.

Esimerkki 1.1. — Mita opimme?

Esimerkissd 1.1. tarkastellaan tapahtumien mddrittelemistd ja havainnollistamista seka
joukko-opin perusoperaatioita yhdiste ja leikkaus.

Esimerkki 1.1. — Ratkaisu:

Esimerkin 1.1. tapahtumat on varjostettu otosavaruutta S kuvaaviin taulukoihin alla.
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(a) A={xy) eS|y=3}

x, )

1. heiton tulos x

1

2 3 4 5

(LD

2, |G, |@&D |60

(6,1)

(1,2)

2,2)1 3,21 4,2) | (5,2)

(6,2)

2. heiton

(1,3)

23)[3B.3) | 43) (5.3

(6,3)

tulos y

(1,4

24)1G34H) 144|054

(6,4)

(1,5)

(2,5) (3,5 | 4,5)](5,5)

(6,5)

(1,6)

(2,6) [ (3,6) | (4,6) | (5,6)

(6,6)

B={(x,») €S

1
2
3
4
5
6
|x =

5}

x, )

1. heiton tulos x

1

2 3 4 5

(LD

2, |G, | @&D |61

(6,1)

(1,2)

2,2)1 (3,2) 1 4,2) | (5,2)

(6,2)

2. heiton

(1,3)

(2,3) [ (3,3) | 4,3) | (5,3)

(6,3)

tulos y

(1,4)

24 1G34H) 144|654

(6,4)

Dl Bl WlIN]—

(1,5)

(2,5) [ (3,5 | 4,5) | (5,5)

(6,5)

6

(1,6)

(2,6) [ (3,6) | (4,6) | (5,6)

(6,6)

C= {1 ES|x+y=6)

)

1. heiton tulos x

1

2 3 4 5

(LD

2, |G, @&D |61

(6,1)

(1,2)

2,2)1 (3,21 4.2) | (5,2)

(6,2)

2. heiton

(1,3)

(2,3) [ (3,3) | 4,3) ] (5,3)

(6,3)

tulos y

(1,4)

24) 13444654

(6,4)

|l Bl WlIN]—

(1,5)

(2,5) (3,5 | 4,5)](5,5)

(6,5)

6

(1,6)

(2,6) [ (3,6) | (4,6) | (5,6)

(6,6)

D={(x,y) ES|x-y=3}

)

1. heiton tulos x

1

2 3 4 5

(LD

2, |G, |&D |50

(6,1)

(1,2)

2,2)1 (3,2) 1 4,2) | (5,2)

(6,2)

2. heiton

(1,3)

(2,3) [ (3,3) | 4,3) | (5,3)

(6,3)

tulos y

(1,4

24)1GB4H 144|654

(6,4)

(1,5)

(2,5) 13,5 | 4.5)](5,5)

(6,5)

ANl n|l Bl WI N —

(1,6)

(2,6) [ (3,6) | (4,6) | (5,6)

(6,6)
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E={(ry)ES|y—x=3)

1. heiton tulos x
1 2 3 4 5 6

(LD 2D[GD] @D [G,1)]6,1)
(1,2) 1 (2,2) [ (3,2) | 4,2) | (5,2) | (6,2)
(1,3) [ (2,3) [ (3,3) | (4,3) | (5,3) | (6,3)
(14124 (B4 |44 |54 64
(1,5) [ 2.5 | 3,5 | (4,5 | (5,5 | (6,5)
(1,6) [ (2,6) [ (3.6) | (4,6) | (5,6) | (6,6)

x, )

2. heiton
tulos y

AN DN B WD

(b) AU C={(x,y) ES|(x,y) EA tai (x,y) E C}

1. heiton tulos x
1 2 3 4 5 6

(LD ]2, [@GD ] @1 [G,1D)]6,1)
(1,2) 1 (2,2) [ (3,2) | 4.2) | (5,2) | (6,2)
(1,3) [ (2,3) [ 3,3) | (4,3) | (5,3) | (6,3)
14124 (34| 44|54 64
(1,5 [ 2,5 [ 3.5 |45 | (55| (6,5)
(1,6) [ (2,6) | (3,6) | (4,6) | (5,6) | (6,6)

x, )

2. heiton
tulos y

AN DN B W N~

(©) BNE={(x,y)ES|(x,») EBja(x,y) EE}=Q

1. heiton tulos x
1 2 3 4 5 6
(LD [GDH]@ED|[G,1)](6,1)
(1,2) 1 (2,2) [ (3,2) | (4,2) | (5,2) | (6,2)
(1,3) 1 (2,3) [ (3,3) | 4,3) | (5,3) | (6,3)
14124 [GCH| @D |54)] (64
(1,5 12,5 [ 3.5 ]&5 5,5 ] (6,5
(1,6) | (2,6) [ (3,6) | (4,6) | (5,6) | (6,6)

)

2. heiton
tulos y

AN DN B W|IN|—

Esimerkki 1.2.

Esimerkki 1.2. on jatkoa esimerkille 1.1. Merkitse otosavaruutta S kuvaavaan taulukkoon
seuraavat tapahtumat:

(a) D¢ = Tapahtuman D komplementti.
(b) B\ C = Tapahtumien B ja C erotus.
(c) C\ B = Tapahtumien C ja B erotus.

© Lasse Leskela, Milla Kibble ja llkka Mellin (2015) 10/36



Todennakoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi

Esimerkkikokoelma 1

Esimerkki 1.2. — Mita opimme?

Esimerkki 1.2. on jatkoa esimerkille 1.1. ja siind tarkastellaan tapahtumien mddrittelemistd ja
havainnollistamista seké joukko-opin perusoperaatioita komplementti ja erotus.

Esimerkki 1.2. — Ratkaisu:

Esimerkissd 1.2. mééritellyt joukot on merkitty alla varjostettuina otosavaruutta S kuvaaviin

taulukoihin.

(a) D ={(x,») €S| (x,y) € D}

x, )

1. heiton tulos x

1

2 3 4 5

(LD

2,11 3,1 | 4,1)](5,1)

(6,1)

(1,2)

2,2) 1 3,2) | (4,2) | (5,2)

(6,2)

2. heiton

(1,3)

23)[3.3) | 43) (5.3

(6,3)

tulos y

(14

2413444 ]G4

(6.4)

(1,5

2,535 |45 (5.5

(6,5)

ANl DN B W] —

(1,6)

(2,6) [ (3,6) | (4,6) | (5,6)

(6,6)

(b) B\C ={(x,») €S| (x,y) EBja(x,y) & C}

)

1. heiton tulos x

1

2 3 4 5

(1,1

2D G,DH|@&D |6

(6,1)

(1,2)

2,2)1 3,2) 1 4,2) | (5,2)

(6,2)

2. heiton

(1,3)

(2,3) [ (3,3) | 4,3) | (5,3)

(6,3)

tulos y

(1,4

241G34H) 144|654

(6,4)

(1,5)

(2,5) [ (3,5 | 4,5) | (5,5)

(6,5)

ANl n|l Bl WIN]—

(1,6)

(2,6) [ (3,6) | (4,6) | (5,6)

(6,6)

(©) C\B ={(x,») €S| (x,y) € Cja(x,y) & B}

)

1. heiton tulos x

2 3 4 5

(LD

2, G,DH|@&D |60

(6,1)

(1,2)

2,2)1 (3,21 4.2) | (5,2)

(6,2)

2. heiton

(1,3)

(2,3) [ (3,3) | 4,3)](5,3)

(6,3)

tulos y

(1,4)

24) 134 |44 ]54

(6,4)

(1,5)

(2,5) (3,5 | 4,5)](5,5)

(6,5)

ANl Dn| | WIN]|—

(1,6)

(2,6) [ (3,6) | (4,6) | (5,6)

(6,6)
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Esimerkki 1.3.

Esimerkki 1.3. on jatkoa esimerkille 1.1. Méérad todennikoisyydet esimerkin 1.1. kohdissa
(a) — (c) madritellyille tapahtumille.

Esimerkki 1.3. — Mita opimme?
Esimerkki 1.3. on jatkoa esimerkille 1.1. ja siiné tarkastellaan todenndkoisyyslaskennan ja

Jjoukko-opin peruskdsiteiden ja -operaatioiden vastaavuutta seki symmetrisen
todenndkoisyyden kisitetta.

Esimerkki 1.3. — Ratkaisu:

Jos symmetristd noppaa heitetdén yhden kerran, jokaisella silméluvulla on sama
todenndkoisyys realisoitua. Jos siis x on nopanheiton tulos, niin symmetrisen nopan
tapauksessa

Pr({x})=1/6, x=1,2,3,4,5,6.

Jos symmetristd noppaa heitetiddn kaksi kertaa, on jarkevéa ajatella, ettd jokaisella silma-
lukujen parilla (x,y), missé

x = tulos 1. nopan heitosta
y = tulos 2. nopan heitosta

on sama todennikoisyys realisoitua. TAma johtuu siitd, etti 1. heiton tulos ei vaikuta 2. heiton
tulokseen. Siten voimme pitdé silméilukujen pareja (x, y) ovat symmetrisind, jolloin

Pr({(x, ) =1/36, x=1,2,3,4,56; y=1,2,3,4,5,6.

Symmetrian perusteella tapahtuman M todennikoisyys Pr(M) saadaan diskreetisté
tasajakaumasta

n(M)

Pr(M) = (S

missi
n(M) = tapahtumaan M sisiltyvien realisaatioiden lukumé&éra,
n(S) = kaikkien mahdollisten realisaatioiden lukumaara.

Esimerkin 1.1. otosavaruus on
S={(,»)|x=1,2,3,4,5,6jay=1,2,3,4,5, 6},

missd x = 1. heiton tulos ja y = 2. heiton tulos.

Otosavaruudessa S on 36 alkiota, joten

n(S) = 36.

(a) Koska n(4) = 6, niin
Pr(4) = n(4)/n(S) = 6/36 = 1/6.
Koska n(B) = 12, niin
Pr(B) = n(B)/n(S) = 12/36 = 1/3.
Koska n(C) = 5, niin
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Pr(C) = n(C)/n(S) = 5/36.
Koska n(D) = 3, niin

Pr(D) = n(D)/n(S) = 3/36 = 1/12.
Koska n(E) = 6, niin

Pr(E) = n(E)/n(S) = 6/36 = 1/6.

(b) Koska n(4UC) = 10, niin
Pr(4UC) = n(4AUC)/n(S) = 10/36 = 5/18.
Sama tulos saadaan johdettua myds yleisen yhteenlaskusddnnon
Pr(AUC) = Pr(4) + Pr(C) - Pr(ANC).

avulla: Kohdan (a) mukaan

Pr(4) = 6/36.

Pr(C) = 5/36.
ja koska

ANC = {(3,3)},

niin
Pr(4NC) = 1/36.
Siten

Pr(AUC) = Pr(4) + Pr(C) - Pr(ANC) = 6/36 + 5/36 — 1/36 = 10/36.

(c) Koska BN E =, niin
Pr(B N E) = 0.

Esimerkki 1.4.

Esimerkki 1.4. on jatkoa esimerkille 1.2. Méérad todennikoisyydet esimerkin 1.2. kohdissa
(a) — (c) madritellyille tapahtumille.

Esimerkki 1.4. — Mita opimme?

Esimerkki 1.4. on jatkoa esimerkille 1.2. ja siind tarkastellaan todenndkoisyyslaskennan ja
Jjoukko-opin peruskdsiteiden ja -operaatioiden vastaavuutta seki symmetrisen
todenndkoisyyden kisitettd; ks. myos esimerkkia 1.3.

Esimerkki 1.4. — Ratkaisu:

Symmetrian perusteella tapahtuman M todenndkdisyys Pr(M) saadaan diskreetisti
tasajakaumasta
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n(M)
n(S)

Pr(M) =

missi
n(M) = tapahtumaan M sisiltyvien realisaatioiden lukumé&éra,
n(S) = kaikkien mahdollisten realisaatioiden lukumaara.
Esimerkin 1.1. otosavaruus on
S={(,»)|x=1,2,3,4,5,6 jay=1,2,3,4,5,6}
jossa x = 1. heiton tulos ja y = 2. heiton tulos.

Otosavaruudessa S on 36 alkiota, joten

n(S) = 36.

(a) Koska n(D) = 33, niin
Pr(D°) = n(D°)/n(S) = 33/36 = 11/12
Sama tulos saadaan johdettua myo6s vastakohdan todenndkoisyyden kaavan
Pr(D) =1 -Pr(D)
avulla: Koska
Pr(D)=3/36 =1/12
niin

Pr(D)=1-Pr(D)=1-1/12=11/12

(b) Koskan(B\C)=11,niin
Pr(B\ C)=11/36

(¢) Koskan(C\ B)=4,niin
Pr(C\B)=4/36=1/9

Esimerkki 1.5.
Esimerkki 1.5. on jatkoa esimerkille 1.1. Tarkastellaan 1. ja 2. nopanheiton silmalukujen
erotusta
Z=x-y

missd x = 1. heiton tulos ja y = 2. heiton tulos. Médritelldén lisdksi tapahtumat
A = {1. nopalla saadaan 5},
B = {2. nopalla saadaan 5},
C = {Erotus on 4}.

(a) Maiiraa silmélukujen erotuksen z = x — y otosavaruus.

(b) Maiiraa ehdollinen todenndkdisyys
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Pr(4 | B)

ja vertaa sitd tapahtuman 4 todennékoisyyteen. Ovatko tapahtumat 4 ja B
riippumattomat?

(c) Maiiréaa ehdollinen todenndkdisyys
Pr(C|4)

ja vertaa sitd tapahtuman C todenndkdisyyteen. Ovatko tapahtumat C ja 4
riippumattomat?

(d) Maiiraa ehdollinen todenndkdisyys
Pr(C|B)

ja vertaa sitd tapahtuman C todenndkdisyyteen. Ovatko tapahtumat C ja B
riippumattomat?

Esimerkki 1.5. — Mita opimme?

Esimerkki 1.5. on jatkoa esimerkille 1.1. ja siiné tarkastellaan ehdollisen todenndikéisyyden ja
tilastollisen riippumattomuuden kasitteita.

Esimerkki 1.5. — Ratkaisu:

1. nopanheiton tulokseen x liittyva otosavaruus: {1, 2, 3,4, 5, 6}

2. nopanheiton tulokseen y liittyvi otosavaruus: {1, 2, 3,4, 5, 6}
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Muodostetaan silmilukujen x ja y mahdollisia erotuksia z = x — y kuvaava aputaulukko:

Z=x—y 1. heiton tulos x
1 2 3 4 5 6
1 0 2 4 5
2 -1 0 1 2 3 4
2. heiton 3 -2 -1 0 1 2 3
tulos y 4 3| 2]-11]0 1 2
5 —4 -3 -2 -1 0 1
6 -5 —4 -3 -2 -1 0

(a) Aputaulukosta ndhdéén, ettd kahden nopanheiton silmilukujen erotuksen
z=x-y
otosavaruus on
{-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}.

Symmetrian perusteella (ks. esimerkki 1.3.) aputaulukosta
saadaan erotuksille z = x — y seuraavat todennédkoisyydet:

z -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Pr | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36

1/36

(b) Jos kiytimme apuna esimerkin 1.1. otosavaruutta
S: {(X:J/) |x: 19 2: 3: 4: 5: 6Ja)/: 17 23 33 43 53 6}

kuvaavaa taulukkoa

1. heiton tulos x
1 2 3 4 5 6

(LD @2D[GD] @D [6G,1)]6,1)
(1,2) 1 (2,2) [ (3,2) | 4,2) | (5,2) | (6,2)
(1,3) [ (2,3) [ (3,3) | (4,3) | (5,3) | (6,3)
14124 (G634 |44 |64 64
(1,5 [ (2,5 | (3,5 | (4,5) | (5,5) | (6,5)
(1,6) [ (2,6) | (3,6) | (4,6) | (5,6) | (6,6)

)

2. heiton
tulos y

ANl n| Bl W] —

niin diskreetin tasajakauman avulla on helppo néhda, ettd
Pr(4) = Pr({1. nopalla saadaan 5}) = 6/36 = 1/6
Pr(B) = Pr({2. nopalla saadaan 5}) = 6/36 = 1/6
Koska

ANB = {1. nopalla saadaan 5 ja 2. nopalla saadaan 5}
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niin diskreetin tasajakauman mddritelmdn nojalla
Pr(4NB) = 1/36.

Siten ehdollisen todenndkéisyyden mddritelmdn perusteella ndhdadn, ettd
Pr(4|B) = Pr(ANB)/Pr(B) = (1/36)/(1/6) = 1/6

Koska
Pr(A4|B) = Pr(4) = 1/6

tapahtumat 4 ja B ovat riippumattomia.

Tehtdvin voi ratkaista myos kayttdmalld apuna ennen (a)-kohdan ratkaisua esitettya
aputaulukkoa rajoittumalla tarkastelemaan niité soluja, joissa 2. nopalla saadaan 5.

Nidité soluja on 6 ja tismaélleen yksi niistd vastaa sitd, ettd 1. nopalla on saatu 5. Siten
suoraan diskreetin tasajakauman mééritelméastd ndhdién, etta

Pr(4|B) = 1/6.

Huomautus:

(©)

Vaikka tehtidva voidaan ratkaista kiyttdmalld yo. aputaulukkoa, on syytd oppia
kayttdmadn ehdollisen todennidkdisyyden kaavaa. Realisaatioiden taulukointi ja
niiden lukuméirien laskeminen on hankalaa, jos otosavaruus on iso, ja se on jopa
mahdotonta, kun otosavaruus on ddreton.

Kohdassa (c) kysytddn ehdollista todenndkoisyyttd tapahtumalle
C={(.»)ES|z=x—y=4},

kun tapahtuma
A=1{x=5}

on sattunut.

Kohdan (b) otosavaruutta S kuvaavasta taulukosta on helppo nihdi seuraavaa: Jos 4 on
sattunut, jiljelld on 6 vaihtoehtoa, joista erotus z = x — y voi saada arvon 4 vain yhdella
tavalla, jos y saanut arvon 1. Siten

Pr(Cl|A) = 1/6.

Sama tulos saadaan myds ehdollisen todenndkéisyyden mddritelmdn perusteella:
Pr(C|A) = Pr(CNA)/Pr(4) = (1/36)/(1/6) = 1/6.

Koska
Pr(C) = 2/36 = Pr(C|4),

tapahtumat C ja 4 eivdt ole riippumattomia.

© Lasse Leskela, Milla Kibble ja llkka Mellin (2015) 17/36



Todennakoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi Esimerkkikokoelma 1

(d) Kohdassa (d) kysytdan ehdollista todenndikoisyyttd tapahtumalle
C={(x.»ES|z=x-y=4},
kun tapahtuma
B={y=4}
on sattunut.

Kohdan (b) otosavaruutta S kuvaavasta taulukosta on helppo nihdi seuraavaa: Jos B on
sattunut, erotus z = x — y ei voi saada arvoa 4. Siten

Pr(C|B) = 0.
Sama tulos saadaan myds ehdollisen todenndkéisyyden mddritelmdn perusteella:

Pr(C|B) = Pr(CNB)/Pr(B) = (0/36)/(1/6) = 0/6 = 0.

Esimerkki 1.6.
Olkoot Pr(4) = 0.2 ja Pr(B) = 0.6. Maaraa tapahtuman AUB todenndkdisyys, kun
(a) Pr(4NB)=0.1.
(b) A ja B ovat toisensa poissulkevia.

Esimerkki 1.6. — Mita opimme?

Esimerkissd 1.6. tarkastellaan yleistd yhteenlaskusddntéd ja poissulkevien tapahtumien
vhteenlaskusddantod.

Esimerkki 1.6. — Ratkaisu:
Yleisen yhteenlaskusdédnnon mukaan aina pétee

Pr(AUB) = Pr(A4) + Pr(B) — Pr(4NB).

(a) Tieddmme, ettd Pr(4) = 0.2 ja Pr(B) = 0.6. Niin ollen
Pr(4UB) = Pr(4) + Pr(B) - Pr(ANB)=0.2+ 0.6 - 0.1 =0.7.

(b) Tieddmme, ettd Pr(4) = 0.2 ja Pr(B) = 0.6. Koska mahdottoman tapahtuman
todennékoisyys on nolla, havaitaan ettd

Pr(4NB) = Pr(J) = 0.
Nain siis

Pr(AUB) = Pr(4) + Pr(B) - Pr(ANB) = 0.2 + 0.6 — 0 = 0.8.

Esimerkki 1.7.

Olkoot Pr(4) = 0.2 ja Pr(B) = 0.6 kuten esimerkissi 1.6. Miirda tapahtuman AUB
todenndkoisyys, kun

(a) A ja B ovat riippumattomia.
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(b) Pr(4 | B)=0.1.
Esimerkki 1.7. — Mita opimme?

Esimerkissd 1.7. tarkastellaan yleistd yhteenlaskusddntod, ehdollisen todenndkéoisyyden ja
riippumattomuuden kisitteitd sekd yleistd tulosddntod ja riippumattomien tapahtumien
tulosddntod.

Esimerkki 1.7. — Ratkaisu:
Yleisen yhteenlaskusdédnnon mukaan aina pétee

Pr(AUB) = Pr(4) + Pr(B) - Pr(ANB).

(a) Tieddmme, ettd Pr(4) = 0.2 ja Pr(B) = 0.6. Jos 4 ja B ovat riippumattomia, niin
riippumattomien tapahtumien tulosddnnon mukaan

Pr(4NB) = Pr(4)Pr(B).
Siten
Pr(AUB) =Pr(A4) + Pr(B) — Pr(4NB)
= Pr(A4) + Pr(B) — Pr(4)Pr(B)
=0.2+0.6 - 0.2x0.6 = 0.68.

(b) Tieddmme, ettd Pr(4) = 0.2, Pr(B) = 0.6 ja Pr(4|B) = 0.1. Yleisen tulosdénnon mukaan
aina pitee

Pr(ANB) = Pr(4|B)Pr(B).
Siten
Pr(AUB) = Pr(A4) + Pr(B) - Pr(4NB)
= Pr(A) + Pr(B) — Pr(A4|B)Pr(B)
=0.2+0.6 -0.1x0.6 = 0.74.

Esimerkki 1.8.
Olkoot Pr(4) = 0.5 ja Pr(B) = 0.6. Yritd méératd tapahtuman 4UB todennédkoisyys, kun
(a) Pr(4ANB) = 0.1.
(b) A ja B ovat toisensa poissulkevia.
(©) A ja B ovat riippumattomia.
(d) Pr(4|B) =0.1.

Milloin tdméa on mahdollista?
Esimerkki 1.8. — Mita opimme?

Esimerkissd 1.8. tarkastellaan yleistd yhteenlaskusddntod, toisensa poissulkevuuden ja
riippumattomuuden kisitteiti sekd ehdollisen todenndkdisyyden méaritelmai; ks. myos
esimerkkejd 1.6. ja 1.7.

© Lasse Leskela, Milla Kibble ja llkka Mellin (2015) 19/36



Todennakoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi Esimerkkikokoelma 1

Esimerkki 1.8. — Ratkaisu:
Yleisen yhteenlaskusddnnén mukaan aina pitee

Pr(AUB) = Pr(4) + Pr(B) - Pr(ANB).

(a) Tieddmme, ettd Pr(4) = 0.5 ja Pr(B) = 0.6. Jos Pr(4NB) = 0.1, niin
Pr(4UB) = Pr(4) + Pr(B) - Pr(ANB)=0.5+0.6 - 0.1 = 1.

(b) Tieddmme, ettd Pr(4) = 0.5 ja Pr(B) = 0.6. Jos 4 ja B ovat toisensa poissulkevia, niin
ANB = <. Télldin

Pr(4NB) = Pr(0) =0,
koska mahdottoman tapahtuman todennékoisyys on nolla. Siten
Pr(AUB) = Pr(4) + Pr(B) - Pr(ANB)=0.5+0.6-0=1.1>1,

mik4 on mahdotonta. Annetut tiedot ovat siten ristiriitaisia.

(c) Tieddmme, ettd Pr(4) = 0.5 ja Pr(B) = 0.6. Jos 4 ja B ovat riippumattomia, niin
riippumattomien tapahtuman tulosdénnoén mukaan

Pr(ANB) = Pr(A4)Pr(B).
Siten
Pr(AUB) = Pr(A4) + Pr(B) — Pr(ANB)
= Pr(A4) + Pr(B) — Pr(4)Pr(B)
=0.5+0.6 -0.5%0.6 =0.8.

(d) Tieddmme, ettd Pr(4) = 0.5 ja Pr(B) = 0.6. Yleisen tulosddnndén mukaan
Pr(ANB) = Pr(4|B)Pr(B).
Siten
Pr(AUB) = Pr(4) + Pr(B) - Pr(ANB)
= Pr(A4) + Pr(B) — Pr(A|B)Pr(B)
=0.5+0.6-0.1x0.6=1.04> 1,

miki on mahdotonta. Annetut tiedot ovat siten ristiriitaisia.
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Esimerkki 1.9.

Uurnassa on 8 keltaista ja 4 sinisti palloa.

(a) Poimitaan uurnasta satunnaisesti kolme palloa palauttaen.

Talloin uurnasta nostetaan palloja yksi pallo kerrallaan ja jokainen nostettu pallo
palautetaan ennen seuraavan pallon nostoa takaisin uurnaan. Miki on todennékoisyys,
ettd havaitset kolme sinisti palloa?

(b) Poimitaan uurnasta satunnaisesti kolme palloa palauttamatta.
Talloin nostettuja palloja ei palauteta takaisin uurnaan. Miki on toden-
ndkoisyys, ettd havaitset kolme sinistéd palloa?

(c) Poimitaan uurnasta satunnaisesti kolme palloa palauttamatta. Mika on toden-
nikoisyys, ettd viimeisend poimittu pallo on sininen, jos kaksi edellistd ovat olleet
keltaisia?

Ohje: Sovella (a)-kohdassa riippumattomien tapahtumien tulosddntoa ja (b)-kohdassa yleista
tuloséantoa.

Esimerkki 1.9. — Mita opimme?

Esimerkissd 1.9. havainnollistetaan ehdollisen todenndkoisyyden ja riippumattomuuden
kasitteitd sekd yleisen tulosddnnon ja riippumattomien tapahtumien tulosddnnon soveltamista
satunnaisotantaan.

Yksinkertaisessa satunnaisotannassa palauttaen voi sama objekti voi tulla poimituksi useita
kertoja.

Yksinkertaisessa satunnaisotannassa palauttamatta voi sama objekti voi tulla poimituksi vain
kerran.

Esimerkki 1.9. — Ratkaisu:
Poimitaan kolme palloa uurnasta, jossa on 8 keltaista ja 4 sinisté palloa.
Merkitdan
A; = {i. pallo on sininen},

A = {i. pallo on keltainen}.

(a) Kysytty todennédkoisyys on
PI‘(A] ﬂAzﬂAg)

Koska pallojen poiminta tapahtuu palauttaen, niin tapahtumat 4, A, ja A3 ovat
riippumattomia. Siten riippumattomien tapahtumien tulosddnnon perusteella

Pr(41NA>NA3) = Pr(41)Pr(42)Pr(4s) = (4/12)° = 1/27 = 0.037037,

koska poiminnan jokaisessa vaiheessa uurnassa on 12 palloa, joista 4 on sinista.
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(b) Kysytty todennékoisyys on

(©)

PI‘(A]ﬂAzﬂA:;).

Koska poiminta tapahtuu palauttamatta, niin tapahtumat A, A, ja A3
ovat tilastollisesti riippuvia. Téssd tapauksessa riippumattomien tapahtumien
tulosdintod ei voi kayttéa. Yleisen tulosddnnon perusteella

Pr(41NA4>NA45)
= Pr(41)Pr(A2|A41)Pr(43|41NA4>)
= (4/12)x(3/11)x(2/10) = 1/55 = 0.018182.
Laskutoimituksen perustelu:
(i) Ensimmaisté palloa poimittaessa uurnassa on 12 palloa, joista 4 on sinista.

(i) Jos ensimmdiisend poimittu pallo oli sininen, toista palloa poimittaessa uurnassa
on jiljelld 11 palloa, joista 3 on sinista.

(iii) Jos ensimmdisend ja toisena poimitut pallot olivat sinisid, kolmatta palloa
poimittaessa uurnassa on jéljelld 10 palloa, joista 2 on sinisti.

Kysytty todennékoisyys on
PI‘(A3 | Al"ﬂAz C)

Jos uurnassa on aluksi 8 keltaista ja 4 sinisti palloa, ja 2 keltaisista palloista otetaan
pois, niin jéljelle jad 6 keltaista ja 4 sinisté palloa. Siten todenndkdisyys saada sininen
pallo kolmantena on

PI'(A3 | A]C mAz c) = 4/10 =0.4.

Esimerkki 1.10.

Eréén liikeyrityksen johto on harkinnut sulautumista toiseen yritykseen. Johto on selvittényt
osakkaiden mielipiteet sulautumisesta ja luokitellut osakkaat kolmeen luokkaan omistettujen
osakkeiden lukuméirin ja mielipiteen mukaan. Luokittelun tuloksena saadut frekvenssit on
annettu alla olevassa taulukossa. Mairda todennékoisyydet seuraaville tapahtumille:

(a)
(b)
(©)

(d)

(e)

()

Satunnaisesti valitulla osakkaalla on alle 200 osaketta.
Satunnaisesti valittu osakas on sulautumista vastaan.

Satunnaisesti valitulla osakkaalla on 200 — 1000 osaketta ja hin on sulautumisen
puolesta.

Satunnaisesti valitulla osakkaalla on 200 — 1000 osaketta 7ai hdn on sulautumisen
puolesta.

Satunnaisesti valittu osakas on sulautumista vastaan ehdolla etti hinelld on alle 200
osaketta. Kysymys: Ovatko se, ettd osakkaalla on alle 200 osaketta ja se, ettd osakas on
sulautumista vastaan tapahtumina riippumattomia?

Satunnaisesti valitulla osakkaalla on 200 osaketta tai enemmaén ehdolla ettd hdn on
sulautumisen puolesta.
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Mielipide sulautumisesta
Osakkaat Ei
Puolesta e e Vastaan
mielipidettad

<200 38 9 29
Osakkeiden  1=557505 30 7 42
lukumaara

1000 < 32 4 59

Esimerkki 1.10. — Mita opimme?

Esimerkissd 1.10. havainnollistetaan ehdollisen todenndkéisyyden ja riippumattomuuden
késitteita.

Esimerkki 1.10. — Ratkaisu:

Maiiratadn ensin taulukon solujen rivi- ja sarakesummat sekd kokonaissumma:

Osakkaiden Mielipide sulautumisesta
Fi Yhteensi
lukumaara Puolesta . . Vastaan
mielipidetta
<200 38 9 29 76
Osakkeiden  1=557555 30 7 42 79
lukumaara
1000 < 32 4 59 95
Yhteensi 100 20 130 250

Vastaavat todennidkdisyydet saadaan jakamalla kaikki taulukon luvut osakkaiden
kokonaislukumaérélld 250. Tuloksena saadaan seuraava taulukko:

Osakkaiden Mielipide sulautumisesta
Ei Yhteensd
lukumaara Puolesta . . Vastaan
mielipidettad
<200 0.152 0.036 0.116 0.304
Osakkeiden  1=557505 0.120 0.028 0.168 0316
lukumaara
1000 < 0.128 0.016 0.236 0.380
Yhteensa 0.400 0.080 0.520 1
Esimerkiksi:

Pr(Osakkaalla 200 — 1000 osaketta) = 0.316
Pr(Osakas on sulautumisen puolesta ja osakkaalla on yli 1000 osaketta) = 0.128
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Edelld mairatystd todennédkoisyyksien taulukosta saadaan:

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

()

Pr(Osakkaalla on alle 200 osaketta) = 0.304

Pr(Osakas on sulautumista vastaan) = 0.52

Pr(Osakkaalla on 200 — 1000 osaketta ja osakas on sulautumisen puolesta)
=0.120

Yleisen yhteenlaskusddnnoén nojalla:
Pr(Osakkaalla on 200 — 1000 osaketta fai osakas on sulautumisen puolesta)

= Pr(Osakkaalla on 200 — 1000 osaketta) + Pr(Osakas on sulautumisen puolesta)
— Pr(Osakkaalla on 200 — 1000 osaketta ja osakas on sulautumisen puolesta)

=0.316 + 0.400 - 0.120
=0.596

Kayttamalla ehdollisen todenndkéisyyden mééritelmai saadaan:
Pr(Osakas on sulautumista vastaan ehdolla, etti osakkaalla on alle 200 osaketta)

= Pr(Osakas on sulautumista vastaan ja osakkaalla on alle 200 osaketta)
/Pr(Osakkaalla on alle 200 osaketta)

=0.116/0.304

=0.382.
(b)-kohdan mukaan

Pr(Osakas on sulautumista vastaan) = 0.52.
Koska

Pr(Osakas on sulautumista vastaan ehdolla,
ettd osakkaalla on alle 200 osaketta) = 0.382

= Pr(Osakas on sulautumista vastaan) = 0.52,

tapahtumat ”Osakas on sulautumista vastaan” ja ”Osakkaalla on alle 200 osaketta”
eivdt ole riippumattomia. Siten tieto siitd, ettd ehtotapahtuma

” Osakkaalla on alle 200 osaketta”

on sattunut siséltia informaatiota, jota voidaan kayttda hyviksi, kun maaridmme
tapahtuman

”(Osakas on sulautumista vastaan”
todennékoisyytta.

Kayttamalla ehdollisen todenndkoisyyden mddritelmdd saadaan:

© Lasse Leskela, Milla Kibble ja llkka Mellin (2015) 24/36



Todennakoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi Esimerkkikokoelma 1

Pr(Osakkaalla on 200 osaketta tai enemmén ehdolla,
ettd osakas on sulautumisen puolesta)

= Pr(Osakkaalla on 200 osaketta tai enemman ja osakas on sulautumisen puolesta)
/Pr(Osakas on sulautumisen puolella)

=(0.120 + 0.128)/0.400
=0.620.
Huomaa, ettd

Pr(Osakkaalla on 200 osaketta tai enemmén ehdolla,
ettd osakas on sulautumisen puolesta) = 0.620

= Pr(Osakkaalla on 200 osaketta tai enemmain) = 0.696.
Siten tieto siitd, ettd ehtotapahtuma
”Osakas on sulautumisen puolesta”

on sattunut siséltid informaatiota, jota voidaan kayttda hyviksi, kun maaridmme
tapahtuman

”(Osakkaalla on 200 osaketta tai enemmaéan”

todennékoisyytta.

Esimerkki 1.11.

Potilaan ikd saattaa vaikuttaa sithen millaista hoitoa hin saa. Erddssd USA:ssa tehdyssa
tutkimuksessa verrattiin eri-ikdisten naisten padsemistd mammografiaan (rontgentutkimus
rintasyovén toteamiseksi), kun heidédn rinnoissaan oli havaittu kyhmyja. Tulokset on annettu
taulukossa alla. Taulukon solut ovat todennékoisyyksid, ettd kumpikin tapahtumista sattuu;
esim. 0.321 on todennékoisyys, ettd potilas on alle 65-vuotias ja hinelle on tehty

mammografia.
e Mammografia | Mammografiaa
Todennakdisyys tehty ei ole tehty
alle 65 0.321 0.124
Ika
65 tai yli 0.365 0.190

(a) Maiidraa seuraavien tapahtumien todenndkoisyydet:
A = {potilas on alle 65-vuotias}
B = {potilas on 65-vuotias tai yli}
C = {potilaalle on tehty mammografia}

D = {potilaalle ei ole tehty mammografiaa}

(b) Ovatko tapahtumat B ja C riippumattomia?
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(c) Maiidraa todennédkoisyys sille, ettd potilaalle on tehty mammografia, jos hén on ollut
alle 65-vuotias ja vertaa siti todennikoisyyteen, ettd potilaalle on tehty mammografia,
jos hdn on ollut 65-vuotias tai yli.

Esimerkki 1.11. — Mita opimme?
Esimerkissd 1.11. havainnollistetaan ehdollisen todenndkoisyyden kasitetta.

Esimerkki 1.11. — Ratkaisu:

(a) Kysytyt todennédkoisyydet saadaan laskemalla tehtivian taulukosta ns. reuna-
todenndkoisyydet eli rivi- ja sarakesummat:

Todenndkdisyys Manirer;lcisraﬁa M:ﬁ)ioiﬁgaa Summa
i alle 65 0.321 0.124 Pr(4) = 0.445
65 tai yli 0.365 0.190 Pr(B) =0.555
Summa Pr(C)=0.686 | Pr(D)=0.314 1

(b) Jos tapahtumat B ja C ovat riippumattomia, niin riippumattomien tapahtumien
tulosddnnostd seuraa, ettd

Pr(BNC) = Pr(B)Pr(C).
Taulukosta saadaan
Pr(BNC) = 0.365,

Pr(B)Pr(C) =0.381 .
Koska

Pr(BNC) = Pr(B)Pr(C),

tapahtumat B ja C eivit ole riippumattomia.

(c) Ehdollisen todennikodisyyden maéritelmén mukaan
Pr(Cl4) = Pr(CNA)/Pr(4) = 0.321/0.445 = 0.721,
Pr(C|B) = Pr(CNB)/Pr(B) = 0.365/0.555 = 0.657.

Tamén perusteella nuoremmilla potilailla todenndkoisyys padstd mammografiaan on
jonkin verran suurempi kuin vanhemmilla potilailla.

Esimerkki 2.1.

Tarkastellaan kirjainten a, e, 1, k, 1, m, p (7 kpl) muodostamaa joukkoa S = {a, e, i, k, |, m, p}.

(a) Kuinka monella eri tavalla joukon § kirjaimet voidaan jarjestdd jonoon?
(b) Kuinka monta erilaista 3:n alkion osajonoa joukon § kirjaimista voidaan muodostaa?
(c) Kuinka monta erilaista 3:n alkion osajoukkoa joukon § kirjaimista voidaan muodostaa?

Esimerkki 2.1. — Mita opimme?

© Lasse Leskela, Milla Kibble ja llkka Mellin (2015) 26/36



Todennakoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi Esimerkkikokoelma 1

Esimerkissd 2.1. tarkastellaan esimerkkeja kombinatoriikan perusongelmista seki niiden
ratkaisemista kombinatoriikan perusperiaatteiden avulla.

Esimerkki 2.1. — Ratkaisu:
(a) Joukossa S={a,e, i,k 1, m, p}on
n(S) =17
alkiota. Siten joukon S alkiot voidaan jérjestda
7!'=7-6:54-3-2-1 = 5040
eri tavalla.

Tulos voidaan perustella kayttdmalla ns. lokeromallia: Koska joukossa S on 7
alkiota, muodostetaan lokerikko, jossa on 7 lokeroa. Ideana on tiyttdé lokerikko joukon
S alkioilla vaiheittain

Alla olevan taulukon varjostetut solut kuvaavat ko. lokerikkoa. Jokaiseen lokeroon on
merkitty luvulla n kuinka monella tavalla lokeron tayttd voidaan tehda.

Lokeron nro 112131451617
n 716151413 12]1

1. lokero: Lokero voidaan tiyttda 7:114 eri tavalla kirjaimilla a, e, i, k, I, m, p

2. lokero: Lokero voidaan tdyttdé 6:1la eri tavalla jéljelle jdéneilld kirjaimilla,
koska 1 kirjaimista on kdytetty.

3. lokero: Lokero voidaan tayttda 5:114 eri tavalla jdljelle jadneilld kirjaimilla,
koska 2 kirjaimista on kdytetty.

4. lokero: Lokero voidaan tayttdé 4:114 eri tavalla jéljelle jdéneilld kirjaimilla,
koska 3 kirjaimista on kdytetty.

5. lokero: Lokero voidaan tayttda 3:lla eri tavalla jdljelle jaaneilld kirjaimilla,
koska 4 kirjaimista on kdytetty.

6. lokero: Lokero voidaan tayttda 2:1la eri tavalla jiljelle jaaneelld kirjaimella,
koska 5 kirjaimista on kdytetty

7. lokero: Lokero voidaan tdyttda 1:11a eri tavalla jdljelle jaaneelld kirjaimella,
koska 6 kirjaimista on kdytetty.

Koska jokainen tiyttdoperaatio voidaan tehda riippumatta aikaisemmin suoritetuista
tayttooperaatioista, niin kombinatoriikan kertolaskuperiaatteen mukaan koko lokerikko
voidaan tayttaa

7-6:5-4-3:2:1 =7! = 5040

eri tavalla.

(b) Joukon S= {a, e, i, k, 1, m, p} alkioista voidaan muodostaa

| | 6:-5:-4-2:9.
P(7.3) =l 76543215 s ng
(7-3)! 4! 4-3-2-1
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erilaista 3:n alkion jdrjestettyi listaa, jossa mikédn alkio ei toistu.

Tulos voidaan perustella kiyttamalla ns. lokeromallia: Muodostetaan lokerikko,
jossa on 3 lokeroa. Ideana on tiyttda lokerikko joukon § alkioilla vaiheittain.

Alla olevan taulukon varjostetut solut kuvaavat ko. lokerikkoa. Jokaiseen lokeroon on
merkitty luvulla n kuinka monella tavalla lokeron tayttd voidaan tehda.

Lokeron nro 11213
n 71615

1. lokero: Lokero voidaan tiyttda 7:114 eri tavalla kirjaimilla a, e, i, k, I, m, p

2. lokero: Lokero voidaan tdyttdé 6:1la eri tavalla jéljelle jdéneilld kirjaimilla,
koska 1 kirjaimista on kdytetty.

3. lokero: Lokero voidaan tayttda 5:114 eri tavalla jdljelle jadneilld kirjaimilla,
koska 2 kirjaimista on kdytetty.

Koska jokainen tiyttdoperaatio voidaan tehda riippumatta aikaisemmin suoritetuista
tayttdoperaatioista, niin kombinatoriikan kertolaskuperiaatteen mukaan koko lokerikko
voidaan tayttaa
7-6:5-4-3-2-1 7! !
7:6-5= 6543 =7—=7—=210
4-3-2-1 4! (7-3)!
eri tavalla. Tulos seuraa my0s (a)-kohdassa esitetysta tarkastelusta pysayttaméalla
lokeroiden taytto sen jilkeen, kun 3. lokero on saatu tdytetyksi.

(¢) Joukon S={a,e,1i,k,1, m,p} alkioista voidaan muodostaa

77 7 =7-6-5-4-3-2-1_35
3 31(7-3)! 314! 3-2-1-4-3-2-1

erilaista 3:n alkion osajoukkoa eli kombinaatiota.

Tulos voidaan perustella seuraavalla tavalla: Olkoon joukon S alkioiden 3:n alkion
osajoukkojen lukumiiré x, jossa x on vield toistaiseksi tuntematon luku. (b)-kohdan
mukaan joukon § alkioiden 3:n alkion jdrjestettyjen listojen lukumdird on

7!
(7-3)!

Joukon S alkioiden 3:n alkion jérjestetyt listat, joissa mikéén alkio ei toistu, voidaan
muodostaa kahdessa vaiheessa:

P(7,3) =

(1)  Valitaan joukon S alkioiden joukosta 3:n alkion jirjestiméton osajoukko.
Tama voidaan tehdd x eri tavalla, jossa x on vield toistaiseksi tuntematon luku.

(i) Jdrjestetddn kohdassa (i) valitut 3 alkiota jonoksi.
Tama voidaan tehda (a)-kohdan mukaan 3! eri tavalla.
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Koska operaatiot (i) ja (ii) voidaan suorittaa toisistaan riippumatta, niin joukon S
alkioiden 3-permutaatiot voidaan muodostaa kombinatoriikan kertolasku-
periaatteen mukaan

x-3!
eri tavalla.
Olemme mééranneet joukon S alkioiden 3-permutaatioiden lukumééréin kahdella eri
tavalla ja saamme siten x:n ratkaisemiseksi yhtélon

!
P(7,3) =L =x-3
(7-3)!

Siten

Py o1 (7
31 31(7-3) (3)

Esimerkki 2.2.

Olkoot tietokoneen salasanat muotoa XXXXX, jossa X on jokin vokaaleista a, e, i, 0, u (5

kpl). Laske erilaisten sanojen lukuméérd, kun sanojen muodostamista rajoittavat seuraavat
ehdot:

(a) Kaikkien kirjainten on oltava salasanassa erilaisia.
(b) Salasanassa on oltava yksi “’pari” eli tismélleen kaksi samaa vokaalia (esim. eaioe).
(c) Salasanassa on oltava “kolmoset” eli tismélleen kolme samaa vokaalia (esim. aaoea).
(d) Salasanassa on oltava "tdyskési” eli “kolmoset” ja “’pari” (esim. 10i100).

Esimerkki 2.2. — Mita opimme?

Esimerkissd 2.2. tarkastellaan esimerkkeji kombinatoriikan perusongelmista seké niiden
ratkaisemista kombinatoriikan perusperiaatteiden avulla. Ks. my0s esimerkkii 2.1.

Esimerkki 2.2. — Ratkaisu:
Kaikki muodostettavat salasanat ovat muotoa XXXXX, jossa
X=a,e,1,0,u(5kpl)

Kohdat (a) — (d) eroavat toisistaan siten, ettd salasanojen muodostamista rajoittavat niissi
erilaiset ehdot. Sovellamme tunnusten muodostamisessa ns. lokeromallia: Salasanaa asetetaan
vastaamaan lokerikko, jossa on 5 lokeroa.

(a) Kaikkien kirjainten on oltava salasanassa erilaisia.

Téytetddn lokerot vaiheittain: Koska samaa vokaalia ei saa kayttda kuin kerran,
k. lokero voidaan tayttaa

5-k+1,k=1,2,3,4,5
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eri tavalla. Koska jokainen lokerontiyttGoperaatio voidaan suorittaa riippumatta
aikaisemmista operaatioista, kombinatoriikan kertolaskuperiaatteen nojalla salasanojen
kokonaislukumééra on

S5x4x3x2x1 =120

(b) Salasanassa on oltava yksi ”’pari” eli tismélleen kaksi samaa vokaalia.

5 lokeroa voidaan tiyttdd kahden saman vokaalin muodostamalla parilla

binomikertoimen
5 B 5! B 5! _5-4-3-2-1_10
2] 21(5-2)! 2131 2-1-3-2-1

ilmaisemalla lukumaarillé eri tapoja ja vokaali pariin voidaan valita 5:114 eri tavalla.

Koska kolmeen jdljelld olevaan lokeroon jokaiseen on valittava eri vokaali, voidaan
loput vokaaleista valita 4x3x2 eri tavalla. Siten vokaalit voidaan valita lokeroihin
5x4x3x2 eri tavalla.

Kombinatoriikan kertolaskuperiaatteen nojalla salasanojen kokonaislukumairi on

5
(2) x5x4x3x2 = 10x5x4x3x2 = 1200

(c) Salasanassa on oltava “kolmoset” eli tismélleen kolme samaa vokaalia.

5 lokeroa voidaan tiyttdd kolmen saman vokaalin muodostamilla kolmosilla binomi-

kertoimen
5 B 5! B 5! _5-4-3-2-1_10
3) 31(5-3)! 312! 3-2-1-2-1

ilmaisemalla lukumaiérélla eri tapoja ja vokaali voidaan valita kolmosiin 5:114 eri
tavalla.

Koska kahteen jéljelld olevaan lokeroon jokaiseen on valittava eri vokaali, voidaan
muut vokaalit valita 4x3 eri tavalla. Siten vokaalit voidaan valita lokeroihin 5x4x3 eri
tavalla.

© Lasse Leskela, Milla Kibble ja llkka Mellin (2015) 30/36



Todennakoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi Esimerkkikokoelma 1

Kombinatoriikan kertolaskuperiaatteen nojalla salasanojen kokonaislukumairé on

(i) x5x4x3 = 10x5%x4%3 = 600

(d) Salasanassa on oltava “tdyskasi” eli “kolmoset” ja pari”.

5 lokeroa voidaan tdyttdd kahden saman vokaalin muodostamalla parilla binomi-

kertoimen
5 B 5! B 5! _5-4-3-2-1_10
2] 21(5-2)! 2131 2-1-3-2-1

ilmaisemalla lukumaérall4 eri tapoja. Sen jélkeen paikat kolmosille on méarétty. Pariin
voidaan valita vokaali 5:114 eri tavalla ja sen jdlkeen kolmosiin 4:114 eri tavalla. Siten
vokaalit voidaan valita lokeroihin 5x4 eri tavalla.

Kombinatoriikan kertolaskuperiaatteen nojalla salasanojen lukumiéré on

5
(2) x5x4 = 10x5x4 =200

Esimerkki 2.3.

Tehtdva 2.3. on jatkoa tehtdville 2.2. Oletetaan, ettd salasanat arvotaan kaikkien mahdollisten
salasanojen joukosta. Laske seuraavien tapahtumien todennédkoisyydet:

(a) Kaikki kirjaimet ovat salasanassa erilaisia.
(b) Salasanassa on yksi “’pari” eli tismélleen kaksi samaa vokaalia (esim. eaioe).
(c) Salasanassa on “kolmoset” eli tismélleen kolme samaa vokaalia (esim. aaoea).
(d) Salasanassa on "tdyskasi” eli “kolmoset” ja ’pari” (esim. 10100).

Esimerkki 2.3. — Mita opimme?

Esimerkki 2.3. on jatkoa esimerkille 2.2. ja siind tarkastellaan kombinatoriikan soveltamista
tapahtumien (klassisen) todenndkéisyyden mddrddmiseen. Ks. myos esimerkkejd 2.1., 1.3. ja
1.4.

Esimerkki 2.3. — Ratkaisu:
Kaikki muodostettavat salasanat ovat muotoa XXXXX, jossa
X=a,e,1,0,u(5kpl)

Kéytetidn klassisen todenndkoisyyden mddritelmdd: Tapahtuman 4 klassinen todenndkdisyys
on

Pr(A)=k/n=p
jossa
k = tapahtumalle A4 suotuisien tulosvaihtoehtojen lukumiéra

n = kaikkien mahdollisten tulosvaihtoehtojen lukumaéra
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ja kaikki tulosvaihtoehdot on oletettu yhtéd todennékoisiksi.

Kaikkien mahdollisten salasanojen lukuméiéra n» on kombinatoriikan kertolaskuperiaatteen
nojalla

(a)

n = 5x5x5x5x5 =5° = 3125

Kaikki kirjaimet ovat salasanassa erilaisia.
Tehtdvén 2.3. mukaan

k=120
Siten

p=k/n=120/3125=0.0384

(b) Salasanassa on yksi “’pari” eli tismélleen kaksi samaa vokaalia (esim. eaioe).
Tehtdvin 2.3. mukaan
k=1200
Siten
p=k/n=1200/3125=0.384
(c) Salasanassa on “kolmoset” eli tismélleen kolme samaa vokaalia (esim. aaoea).
Tehtdvin 2.3. mukaan
k=600
Siten
p =k/n=600/3125=0.192
(d) Salasanassa on "tdyskasi” eli “kolmoset” ja ’pari” (esim. 10100).
Tehtdvin 2.3. mukaan
k=200
Siten
p =k/n=200/3125 = 0.064
Esimerkki 2.5.

Erissa tv-vastaanottimia on 25 vastaanotinta, joista 5 on viallista.
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(a) Kuinka monella eri tavalla vastaanotinten joukosta voidaan poimia 5 vastaanotinta niin,
ettd mukaan tulee tdsmaélleen 1 viallinen vastaanotin, jos poiminta tehddin
palauttamatta?

(b) Miki on todennédkoisyys, ettd poimittaessa vastaanotinten joukosta umpimahkdin 5
vastaanotinta mukaan tulee tdsmaélleen 1 viallinen vastaanotin, jos poiminta tehddin
palauttamatta?

Esimerkki 2.5. — Mita opimme?

Esimerkissd 2.5. tarkastellaan kombinatoriikan soveltamista tapahtumien toden-ndkoisyyden
mddrddmiseen otannassa palauttamatta. Ks. my0s esimerkkejd 2.1. ja 1.9.

Esimerkki 2.5. — Ratkaisu:

(a) Tehtdvini on valita 4 vastaanotinta 20:n ehjén vastaanottimen joukosta ja 1 vastaanotin
5:n viallisen vastaanottimen joukosta ja laskea niiden tapojen lukumaéaéri, jolla tima
voidaan tehda.

4 vastaanotinta voidaan valita 20:n ehjén joukosta binomikertoimen

20
4
ilmaisemalla lukumairélla eri tapoja.

1 vastaanotin voidaan valita 5:n viallisen joukosta binomikertoimen

5
1
ilmaisemalla lukumaiirélla eri tapoja.

Némai valinnat voidaan tehdé toisistaan riippumatta, joten kombinatoriikan
kertolaskuperiaatteen mukaan valintojen kokonaislukumééréksi saadaan

(20)(5) 20! 5! 200 5! 20-19-18-17 5

_ . _ - -2 224225
4 \1) 4120-4)! 11(5-1)! 416! 14! 4-3-2 1

(b) Kaytetddn klassisen todenndkoisyyden mddritelmdd: Tapahtuman A klassinen
todennikoisyys on

Pr(A)=k/n

jossa
k = tapahtumalle A4 suotuisien tulosvaihtoehtojen lukumaéra
n = kaikkien mahdollisten tulosvaihtoehtojen lukumaéra

ja kaikki tulosvaihtoehdot on oletettu yhta todennakdisiksi.

Kaikkien tulosvaihtoehtojen lukumédré: 5 vastaanotinta voidaan poimia 20 vastaan-
ottimen joukosta binomikertoimen
(25) 25! 25! 25-24-23-22-21

= = = =53130
5 51(25-5)! 5!120! 5:4-3:2
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ilmaisemalla lukumaiirélla eri tapoja.

Tapahtumalle A suotuisien tulosvaihtoehtojen lukumééra: (a)-kohdan mukaan 4
vastaanotinta voidaan valita 20:n ehjdn vastaanottimen joukosta ja 1 vastaanotin 5:n
viallisen vastaanottimen joukosta tulon

M

ilmaisemalla lukumaiirélla eri tapoja.

Siten todennékoisyys valita 5 vastaanotinta satunnaisesti 25:n vastaanottimen joukosta
ja saada 4 vastaanotinta 20:n ehjdn vastaanottimen joukosta ja 1 vastaanotin 5:n
viallisen vastaanottimen joukosta on

200(5) 201 s
4 {1 416! ﬁ _ 20-19-18-17

25 25! 24-23-22-21
5 5120

=0.455957

Esimerkki 2.6.

Eriéssa tehtaassa on 3 valmistuslinjaa, joilla tehd4én samanlaisia CD-soittimia. Linja A
valmistaa soittimista 30 %, linja B 25 % ja linja C 45 %. A:n valmistamista soittimista keski-
méérin 2 %, B:n valmistamista soittimista 3 % ja C:n valmistamista soittimista 4 % on
osoittautunut viallisiksi.

Valitaan satunnaisesti yksi soitin tarkistusta varten.
(a) Miki on todennékoisyys, ettd soitin on viallinen?
(b) Miki on todennékoisyys, ettd soitin on tehty linjalla A, jos se on viallinen?
Esimerkki 2.6. — Mita opimme?
Esimerkissd 2.6. tarkastellaan kokonaistodenndkéisyyden ja Bayesin kaavojen soveltamista.
Tehtava 2.6. — Ratkaisu:
Maiiritellddn seuraavat tapahtumat:
A = {Soittimen on valmistanut linja A}
B = {Soittimen on valmistanut linja B}
C = {Soittimen on valmistanut linja C}

Tehtdvin asettelun mukaan seuraavat fodenndkoisyydet tunnetaan:

Pr(4) = 0.30
Pr(B) = 0.25
Pr(C) = 0.45

Maiiritellddn tapahtuma

V= {Soitin on viallinen}
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Tehtdvin asettelun mukaan myds seuraavat ehdolliset todenndikoisyydet tunnetaan:

Pr(V]4) = 0.02
Pr(V|B) = 0.03
Pr(V|C) = 0.04

(a) Tehtdvand on maarata Pr(V).
Kokonaistodenndkéisyyden kaavan mukaan:
Pr(V) = Pr(4)Pr(V|4) + Pr(B)Pr(V|B) + Pr(C)Pr(V|C)
= 0.30%x0.02 + 0.25x0.03 + 0.45x0.04 = 0.0315

(b) Tehtivani on médritd Pr(4|V).

Bayesin kaavan mukaan:

Pr(AlY) - Pr(ANV) _ Pr(A) Pr(V |4)
Pr(V)  Pr(A4)Pr(V|A4)+Pr(B)Pr(V|B) +Pr(C)Pr(V |C)
_0.30x0.02 .00
0.0315

Esimerkki 2.7.

Huumeiden kéyton paljastamiseen tarkoitetun pikatestin luotettavuudesta on kéytdssi
seuraavat tiedot: Henkild, joka kéyttdd huumeita tulee oikein luokitelluksi huumeiden
kayttdjaksi todenndkoisyydelld 0.98. Toisaalta henkild, joka ei kdytd huumeita tulee
virheellisesti luokitelluksi huumeiden kayttéjaksi todennédkoisyydelld 0.05.

Oletetaan, ettd testid sovelletaan ihmisjoukkoon, jossa 1 % ihmisisti kdyttdd huumeita.

(a) Miki on todennédkoisyys, ettd satunnaisesti valittu henkilo tulee pikatestissa
luokitelluksi huumeiden kayttdjaksi?

(b) Miki on todennékoisyys, ettd pikatestissd huumeiden kéyttdjaksi luokiteltu henkilo ei
kéytd huumeita?

Esimerkki 2.7. — Mita opimme?
Esimerkissd 2.7. tarkastellaan kokonaistodenndkéisyyden ja Bayesin kaavojen soveltamista.
Esimerkki 2.7. — Ratkaisu:
Merkitdén tehtdvin tapahtumavaihtoehtoja seuraavalla tavalla:
H = “Testi luokittelee henkilon huumeiden kayttdjaksi”
K = “Henkilo kayttdd huumeita”
E = “Henkilo ei kdytd huumeita”

Tehtdvin asettelun mukaan seuraavat todennékoisyydet tunnetaan:

Pr(H|K) = 0.98
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Pr(H|E) = 0.05
Pr(K)=0.01

Komplementtitapahtuman todenndkoisyyden kaavan mukaan
Pr(E) =1-Pr(K)=0.99

Tehtévissa kysytddn todennikdisyyksid Pr(H) ja Pr(E|H).

(a) Kokonaistodenndkoisyyden kaavan mukaan:

Pr(H) = Pr(E)Pr(H | E) + Pr(K) Pr(H | K) = 0.99x 0.05 + 0.01x 0.98 = 0.0593

(b) Bayesin kaavan mukaan:

Pr(E)Pr(H | E)

Pr(E|H) =
Pr(E)Pr(H | E) +Pr(K)Pr(H | K)
_ 0.99x0.05 _ 0.834739
0.99%0.05+0.01x0.98

Kommentti:

(a)-kohdan mukaan pikatesti luokittelee ihmisisti, joista 1 % kayttdd huumeita, melkein
6 % huumeiden kayttéjiksi. (b)-kohdan mukaan niist4, jotka pikatesti on luokitellut
huumeiden kayttéjiksi, yli 83 % ei kuitenkaan kédytd huumeita. Kysymys: Kuinka

reilua olisi kayttda tillaista huumetestia tyopaikoilla?

Huomautus:

Tehtdvassé ei puhuta mistdin todellisuudessa sovelletusta huumetestista.
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