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Todennakoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi
Esimerkkikokoelma 3
Aiheet:

Satunnaisvektorit ja moniulotteiset jakaumat
Tilastollinen riippuvuus ja lineaarinen korrelaatio

Satunnaisvektorit ja moniulotteiset todennakoisyysjakaumat

Satunnaisvektori on jérjestetty lista (Xi,...,X,) reaaliarvoisia perusjoukolla S méadriteltyja
satunnaismuuttujia — eli mitallinen kuvaus perusjoukosta S n-ulotteiseen reaaliavaruuteen R".
Satunnaisvektorin (X,...,X,) jakauma eli satunnaismuuttujien Xi,...,X, yhteisjakauma

B — Pr((Xy,...X,) EB)

kertoo, milld todenndkdisyydelld vektori (Xi,...,X,;) kuuluu joukkoon B. Satunnaismuuttujien
Xi,...,X, yhteisjakauma on joukon R" todennékdisyysjakauma. Yhteisjakauman i:s reunajakauma on
satunnaismuuttujan X; jakauma.

Kaksiulotteisen jakauman reunajakaumat

Jatkossa rajoitutaan kaksiulotteisiin satunnaisvektoreihin (X, Y), silld niisti voi puhua ja kirjoittaa
ilman hankalia indeksimerkint6ja. Kéytdnnon tilanteissa on helppo péételld, miten kaksiulotteisille
satunnaisvektoreille ja jakaumille johdetut tulokset yleistyvat usampiulotteisiin tapauksiin.

Kaksiulotteisen satunnaisvektorin (X, Y) jakauma eli satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma
B — Pyy(B)=Pr((X,Y) EB)

kertoo, milld todenndkdisyydelld vektori eli lukupari (X, Y) kuuluu joukkoon B. Y114 méadritelty Pyy
on avaruuden R” todennikoisyysjakauma. Jakauman Pyy ensimmdinen reunajakauma

A—=Pxy(AxR) = Pr((XY)EAxR) = Pr(XEA)
kertoo, milld todenndkdisyydelld satunnaisluku X kuuluu joukkoon 4, ja foinen reunajakauma
A—=Pxy(RxA) = Pr((XY)ERxA) = Pr(YEA)

kertoo, millad todennikdisyydelld satunnaisluku Y kuuluu joukkoon 4. Satunnaismuuttujien X ja ¥
jakaumat ovat siis samat kuin yhteisjakauman Pyy reunajakaumat.

Diskreettien satunnaismuuttujien yhteisjakauma

Satunnaisvektori (X, Y) on diskreetti, jos sen komponentit ovat diskreettejd satunnaismuuttujia eli
niiden arvojoukot voidaan numeroida ddrellisend tai ddrettdmana listana. Diskreetin
satunnaisvektorin (X, Y) jakauma eli satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauma voidaan maarittaa
funktiosta

Joxy) = Pr(X=x, Y=y)
kéyttaimalld kaavaa
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PH(X,Y)EB)= Y for(x,y).

(x.y)EB

Yllamaaritelty funktio fyy on diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman
pistetodennikoisyysfunktio eli X:n ja Y:n yhteispistetodenndkoisyysfunktio.

Diskreetin yhteisjakauman reunajakaumat

Pistetodennikdisyysfunktion fyy(X,y) reunapistetodenndikoisyysfunktiot maaritelladn kaavoilla

[ ()= [ (6 0),

L, = D [ ().

Jos fyyon diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhteispistetodennédkoisyysfunktio, niin talloin siti
vastaavat reunapistetodenndkdisyysfunktiot fy ja fy ovat X:n ja Y:n pistetodennikdisyysfunktiot, eli
patee

Pr(X=x) = f,,(x)= Y [, (x,)
ja
Pr(Y=y) = f,(3)= ) [y (5, 2).

Huom. Kahden diskreetin satunnaismuuttujan yhteisjakauma on aina diskreetti
Jatkuvien satunnaislukujen yhteisjakauma

Satunnaisvektori (X, Y) on jatkuva, jos sen jakauma eli satunnaislukujen X ja Y yhteisjakauma
voidaan esittdd funktion fxy(x,y) > 0 integraalina avulla muodossa

b d
Pr(asXsbjachsd)=fffXY(x,y)dydx

Funktio fxyon satunnaisvektorin (X, Y) tiheysfunktio eli satunnaislukujen X ja Y yhteistiheysfunktio.

Jatkuvan yhteisjakauman reunajakaumat

Tiheysfunktion fxy(X,y) reunatiheysfunktiot miiritelldén kaavoilla
Sr(x)= ffxy(xay)dy
ja

Sr(») = ffXY(x’y)dx'

© L Leskela, | Mellin, M Kibble (2015) 2/32



Todennakoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi Esimerkkikokoelma 3

Jatkuvan satunnaisvektorin (X, Y) komponentit ovat jatkuvia satunnaislukuja. Jos satunnaisluvuilla X
ja Y on on yhteistiheysfunktio fyy, niin télloin sitd vastaavat reunatiheysfunktiot fy ja fy ovat X:n ja
Y:n tiheysfunktioita.

Huom. Toisin kuin diskreetissi tapauksessa, kahden jatkuvan satunnaisluvun yhteisjakauma ei aina
ole jatkuva.

Satunnaisvektorin kertyméifunktio
Kaksiulotteisen satunnaisvektorin (X, Y) kertymdfunktio eli X:n ja Y:n yhteiskertymdfunktio
F,(x,y)=Pr(X=xjaY=<y)

kertoo todennékdisyyden tapahtumalle: X on enintéén x ja Y enintdén y.

Diskreetin satunnaisvektorin kertyméfunktio

Diskreetin satunnaisvektorin (X, Y) kertyméfunktio saadaan médritettyd X:n ja Y:n
yhteispistetodennékoisyysfunktiosta kaavalla

FXY(xay) =Pr(X=xjaY=<y)= 2 EfXY(xi’yi)'

X;sSX y;<sy
Jatkuvan satunnaisvektorin kertymiifunktio

Jatkuvan satunnaisvektorin (X, Y) kertymifunktio saadaan mééritettyd X:n ja Y:n
yhteistiheysfunktion avulla kaavasta

Xy

F(x,y)=Pr(X =xja Ysy)=fffXY(u,v)dvdu.

Satunnaismuuttujien tilastollinen riippumattomuus

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomat, jos tapahtumat {X € 4} ja {Y € B} ovat
riippumattomat kaikilla 4 ja B, eli pétee

Pr(XE A, YE B) = Pr(X € A) Pr(Y € B).

Satunnaislukujen X ja Y riippumattomuus voidaan selvittdd yhteiskertymiafunktiosta Fixy(x, y)
seuraavasti: X ja Y ovat riippumattomat jos ja vain jos

Fyy(x,y) = Fx(x)Fy(y) kaikilla x,y,
missd Fix(x) ja Fy(y) X:n ja Y:n kertyméfunktiot.

Diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y riippumattomuus voidaan selvittad
yhteispistetodennidkdisyysfunktiosta fyy(x, y) seuraavasti: X ja ¥ ovat riippumattomat jos ja vain jos

Jar(x, ) = fx(x)fr(y) kaikilla x, y,
missd fx(x) ja fr(y) ovat X:n ja Y:n pistetodenndkdisyysfunktiot.
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Jatkuvien satunnaislukujen X ja Y, joilla on yhteistiheysfunktio fxy(x, y), riippumattomuus voidaan
selvittdd yhteispistetodennédkoisyysfunktiosta fyy(x, y) seuraavasti: X ja Y ovat riippumattomat jos ja
vain jos

Jar(x, y) = fx(x)f(y) kaikilla x, y,
missé fx(x) ja fy(y) ovat X:n ja Y:n tiheysfunktiot.

Diskreetin satunnaisvektorin muunnoksen odotusarvo

Olkoon fyy(x, y) diskreettien satunnaismuuttujien X ja Y yhteispistetodennékoisyysfunktio ja olkoon
g:R*—>R

funktio. Téll6in satunnaisluvun g(X, Y) odotusarvo on

E@(X.1)= Y > g ) fu(x.).

Jatkuvan satunnaisvektorin muunnoksen odotusarvo
Olkoon fyy(x,y) satunnaismuuttujien X ja Y yhteistiheysfunktio ja olkoon
g:R*—>R

funktio. Téll6in satunnaisluvun g(X,Y) odotusarvo on

+00 400

E(g(X,Y)) = f fg(x, V) f (X, ¥)dydix.

—00 —00

Odotusarvo ja riippumattomuus
Jos satunnaisluvut X ja Y ovat riippumattomat, niin tulon XY odotusarvo on odotusarvojen tulo:
E(XY) = E(X)E(Y) = pa, 4y
Huomautus:
Kééanteinen ei pade: Siité, ettd
E(XY) = E(X)E(Y) = i 4y
el yleisesti seuraa, ettd satunnaismuuttujat X ja ¥ ovat riippumattomia.
Kovarianssi
Olkoot satunnaislukujen X ja Y odotusarvot
E(X) = uy E(Y) = .
Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on
Cov(X,Y) =0, =E[(X - u, )(Y - )]

Erityisesti
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Cov(X,X) = Var(X) = 0}

Cov(Y,Y) = Var(Y) = o,
Kovarianssin kaava voidaan kirjoittaa seuraaviin yhtipitiviin muotoihin:

Cov(X,Y) = E[(X - 4, )(Y - tay)] = E(XY) - pa pay, = E(XY) - E(X) E(Y)
Jos diskreeteilld satunnaisluvuilla X ja Y on yhteispistetodenndkdisyysfunktio fyy(x,y),

Cov(X,¥)= 3 3 (v = 1)y = 1)y (2. ).

Jos jatkuvilla satunnaisluvuilla X ja ¥ on yhteistiheysfunktio fyy(x,y),
Cov(X, )= [ (= )y =) fry (3, y)ecdy

Kovarianssin ominaisuudet

Jos
Cov(X,Y)=0,, =0,

niin sanomme, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat lineaarisesti korreloimattomia. Jos
satunnaismuuttujat X ja Y ovat tilastollisesti riippumattomia, niin ne ovat lineaarisesti
korreloimattomia. Sen sijaan kdénteinen ei pade: Siitd, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat
lineaarisesti korreloimattomia, ei seuraa, ettd satunnaismuuttujat X ja ¥ ovat riippumattomia.

Olkoot satunnaismuuttujien X ja Y varianssit

Var(X) = o},
Var(Y) = o,
ja kovarianssi
Cov(X,Y)=0,,-
Télloin
Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y) £ 2Cov(X,Y) = 0} +0, 20,
Jos
Cov(X,Y)=0,, =0,
niin

Var(X =Y) = Var(X) + Var(Y) = 0} +0,.

Pearsonin korrelaatiokerroin

Olkoon satunnaisluvuilla X ja Y seuraavat odotusarvot, varianssit ja kovarianssi:
E(X) = u, Var(X) =D*(X) =0,
E(Y) =y Var(Y) =D*(Y) =0y
Cov(X,Y) = B[(X - p, )Y —t4y)] = Oy
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Satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin korrelaatiokerroin on
Cov(X,Y)  Cov(X,Y) oy
JVar(X)Var(Y) DX)D(Y) o,0,

Cor(X7Y)=pXY =

Korrelaatiokertoimen ominaisuudet
Huomaa, ettd
Cor(X,Y)=p,, =0
tdsmalleen silloin, kun
Cov(X,Y)=0,, =0.
Jos siis
Cor(X,Y)=p,, =0,
niin satunnaismuuttujat X ja Y ovat lineaarisesti korreloimattomia.

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin korrelaatiokerroin Cor(X, Y). Télloin

(1) -1=<Cor(X,Y)=<+1

(i1) Jos satunnaismuuttujat X ja Y ovat rilppumattomia, niin
Cor(X,Y)=0

(ii1) Cor(X,Y)==1

jos ja vain jos
Y=a0+pX,

missd o ja f ovat reaalisia vakioita ja 8 = 0. Lisdksi vakion 8 merkki on sama kuin
korrelaation Cor(X, Y) merkki.

Siten Pearsonin korrelaatiokerroin p,, mittaa satunnaismuuttujien X ja Y lineaarisen riippuvuuden
voimakkuutta: Mitd suurempi on korrelaatiokertoimen itseisarvo | p,, |, sitd voimakkaammin

satunnaismuuttujat X ja Y riippuvat lineaarisesti toisistaan.

Lineaarimuunnokset ja kaksiulotteisen jakauman tunnusluvut

Olkoot satunnaismuuttujilla X ja Y seuraavat odotusarvot, varianssit ja kovarianssi:

E(X) = u, Var(X) = oy,

E(Y) =y, Var(Y) =0,

Cov(X,Y) = E[(X -, )(Y - uy)] = 0y
Olkoot

W =a+bX

Z=c+dY
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missi a, b, ¢, d ovat reaalisia vakioita. Talloin
EW)=a+bE(X)=a+bu,

E(Z)=c+dE(Y)=c+du,

Var(W) = b’ Var(X) = b’o;

Var(Z)=d’ Var(Y) = d’o,

Cov(W,Z)=bd Cov(X,Y)=bdo,,
Cor(W,Z) =sgn(bd) Cor(X,Y) =sgn(bd) p,y

Ehdolliset jakaumat

Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteistiheysfunktio (vast. yhteispistetodennikoisyysfunktio)
fxv(x, v) ja satunnaismuuttujien X ja Y tiheysfunktiot (pistetodenndkoisyysfunktiot) fx(x) ja fv(x).

Satunnaismuuttujan X ehdollinen tiheysfunktio (vast. pistetodennikdisyysfunktio)
satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla Y= y) on

=fXY(x’y) . >0,
f)(‘y(x|y) fY(y) H JOSfY(y)

Ehdolliset jakaumat ja riippumattomuus

Jos X'ja Y ovat riippumattomat, satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma Y:n suhteen yhtyy
satunnaismuuttujan X jakaumaan:

fx\y(x|y) =f)((x) > jOSfY(y) >0.

Diskreetin satunnaisvektorin ehdolliset odotusarvot
Olkoot satunnaismuuttujat X ja Y diskreetteja.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla Y=y) on
ehdollisen jakauman odotusarvo

E(X[Y = y)= Y xf, (x[1).

Jatkuvan satunnaisvektorin ehdolliset odotusarvot
Olkoon (X, Y) jatkuva satunnaisvektori.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo satunnaismuuttujan Y suhteen (ehdolla Y=y) on
ehdollisen jakauman odotusarvo

+00

E(X|Y =y)= ffo‘Y(x|y)dx.

Ehdolliset odotusarvot ja riippumattomuus

Jos X ja Y ovat riippumattomat, ehdolliset odotusarvot yhtyvét tavallisiin odotusarvoihin. Jos siis X
ja Y ovat riippumattomat, niin
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E(X\Y = »)=E(X)
E(Y‘X =x)=E(Y)

Regressiofunktiot
Tarkastellaan satunnaisluvun X ehdollista odotusarvoa
E(X|Y=y)

ehtomuuttujan Y arvojen y funktiona. Tét4 funktiota kutsutaan X:n regressiofunktioksi
ehtomuuttujan Y suhteen. Ylldmaaritelty regressiofunktio mairittelee regressiokdyrdn

x=g,(»)=EBX[Y=y).

Moniulotteisia jakaumia
Kaksiulotteinen normaalijakauma

Jatkuva satunnaisvektori (X, Y) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa, jos sen
tiheysfunktio on

1
f(x,y)= - exp{—zl—zQ(x,J/)}»
270, 0,1 - pyy (- 0w)
missi
2 2
X- x- - -
Q(x,y)=( ﬂx) _2pr( MX)(J} ﬂy)_'_(y ﬂY)
OX OX OY OY
ja
-0 < U, <+ o, >0
-0 < [, <+00 o, >0
-l=p, =+1
Merkinta: (X,Y): (ﬂxaﬂyaof(ao}iapxy)

Yllamaadritelty funktio Q(x, y) mééraa tiheysfunktion tasa-arvokdyrdt. Kaikki tasa-arvokayrit ovat
ellipsejd, joiden yhtilot voidaan ilmaista muodossa

2 2

Q(x,y)=(x;ﬂX) _zp”(x_ﬂx)(y_ﬂy)_'_(y_ﬂy) =

X OX OY OY
missé ¢ on vakio.

Kaksiulotteisen normaalijakauman tiheysfunktion parametreina ovat satunnaismuuttujien X ja ¥
odotusarvot, varianssit ja korrelaatio: Satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot ovat

uy =E(X)
uy =E(Y)

satunnaismuuttujien X ja Y varianssit ovat
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oy = Var(X) =E[(X - uy)’]
oy =Var(Y)=E[(Y - )"
ja satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin korrelaatiokerroin on

Py = Cor(X,Y) = 2,
UXOY

missd
Ty = Cov(X,Y) =E[(X -, )Y - 1) ]
on satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi.

Kaksiulotteista normaalijakaumaa noudattavan satunnaisvektorin (X, Y) odotusarvovektori on

Uy
ll‘ =
Uy
ja kovarianssimatriisi on
2 - 2
OXY OY pXYOXOY OY
Kaksiulotteisen normaalijakauman reunajakaumat ovat yksiulotteisia normaalijakaumia:
2
Y: N(gy,0?)
2
X N(uy,0y)

Z=[0)2( OiXYj|_|i 0)2( PxyOxOy )

Kaksiulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujien X ja Y lineaarisesti
korreloimattomuudesta seuraa niiden riippumattomuus. Muista, etti riippumattomuudesta aina
seuraa korreloimattomuus, mutta yleisesti kddnteinen ei pdde.

Kaksiulotteisen normaalijakauman ehdolliset jakaumat ovat yksiulotteisia normaalijakaumia:
o
(X|Y): N(/‘X +ﬂxy(y_ﬂy)oa)2((1_p)z(y))aﬁxy =pXYa_X

Y

(V1 X): Ny + Py (x=11), 02 (1= 02 ) > B =pXYZ—Y

Ehdollinen odotusarvo
E(X[Y=y)=u, +B,,(y-1,)
on muuttujan X regressiofunktio muuttujan Y suhteen. Ylldolevan funktion méérittdmén suoran

kulmakerroin on g,, = p,, Ix ja suora kulkee pisteen (ux, uy) kautta.
Y

Huomaa, etté regressiosuorien kulmakertoimet Byy ja Byx toteuttavat yhtalon

/))YX/))XY = /0)2()/'
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Kaksiulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujien Y ja X Pearsonin

korrelaatiokerroin on

o.0 Par = Prx 0.0
XY Y X

ja ehdolliset varianssit ovat

O)z(\y = 0)2( (1 - /0)2(1/)

oy =0y (1= piy)
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Esimerkki 6.1

Heitetddn kahta symmetristd noppaa ja miiritellddn satunnaismuuttujat

X = 1. nopan heiton tulos

Y = 2. nopan heiton tulos

Z=X-Y

Maaraa:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
®
(8)
(h)

Satunnaismuuttujien X ja Z yhteisjakauma.

Satunnaismuuttujien X ja Z jakaumat.

Satunnaismuuttujan Z odotusarvo.

Satunnaismuuttujan Z varianssi.

Satunnaismuuttujien X ja Z kovarianssi.
Satunnaismuuttujan Z ehdollinen jakauma ehdolla X = 2.
Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma ehdolla Z = 3.

Satunnaismuuttujan Z ehdollinen odotusarvo ehdolla X.

Esimerkki 6.1 — Mita opimme?

Esimerkissid 6.1. tarkastellaan diskreettien satunnaismuuttujien yhteisjakaumaa, tunnuslukuja

sekd ja ehdollisia jakaumia.

Esimerkki 6.1 — Ratkaisu

(a)

Satunnaismuuttujien X ja Y pistetodenndkdisyysfunktiot
(i) =Pr(X=1i),i=1,2,3,4,5,6
Mi)=Pr(Y=1),i=1,2,3,4,5,6

voidaan esittdd seuraavana taulukkona:

i 1 2 3 4 5 6
(i) 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6
(@) 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6 | 1/6

Mairitetdin seuraavaksi heittotulosten erotuksen Z = X — Y jakauma.

Satunnaismuuttujan Z mahdolliset arvot ovat
-5,-4,-3,-2,-1,0,+1,+2, +3, +4, +5

Muodostetaan aputaulukko, joka esittdéd kaikkia mahdollisia tapoja, joilla erotuksen

Z = X — Y mahdolliset arvot voivat syntya:
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Erotus Tulos 1. nopan heitosta = X
Z=X-Y 1 2 3 4 5 6
1 0 1 2 3 4 5
Tulos 2 -1 0 1 2 3 4
2.nopan| 3 -2 -1 0 1 2 3
heitosta 4 -3 -2 -1 0 1 2
=Y 5 —4 -3 -2 -1 0 1
6 =5 —4 -3 -2 -1 0

Satunnaismuuttujan Z = X — Y pistetodennikoisyysfunktio
ﬁ(k) = Pr(Z: k) ) k = _59 _49 _39 _29 _19 Oa +19 +27 +37 +49 +5

voidaan lukea suoraan tésti aputaulukosta. Tulos voidaan esittdd seuraavana

taulukkona:
k -5 —4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
fAk) 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

Esimerkiksi —3 voi tulla erotuksen Z = X — Y arvoksi tismélleen kolmella eri tavalla:

Tapaus 1: X=1,Y=4,Z=X-Y=-3
Tapaus 2: X=2,Y=5,Z=X-Y=-3
Tapaus 3: X=3,Y=6,Z=X-Y=-3
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Satunnaismuuttujien X ja Z = X — Y yhteispistetodennikoisyysfunktio
fxAdi, k)=Pr(X=ijaZ=k)

voidaan esittdd seuraavana taulukkona:

. Tulos 1. nopan heitosta = X =i
Jikts ) 1 2 3 4 5 6
5 0 0 0 0 0 1/36
4 0 0 0 0 1/36 1/36
3 0 0 0 1/36 1/36 1/36
2 0 0 1/36 1/36 1/36 1/36
Z 1 0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
=X-Y| 0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
=k -1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 0
-2 1/36 1/36 1/36 1/36 0 0
-3 1/36 1/36 1/36 0 0 0
—4 1/36 1/36 0 0 0 0
-5 1/36 0 0 0 0 0
Esimerkiksi

fxA2,4)=Pr(X=2jaZ=4)=0,

koska silmdlukujen erotukseksi ei voi tulla 4, jos 1. nopalla on saatu silmiluku 2.

Edelleen

i3, —1)=Pr(X=3jaZ=—-1)=1/36,

koska tulos

(X=3jaZ=-1}

voi syntyé tdsmélleen yhdella tavalla:

X=3jaY=4.
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Todennakoisyyslaskennan ja tilastotieteen peruskurssi Esimerkkikokoelma 3

(b) Satunnaismuuttujien X ja Z jakaumat saadaan laskemalla
yhteisjakaumaa kuvaavan taulukon rivi- ja sarakesummat:

i) Tulos 1. nopan heitosta = X =i Summa
1 2 3 4 5 6
5 0 0 0 0 0 1/36 1/36
4 0 0 0 0 1/36 1/36 2/36
3 0 0 0 1/36 1/36 1/36 3/36
2 0 0 1/36 1/36 1/36 1/36 4/36
VA 1 0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 5/36
=X-Y| 0 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 6/36
=k -1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 0 5/36
-2 1/36 1/36 1/36 1/36 0 0 4/36
-3 1/36 1/36 1/36 0 0 0 3/36
—4 1/36 1/36 0 0 0 0 2/36
-5 1/36 0 0 0 0 0 1/36
Summa 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1

(c) Satunnaismuuttujan X odotusarvo on

E(X) = EiPr(X =i)= i

6
l=l(l+2+3+4+5+6)=£=3.5.
&4 6 6 6

Vastaavasti satunnaismuuttujan Y odotusarvo on
E(Y)=21/6 =3.5.

Yleisesti pétee:
E(X - Y) = ECY) - E(Y).

Siten erotuksen Z = X — Y odotusarvo on

E(Z) = E(X - Y) = E(X) - E(Y) = 0.

(d) Satunnaismuuttujan X toinen momentti on

i =é(12+22+32+42+52+62)=%=15.17-

E(X?) = Ef Pr(X =i) 6 é

1

Koska (c)-kohdan mukaan
E(Y)=21/6=3.5,

niin satunnaismuuttujan X varianssi on
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(e)

®

Var(X) = E[X -E(X)] = E(X*)-[E(X)]" = —- = =" 2.917.

91 [21 ]2 35

6 12

Vastaavasti satunnaismuuttujan Y varianssi on
Var(Y)=35/12=2.917.

Koska satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomat, niin

Var(Z) = Var(X — Y) = Var(X) + Var(Y) = 35/6 = 5.833.

Todistetaan ensin seuraava aputulos:
Cov(X, X—Y) = Var(X) — Cov(X, Y)

Koska kovarianssi ja varianssi ovat invariantteja siirron suhteen eli
Cov(U +a, V+b)=Cov(U, V)

ja
Var(U + a) = Var(U)

kaikille reaalisille vakioille a ja b, niin voimme olettaa todistuksen yleisyyden
kérsimaétti, ettd

E(X) =E(Y) =0.
Siten

Cov(X, X —Y) = E[X(X - Y)] = E[X* — XY] = E(X?) - E(XY) = Var(X) — Cov(X, Y).
Koska satunnaismuuttujat X ja Y ovat téssi riippumattomia, niin

Cov(X, ¥)=0.
Siten satunnaismuuttujien X ja Z = X — Y kovarianssiksi saadaan

Cov(X, Z) = Var(X) = 35/12 =2.917.

Satunnaismuuttujan Z ehdollisten jakaumien, kun ehtomuuttujana on X,
pistetodenndkdisyysfunktiot saadaan kaavalla

Lk
Lg®R) o 1o 6, k==5-4,..45

T k=775
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Ehdollisten jakaumien pistetodenndkdisyysfunktiot voidaan esittdd seuraavana
taulukkona, jossa ehdolliset jakaumat ovat sarakkeina:

' Tulos 1. nopan heitosta = X =i
S 1 2 3 Z 5 6
5 0 0 0 0 0 1/6
4 0 0 0 0 1/6 1/6
3 0 0 0 1/6 1/6 1/6
2 0 0 1/6 1/6 1/6 1/6
VA 1 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
=X-Y| 0 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
=k -1 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 0
-2 1/6 1/6 1/6 1/6 0 0
-3 1/6 1/6 1/6 0 0 0
—4 1/6 1/6 0 0 0 0
-5 1/6 0 0 0 0 0

Lihavoitu sarake taulukossa esittidd satunnaismuuttujan Z = X — ¥ ehdollista jakaumaa
ehdolla X = 2. Esimerkiksi, jos x =2 ja z = 4, niin

_Sw(Z4 0
fZ‘X(4‘2)- T T 0.

Edelleen, jos x =2 jaz =-2, niin
fz(2-2) 136 1
£, (2) 1/6 6

Ehdolliset pistetodennékdisyydet saadaan jakamalla (b)-kohdassa esitetyn
taulukon solutodennikoisyydet satunnaismuuttujan X pistetodennikoisyyksilla.

f 2=

(g) Satunnaismuuttujan X ehdollisten jakaumien, kun ehtomuuttujana on Z,
pistetodenndkéisyysfunktiot, saadaan kaavalla

IACL))
f(k)

fx‘z(i‘k)= i=1,2,...,6,k==5-4,..,45

Ehdollisten jakaumien pistetodenndkdisyysfunktiot voidaan esittdd seuraavana
taulukkona, jossa ehdolliset jakaumat ovat riveina:
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il 1. nopan heiton tulos X =i Summa
1 2 3 4 5 6

5 0 0 0 0 0 1 1

4 0 0 0 0 12 12 1

3 0 0 0 1/3 1/3 1/3 1

2 0 0 1/4 1/4 1/4 1/4 1

Z 1 0 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 1
=X-Y| O 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1
=k -1 1/5 1/5 1/5 1/5 1/5 0 1
-2 1/4 1/4 1/4 1/4 0 0 1

-3 1/3 1/3 1/3 0 0 0 1

-4 12 12 0 0 0 0 1

=5 1 0 0 0 0 0 1

Lihavoitu rivi taulukossa esittdd satunnaismuuttujan X ehdollista jakaumaa ehdolla
Z =-3. Esimerkiksi, jos x = 2 ja z =4, niin

fz(24) 0
f,(4  2/36
Edelleen, jos x =2 jaz =-2, niin

fz(2-2) 136 1
[,(-2) 436 4

@)=

fu, @)=

Ehdollisten jakaumien pistetodennikdisyydet saadaan jakamalla (b)-kohdassa esitetyn
taulukon solutodennikoisyydet satunnaismuuttujan Z pistetodenniakdisyyksilla.

(h) Kohdan (f) taulukosta (laskemalla tai symmetria-argumentin perusteella) saadaan
satunnaismuuttujan Z ehdolliset odotusarvot satunnaismuuttujan X suhteen

E(ZX=i) = Zzfux(k|i)

helposti esitettyd seuraavana taulukkona:

X=i 1 2 3 4 5 6
EZlx=i) |-25|-15]-05| 05| 15| 25

Esimerkiksi, jos X' = 2, niin
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5 1
E(Z|X=2)=;kpr(2=k|)(=2)=;kl=-§=-1.5.
= L6 2

Esimerkki 6.2
Olkoon satunnaismuuttujien X ja Y yhteisjakauman pistetodennékoisyysfunktio
Pr(X=2,Y=3)=Pr(X=1,Y=1)=Pr(X=-1,Y=1)=Pr(X=-1, Y=-2)=1/4.

Maaraa:

(a) Satunnaismuuttujien X ja Y jakaumat.
(b) Satunnaismuuttujien X ja Y odotusarvot, varianssit ja keskihajonnat.
(c) Satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi.
(d) Satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin korrelaatiokerroin.
(e) Satunnaismuuttujan Y ehdolliset jakaumat.
(f)  Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo ehdolla X.
Esimerkki 6.2 — Mita opimme?

Esimerkissd 6.2 tarkastellaan diskreettien satunnaismuuttujien yhteisjakaumaa, ehdollisia
Jjakaumia seké tunnuslukuja.

Esimerkki 6.2 — Ratkaisu
(a) Satunnaismuuttujien X ja Y yhteispistetodenndkéisyysfunktio
Sxr(x, y) =Pr(X=xjaY=y)

voidaan esittdd seuraavana taulukkona:

Sfxr(x, y)

3 0| 0| l/4
y 1 |1/4(1/4] 0

Satunnaismuuttujien X ja Y jakaumien
Sx) =Pr(X =x) = 3, fir(x, )
S =Pr(Y=y) = 3 fir(x, y)

pistetodennikoisyysfunktiot saadaan yhteispistetodennédkdisyysfunktiota
esittdvasté taulukosta rivi- ja sarakesummina:
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x HO)
1|1 ]2

3o o [a]l 14
y 1 {vala] o 12
2]al o] o] 14
Fidx) 12 14| 14] 1

Sfxr(x, y)

(b) Satunnaismuuttujan X odotusarvo on

E(X) = ExPr(X=x) =—1x%+1x%+2x%=i=0.25.

Satunnaismuuttujan X toinen momentti on

1 1 1 7
E(X?)= Y X' Pr(X =x)=(-1)’x=+1’x—+2°x—=—=1.75.
(X7) E ( )=(-1) 5 2 1732
Satunnaismuuttujan X varianssi on

2

Var(X)=D*(X)=E[X -E(X)] =E(X*)-[E(X)] = % -~ H = f—g =1.6875.

Satunnaismuuttujan X keskihajonta on

D(X) = f—g =1.2990.

Satunnaismuuttujan Y odotusarvo on

E(Y)= Y yPr(Y = y) = —2x%+1x%+3xl= =0.75.
y

3
4 4
Satunnaismuuttujan Y toinen momentti on

E(Y?) = Eyz Pr(Y =y) =(—2)2xl+12xl+32xl=1—5=3.75.
< 4 2 4 4

Satunnaismuuttujan Y varianssi on

2

Var(Y)=D*(Y) = E[Y -E(Y)] =EQY*)-[E(Y)]’ = %5- [ﬂ = f—61 =3.1875.
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(©)

(d)

(e)

Satunnaismuuttujan Y keskihajonta on

DY) =2} =17854.
16

Mairitdin ensin

E(XY) = ) Y wPr(X =x,Y = y)

1 1 1 1
=(-Dx(-2)x—+(-DxIx—+1IxIx—+2x3x—=2
(-Dx(-2) y (=1) 2 4 2

Satunnaismuuttujien X ja ¥ kovarianssi on
Cov(X,Y) = E[(X — E(X)(Y - E(Y))]
= B(XY) - E(X)E(Y)
1 3 29

=2-—x—=—=1.8125
4 4 16

Satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin korrelaatiokerroin on

29
Cov(X.,Y) 16 29 29

=D(X)D(Y)_FXF=\/27><51=9\/W
16 V16

Cor(X,Y) = 0.78150.

Muodostetaan satunnaismuuttujan Y ehdollisten jakaumien pistetodennikdisyysfunktiot,
kun ehtomuuttujana on X:

_ S 0)
Fx o) = R

fao-) 1212 ] o
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Jrx(y[2) 01011

Ehdollisten jakaumien pistetodennikdisyydet saadaan jakamalla (a)-kohdassa esitetyn
taulukon solutodennikoisyydet satunnaismuuttujan X pistetodennikoisyyksilla.

(f) Ehdolliset odotusarvot
E(YJX =x) = Zyfvdylx)

saadaan kohdasta (e):

X a1 ] 2
E(Mx=x) [-12] 1 [ 3

Esimerkiksi:

E(Y|X=—1)=EyPr(Y=y|X=—1)=—2x%+1x%+3x0=—%.
y

Esimerkki 6.3
Olkoon satunnaismuuttujilla X ja Y yhteistiheysfunktio
fx, ) =Clx+y),0=sx=<1,0=sy=<1,
missd C on vakio. Maéraa:
(a) Vakio C.
(b) Pr(X=7)

(c) Satunnaismuuttujien X ja Y jakaumat. Ovatko X ja Y riippumattomia?
(d) Satunnaismuuttujan X ehdollinen tiheysfunktio Y:n suhteen.
(e) Ehdollinen odotusarvo E(X]Y).

Esimerkki 6.3 — Mita opimme?

Esimerkissd 6.3 tarkastellaan jatkuvien satunnaismuuttujien yhteisjakaumaa, ehdollisia
jakaumia seké tunnuslukuja.
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Esimerkki 6.3 — Ratkaisu
(a) Koska kaikille jatkuvien kaksiulotteisten jakaumien tiheysfunktioille fxy(x, y) pdtee

+00 400

fffXY(xay)dydeI >

—00 —00

niin saamme vakion C maardamiseksi yhtdlon

11 1 1

C{{(x+y)dydx=€{[xy+%y2

1
=Cf x+l dx
0 2

dx

0

Ratkaisuksi saadaan
C=1.
Siten satunnaismuuttujien X ja Y yhteistiheysfunktio on

fix,)=x+y,0=sx=<1,0=sy=<l.

(b) Integroimalla saadaan:

1 x

Pr(X = Y)=ff(x+y)dydx

(c) Satunnaismuuttujan X tiheysfunktio on yhteistiheysfunktion reunatiheysfunktio

1

1= [ oy = e = v | =
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Vastaavalla tavalla satunnaismuuttujan Y tiheysfunktioksi saadaan

1
) =y+-.
2
Satunnaismuuttujat X ja Y eivdt ole riippumattomia, koska

fX(x>fy<y)=xy+%x+%y+%x+y=fn(x,y>.

(d) Satunnaismuuttujan X ehdollinen tiheysfunktio Y:n suhteen on

S (6) _2(x+y)
L) 2y+l
Satunnaismuuttujan X ehdollinen tiheys ehdolla Y =y riippuu y:std, jolloin

esimerkiksi my0s sen ehdollinen odotusarvo riippuu y:std. Timé on ymmarrettavaa,
koska satunnaismuuttujat X ja Y eivdt ole riippumattomia.

Sy (x| =

(e) Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo, kun ehtomuuttujana on Y, on

+00 1 2
E(X‘Y)=:£xf”(x‘y)dx={x%dx

Satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo ehdolla ¥ =y eli satunnaismuuttujan X
regressiofunktio Y:n suhteen riippuu y:sti. Tdmi on ymmarrettdvad, koska X ja Y eivdt
ole riippumattomia.

Esimerkki 6.4

Olkoon diskreetin satunnaisvektorin (X Y) pistetodennikdisyysfunktio
Pr(X=+1,Y=0)=Pr(X=0,Y=+1)=Pr(X=-1,Y=0)=Pr(X=0, Y=-1)= 1/4.
(a) Ovatko X ja Y lineaarisesti korreloituneet?
(b) Ovatko X ja Y tilastollisesti riippuvat?
Selitd saamasi tulos.
Esimerkki 6.4 — Mita opimme?

Riippumattomat satunnaismuuttujat ovat aina lineaarisesti korreloimattomia, mutta
lineaarisesta korreloimattomuudesta ei valttamétta seuraa tilastollinen riippumattomuus.
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Esimerkki 6.4 — Ratkaisu

Satunnaisvektorin (X, Y) pistetodenndkéisyysfunktio
Sar(x, y) =Pr(X=xjaY=y)

voidaan esittdd seuraavana taulukkona:

e | 1] 0 1 ]ps
1 0o | 1/4] o | 14
o [1a| o | 14a] 12

1| o [wa] o |14

pe | VA 12 [ 1a] 1

(a) Todetaan ensin, etti

E(X) = E(Y) = 0.

Siten satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on

Cov(X,Y) = E E (x-E(X)(y-E(X)Pr(X =x,Y = y)

=22xyPr(X=x,Y=y)
> 5

=i[(+l)x0+0x(+1)+(—l)x0+0x(—1)]= 0

Koska kovarianssi on nolla, on myds X:n ja Y:n Pearsonin korrelaatiokerron nolla.

Satunnaismuuttujat X ja Y ovat siten lineaarisesti korreloimattomia.
(b) Xja Yovatsilti tilastollisesti riippuvat, koska esimerkiksi
Pr(X=1,Y=1)=0 mutta Pr(X=1)Pr(¥Y=1)=1/16.

Selitys:

Tilastollisesti riippumattomat satunnaismuuttujat ovat aina lineaarisesti korreloimattomia,
mutta mydés tilastollisesti riippuvat satunnaismuuttujat voivat olla lineaarisesti
korreloimattomia, jos satunnaismuttujien vélinen riippuvuus on luonteeltaa epdlineaarista.

Tédmin tehtdvin tapauksessa satunnaisvektorin (X,Y) arvot ovat yksikkdympyrin
2 2
x +y =1

kehalla.

Esimerkki 6.5

Oletetaan, ettd satunnaisvektori (X, Y) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa seuraavin

parametrein:
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E(X)=-1 E(Y)=+1
Var(X)=4 Var(Y) =25
Cov(X,Y)=-5

Maaraa:
(a) Satunnaismuuttujien X ja Y jakaumat.
(b) Pearsonin korrelaatio Cor(X, ¥).
(c) Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma Y:n suhteen.
(d) Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma X:n suhteen.
Esimerkki 6.5 — Mita opimme?
Esimerkissi 6.5 tarkastellaan kaksiulotteisen normaalijakauman ominaisuuksia.
Esimerkki 6.5 — Ratkaisu
Oletuksen mukaan
E(X) = pu, =-1 E(Y) = u, =+1
Var(X)=D*(X) =0} =4 Var(Y)=D*(Y) = 0; =25
Cov(X,Y)=0,, =-5
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(a)

(b)

(©)

(d)

Koska satunnaisvektori (X, Y) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa,
niin satunnaismuuttujien X ja Y jakaumat ovat normaalijakautuneita:

X ~N(E), Var(X))
missa

E(X)=pu, =-1 Var(X)=D*(X)=0} =4
ja

Y ~N(E(Y), Var(Y))
missa

E(Y)=u, =+1 Var(Y) =D*(Y) =0, =25

Maiiritelmén mukaan satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin korrelaatiokerroin on

_ CovX,Y) oy -5 =_l=—0.5

=Cor(X,Y) = = =
Py (X, D(X)D(Y) o,0, 2x5 2

Koska satunnaisvektori (X, ¥) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa,
niin satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma Y:n suhteen on normaalijakauma:

XY ~ N(E(X]Y), Var(X]Y)).

Kaksiulotteisen normaalijakauman tapauksessa satunnaismuuttujan X ehdollinen
odotusarvo on ehtomuuttujan Y arvojen funktiona lineaarinen:

o 1 2 1 4
E(X[Y =)=ty + Py —(-ty)=-1-=x-(y-D)=--y-—.
oy 2 5 575
Vaikka satunnaismuuttujan X ehdollinen odotusarvo Y:n suhteen riippuu ehtomuuttujan
Y arvoista (koska pxy = 0), niin satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi Y:n suhteen ei
riipu ehtomuuttujan arvoista:

Var(X |Y = y)=(1- p*,)o> =[1-(%) ]4=%x4=3.

Koska satunnaisvektori (X, Y) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa,
niin satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma X:n suhteen on normaalijakauma:

Y1X ~ N(E(Y1X), Var(Y]X))

Kaksiulotteisen normaalijakauman tapauksessa Y:n ehdollinen
odotusarvo X:n suhteen on X:n arvojen funktiona lineaarinen:
5 1

o I 5
EY|X=x)=u, +p,, —~(x- =l-—x=(x+)=-=x-—.
(Y| )= Uy pXYUX( My ) 5 2( ) R
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Vaikka satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo X :n suhteen riippuu ehtomuuttujan
arvoista (koska pxy = 0), niin satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianssi ei riipu
ehtomuuttujan arvoista:

2
Var(Y | X =x)=(1-p )o? =[1-(%) ]25=%x25=§=18.75.

Esimerkki 6.6
Oletetaan, ettd satunnaisvektori (X, Y) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa
parametrein
E(X)=2 E(Y)=5
Var(X) =25 Var(Y)=4
Cov(X,Y)=8
Maaraa:

(a) Pearsonin korrelaatiokerroin Cor(X, Y).
(b) Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo X:n suhteen.
(c) Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi Y:n suhteen.
Esimerkki 6.6 — Mita opimme?
Esimerkissi 6.6 tarkastellaan kaksiulotteisen normaalijakauman ominaisuuksia.
Esimerkki 6.6 — Ratkaisu
(a) Satunnaismuuttujien X ja Y Pearsonin korrelaatiokerroin on
_ Cov(X,Y) o 8 4
D(X)D(Y) o,0, 5x2 5

pXY = COf(X,Y)

(b) Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo, kun ehtomuuttujana on X, on
o 4 2 8 109
EY|X=x)=u, +p,, —~(x- =5+—-x—-(x-2)=—x+—.

(Y| )= Uy IOXYO_X( My ) 5 5( ) 25 25

Satunnaismuuttujan Y ehdollinen odotusarvo X:n suhteen on lineaarinen.
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(c) Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi, kun ehtomuuttujana on Y, on
a\Y).. 9
Var(X |Y =y)=(1-p},)o% =|1-|=| [25=—=x25=09.
5 25
Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi ei riipu ehtomuuttujan Y arvoista.

Esimerkki 6.7

Oletetaan, ettd satunnaisvektori (X, Y) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa
parametrein

uy = E(X) =1 sy =E(Y)=-1

o, =Var(X) =1 o, =Var(Y) =1

Py =Cor(X,Y)=0.8
(a) Madritd satunnaisvektorin (X, Y) kovarianssimatriisi.
(b) Maidritd satunnaismuuttujien X ja Y jakaumat.

(c) Madritd satunnaismuuttujien X ja Y ehdolliset jakaumat toistensa suhteen.

Esimerkki 6.7. — Mita opimme?
Esimerkissd 6.7 tarkastellaan kaksiulotteisen normaalijakauman ominaisuuksia.
Esimerkki 6.7 — Ratkaisu
(a) Koska satunnaismuuttujien X ja Y kovarianssi on
Oy = Pyy0 0y =0.8x1x1=0.8,

niin satunnaisvektorin (X, Y) kovarianssimatriisi on

2
OX GXY

1 038 ]

o, O 08 1

2
XY Y

(b) Satunnaismuuttujien X ja Y jakaumat ovat yksiulotteisia normaalijakaumia:
Y: N(uy,07)=N(-1,1)
X: N(uy,0%)=N(1)

(c) Satunnaismuuttujan Y ehdollinen jakauma X:n suhteen on
yksiulotteinen normaalijakauma:

Y1X): Ny + By (x—uy), O'}%(l—p)zﬂ)) Py =0y Py 1 Oy
Koska
ﬁy){z O'Ypyx/()')(: 1x0.8/1 = 0.8,
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niin
EY | X) =ty + Py (x =14 ) = =1+ 0.8x (x -1).
Lisaksi
2 2 2 2
Oyix =0,(1-py,)=1x(1-0.87)=0.36.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen jakauma Y:n suhteen on
yksiulotteinen normaalijakauma:

(X1Y): Ny + By (y=1), 0x(1=p3)), Bry = Oy Py | Oy
Koska
Pxy = oxpxy /oy = 1x0.8/1 = 0.8,

niin

E(X|Y) =y + By (y—y) =1+0.8x(y+1).
Lisdksi

a;‘y =0, (1-p3,) =1x(1-0.8%) = 0.36.

Ehdollinen odotusarvo E(Y | X) méérdd suoran
Y=ty + Py (x— ) =0.8x-1.8
Ehdollinen odotusarvo E(X | Y) méérdd suoran
X =y + Py (y-—uy)=08y+1.8

Molemmat suorat kulkevat pisteen

(ux, uy) = (+1,-1)

kautta.
Esimerkki 6.8
Oletetaan, ettd satunnaisvektori (X, Y) noudattaa kaksiulotteista normaalijakaumaa.
Olkoon
Sy=6x-17

satunnaismuuttujan Y regressiosuora satunnaismuuttujan X suhteen ja
15x =8y +38

satunnaismuuttujan X regressiosuora satunnaismuuttujan Y suhteen.

(a) Maiidraa satunnaismuuttujien Y ja X odotusarvot.

(b) Maiidraa satunnaismuuttujien Y ja X Pearsonin korrelaatiokerroin.
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(c) Maiidraa satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan X arvojen
suhteen, jos satunnaismuuttujan Y varianssi on 9.

(d) Maiidraa satunnaismuuttujan X varianssi ja ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan Y
arvojen suhteen, jos satunnaismuuttujan Y varianssi on 9.

Esimerkki 6.8 — Mita opimme?
Esimerkissi 6.8 tarkastellaan kaksiulotteisen normaalijakauman ominaisuuksia.

Esimerkki 6.8 — Ratkaisu

(a) Koska sekd satunnaismuuttujan Y regressiosuora X:n suhteen ettd
satunnaismuuttujan X regressiosuora Y:n suhteen kulkevat odotusarvojen

E(Y) = uy
E(X) = ux
madrddmain pisteen (uy, uy) kautta, saadaan odotusarvot madraddmalld suorien
Sy=6x-17
15x =8y +38
leikkauspiste. Tdma piste on (2, —1), joten
E(Y)=ur=-1,
E(X) = ux=2.
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(b)

(©)

(d)

Suorien yhtaloistd ndhdédén, ettid

Py = Pxy o, 15

Siten satunnaismuuttujien Y ja X Pearsonin korrelaatiokertoimen nelio on

6 8 48
S = =—x—=—=0.64,
IOXY /))YX/))XY 5 15 75
joten satunnaismuuttujien Y ja X Pearsonin korrelaatiokerroin on
Py =0.8.

Korrelaatiokerroin on positiivinen, koska regressiosuorien kulmakertoimet Syx ja Byy
ovat positiivisia.

Koska
o, =9,

niin satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan X arvojen suhteen
on

o2y = (1= p3)07 = (1-0.64)x9 =3.24.

Huomaa, ettd satunnaismuuttujan Y ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan X arvojen
suhteen on vakio eli se ei riipu ehtomuuttujan X arvoista.

Tehtdvin asettelun mukaan

8
Po =15
(b)-kohdan mukaan
Py =0.8,
ja liséksi olemme olettaneet, ettd
o, =
Koska
B = v 25,
o

niin saamme yhtalon

§=O.8x&,
15 3
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josta satunnaismuuttujan X keskihajonta oy saadaan ratkaisuksi. Ratkaisuksi
saadaan

Oy =2.

Siten satunnaismuuttujan X varianssi on
oy =4.

Satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi muuttujan Y arvojen suhteen on
of(ly =(1-p05,)0% =(1-0.64)x4=1.44.

Huomaa, ettd satunnaismuuttujan X ehdollinen varianssi satunnaismuuttujan Y arvojen
suhteen on vakio eli se ei riipu ehtomuuttujan y arvoista.
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