MALLIRATKAISUT, MATRIISILASKENTA, MS-A0002

Laskuvirheesté tulee 0,5 pisteen vahennys.

Jos laskuvirhe vaikuttaa seuraavien askelien laskut, voi silti saada loppu-
tehtévéstd tdydet pisteet, paitsi jos laskuvirhe on aiheuttanut tehtédvéin
luonteen muutosta.

Epitiydellisests supistuksesta (esim jos vastataan v/49 tai 3!+ 1 kun oikea
vastaus olisi 7) tulee 0,5 pisteen vihennys.

Epéselvistd (mutta pddasiassa oikeasta) perustelusta tulee 1 pisteen vihennys
per tehtdva. Perustelemattomista vastauksista ei saa pisteité.

TEHTAVA 1

Olkoon A (n x n)-matriisi, jonka ominaisarvot ovat 0,1,2,...,n — 1. Vasta jo-
kaiselle alla olevalle lauseelle, onko se valtamétta tosi, valtamétta epétosi, vai saat-
taako se olla joko tosi tai epétosi.

a) A on kddnnettivi.

b) A on diagonalisoitava.

¢) Yhtilslla Ax = 0 on ddrettoméin monta ratkaisua.
d) Yhtalslla Ax = x on ddrettémén monta ratkaisua.

RATKAISU 1

a) Epétosi, silld matriisilla Aon ominaisarvo 0, eli on degeneroitunut. (1p)

b) Tosi, silld matriisilla A on n eri ominaisarvoa, eli n lineaarisesti riippumatonta
ominaisvektoria. (1p)

¢) Tosi, jokainen ominaisvektori jolla on ominaisarvo 0 on yhtéilén ratkaisu. (1p)

d) Tosi, jokainen ominaisvektori jolla on ominaisarvo 1 on yhtélon ratkaisu. (1p)

TEHTAVA 2

Tutkitaan avaruudessa oleva kolmio, jonka kérjet ovat pisteissi (1,0,0), (0,2,0)
ja (0,0, 3). Laske tdmin kolmion pinta-ala.

RATKAISU 2A

Merkitdén P = (1,0,0), @ = (0,2,0) ja R = (0,0, 3). Tutkitaan paikkavektorit
PQ = _21 ja PR = _01 .(Ip) (Voidaan tietysti niiden sijaan valita jokin
0 3
paikkavektoreista QP, RP, QR, RQ)
Etsitty kolmion pinta-ala on puoli suunnikkaan pinta-ala, jonka kaksi sdrmé&a
ovat PQ = 4;1 ja PR = 461 . (0,5p)
0 3

-1 -1
2 X 0 =
0 3

Siispéd kolmion pinta-ala on

-1 -1
Tamén suunnikkaan pinta-ala on 2 | x ( 0 (0,5p)
6
3
2

- (1p)
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RATKAISU 2B

Merkitdén P = (1,0,0), Q = (0,2,0) ja R = (0,0, 3). Piiretéiéin korkeus pisteestd
R janaan PQ, eli etsitééin piste M janalla PQ siten, etti PQ L RM. (1p) (Void-
dan tietysti yhtd hyvin piirtdd korkeuden mistéd tahansa kulmasta, vastakkaiseen
janaan.)

Télloin patee M = (¢,2 — 2t,0) jollekin ¢ (0,5p)

-1 t
2 | =PQ LRM=(2-2t| (0,5p)
0 -3
joten
-1 t
0=1 2 2—2t| =4-5t(0,5p)
0 -3
elit=3, och M= (3,2 5 0). (0,5p)
Kolmion plnta—ala on siis
4
1, - ~ 1 3
SIPQIIRI) = : 221
1 7
- \/24 _,i\/5 9= (1p)
TEHTAVA 3
Olkoon A= ( &, > 1) Bisi kaikki sellaiset matriisit B, ettda AB = [ &+ 0
oon = _3 5 1) S1 KalKKl1 Sellalset matriisl , etta = ] 12 )

RATKAISU 3

Jotta dimensiot tdsma&vit, on B:n oltava 3 X 2-matriisi:

a d
B=|b e] (05p)
¢ f
Saadaan yhtéloryhma
a —-3b +c =—4
—3a +5b +c =38 (1p)
d -3¢ +f =-8 ‘P

—3d +be +f =12

Kirjoitetaan liittomatriisina (0,5p) ja Gauss-eliminoidaan (viliaskelia vaaditaan)
(1p)

1 -3 1 0 0 0|-—4 10 -2 0 0 0 |-1
-3 5 1.0 0 0} 8 | |01 -100 0]1
0O 0 o0 1 -3 1|-8 00 0 1 0 —-2|1
0 0 0 -3 5 1|12 00 0 01 —-1|3
Saadaan vapaat muuttujat c, f ja yhtalot
a =2—1
b =c+1
- (0,5p)
d =2f+1
e =f+3
Yleinen ratkaisu on siis
2c—1 2f+1

c f
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TEHTAVA 4
Nayté ettd vektorit
1 1 1
bi=(1],bo=12],bs=1[4
1 3 9

muodostavat avaruuden R? kannan. Esita luonnolliset kantavektorit e, es, es tissi
kannassa.

RATKAISU 4

3 vektoria avaruudessa R muodostavat kannan jos ja vain jos ne ovat kidnnettivin
matriisin sarakkeet. (1p jos on kirjoitettu tdmi, tai jokin muu “laskettavissa ole-
va” ehto kannan muodostamiseen, esim “determinantti on # 07, “yhtalolld x1by +
xobo + x3bs = 0 el ole epitriviaalia ratkaisua”, jne...)

1 1 1
Kéa#dnnetasn siis matriisi [ 1 2 4 | Gausseliminaatiolla (véliaskelia vaaditaan)
1 39
(2p) liittomatriisilla
1 1 1|1 0 0 1003 -3 1
1 2 4(010]|~|010[352 4 =
1 3 9|0 01 0 01 % -1 ;

(1p jos on laskettu jokin muu ehto kannan muodostamiseen.)
Luonnolliset kantavektorit e, ey, e3 esitetty kannassa by, bo, bs ovat sarakkeet
kannanvaihtomatriisissa

Siispé
e; =3b;— by + ib;
e; = —3b; +4by —bs (1p)
es =by—3by+1b;

TEHTAVA 5

Olkoon V = {x € R* : x1 = 23 = @3 + 24}

a) Kirjoita V jonkin matriisin nollaavaruutena (eli ytimen).
b) Etsi avaruuden V kanta.
¢) Kirjoita V jonkin matriisin sarakeavaruutena.

1

. . 2 1
d) Etsi vektorin 3 projektio avaruuteen V.

4

RATKAISU 5

o 1 .. — =0
a) Jos kirjoitetaan yht#&lot homogeenisesti: { i 2 saa-
T9 —Tr3 —T4 = 0

daan
1 -1 0 O 1 -1 0 O
V{X' (0 1 1 —1)XO}N<0 1 -1 —1> (1p).
Huom: Matriisi voiddan valita monella eri tavalla. Esimerkkiksi jokin rivista

voidaan vaihtaa rivivektoriksi (10 — 1 — 1), rivit voivat vaihtaa paikkaa, ja
toinen tai molemmat rivit voivat vaihtaa etumerkkié.
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Parameterimuodossa saadaan vapaat muuttujat z3 = s, x4 = tja “kiinteit”
muuttujat o = 1 = s + t. Vektorimuodossa tdmaé kirjoitetaan

I 1 1

i) 1 1
s Lt | ©O5p).
T4 0 1

Kanta on siis

(0,5p).

1
1
1
0 1
Sarakeavaruuden mé#ritelméstid + osatehtévistd (b) saadaan suoraan

1 1
11
V=C 10 (1p).

0 1

Huom: Matriisi voiddan valita monella eri tavalla. Esimerkkiksi jokin sarakkeesta
0
voidaan vaihtaa sarakevektoriksi (1) , sarakkeet voivat vaihtaa paikkaa, ja
-1
toinen tai molemmat sarakkeet voivat vaihtaa etumerkkia.

11

Jos kirjoitetaan A = saadaan projektioksi Ax, jossa vektorille x pétee

1
0
1

O = =

normaaliyhtils AT Ax = AT . Laskuista saa

W N -

v, (1110
AA_<1101>

3 -2
-2 3

= (3 ;) (0,5p),

), joten projektio on

3 -2\(/1 1 10
-2 3 1 1 01

O = ==
— O = =

= W N
ot
=W N

_ O = P OFFE = O
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