8.2 Integraalifunktio |

Maaritelma 8.7

Jos F'(x) = f(x) jollakin avoimella valilld, niin F on funktion f
integraalifunktio.

@ Peruslauseen mukaan kaikilla jatkuvilla funktioilla £ on
integraalifunktio

F(x):/x f(t)dt.

Sita ei aina voida esittaa alkeisfunktioiden avulla, vaikka f olisi
alkeisfunktio; esim. f(x) = e . Tillaisia integraalifunktioita (ja
muita vastaavia) kutsutaan erikoisfunktioiksi.
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8.2 Integraalifunktio Il

@ Integraalifunktio ei ole yksikasitteinen, mutta eri integraalifunktiot
poikkeavat toisistaan vain vakiolla; merkitaan

/f(x) dx = F(x)+ C, C € R vakio,

jos F'(x) = f(x).
Perustelu: Jos F{(x) = F}(x) = f(x) kaikilla x, niin funktion
F1(x) — Fa(x) derivaatta on identtisesti nolla, joten se on vakio.

o Joidenkin maarattyjen integraalien arvot voidaan laskea ilman
integraalifunktiota. Tallaisia esimerkkeja ovat mm.

/ eX2dx:ﬁja/ SdeX:g.

—00 0 X

(Nama ovat mychemmin kasiteltavia ns. epaoleellisia integraaleja,
koska integroimisrajana on c0.)
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8.2 Integraalifunktio I

Kaytannossa integraalit pyritaan kuitenkin laskemaan integraalifunktion
avulla kayttamalla seuraavaa lausetta.

Lause 8.8

Jos f: [a, b] — R on jatkuva, niin sen maaratty integraali voidaan laskea
(paatepisteissakin jatkuvan) integraalifunktion G avulla:

x=b

b
/a f(x)dx = ZG(X) =G(x)| = G(b)—-G(a).

X=a

Perustelu: Koska my6s F(x) = [ f(t) dt on funktion f integraalifunktio,
niin jatkuvuuden nojalla F(x) — G(x) = C = vakio vililla x € [a, b].
Sijoittamalla x = a saadaan C = —G(a). Nain ollen

/f (x) = G(x) - G(a),

josta vaite seuraa sijoittamalla x = b.
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8.2 Integraalifunktio IV

Tarkeimmat integraalifunktiot saadaan suoraan derivoimissaannoista:

/x’ dx
/x_l dx
/ex dx
/sinxdx
/

cos x dx

dx

14 x2

1 r+1
— C -1
r+1X +C, r+#
In|x| + C
e+ C
—cosx + C

sinx + C

arctanx + C
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8.2 Integraalifunktio V

Esimerkki 8.9

1 1
Laske integraalit / e “dx ja / sin(mx) dx.
-1 0

Ratkaisu: Ensimmainen integraalifunktio on —e™, joten integraalin arvo
on
1
/ e Xdx=—e ! +e!l =2sinhl.
-1

Toinen integraalifunktio on —% cos(mx), joten integraalin arvo on

t 1 2
sin(mx) dx = ——(cosm — cos0) = —.
0 s s
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8.2 Integraalifunktio VI

Esimerkki 8.10

Laske inte raall/
3 \/25 9x2

Ratkaisu: Integraalifunktion oikea muoto voisi olla
F(x) = a(25 — 9x2)!/2; tarkistetaan kerroin a derivoimalla:

1 —9ax
D(a(25 — 9x*)?) = 2. = . (—18x)(25 — 9x?) V2 = =
(a(25 — 9x3)!/2) = a- 2 (~18x)(25 — 9x°) =
joten valinnalla a = —1/9 saadaan oikea integraalifunktio. N&in ollen

/lxdx: —1}(25—9x2)1/2 = —1(\/%—\/%) ==
; 9/ 9

25 — 9x2

Toinen tapa: Kaytetadan myohemmin kasiteltavaa sijoitusmenetelmaa.
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8.2 Integraalifunktio VII

Peruslauseen avulla saadaan seuraava yleisempi derivoimiskaava:

Lause 8.11
Jos f on jatkuva ja funktiot a ja b ovat derivoituvia, niin

d b(x)

o " f(t)dt = f(b(x))b'(x) — f(a(x))a'(x).

Perustelu: Olkoon F funktion f integraalifunktio. Tallgin

Vaite seuraa tasta kayttamalla yhdistetyn funktion derivoimissaantoa,
koska F/ = f.
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8.3 Geometrisia sovelluksia |

e Jos f(x) >0, niin fab f(x) dx on funktion kuvaajan ja x-akselin
rajoittaman tasoalueen pinta-ala valilla [a, b].

@ Yleisemmin: fab‘f(x) — g(x)| dx on kuvaajien y = f(x) ja y = g(x)
valiin jddvan alueen pinta-ala valilla [a, b].

e Funktion kuvaajan y = f(x) kaarenpituus valilla [a, b] on

éz/b\/l—i—f’(x)zdx.

As
Ey

Ax

Idea: Lyhyella valilla [x, x + Ax] kaarenpituusalkio on muotoa

As ~ \/(Ax)2 + (Ay)2 = /1 + (Ay/Ax)2 Ax =~ /1 + f(x)2 Ax.
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8.3 Geometrisia sovelluksia Il

e Kun funktion f kuvaaja y = f(x) pyorahtaa x-akselin ympari valilla
[a, b], niin syntyvan pyorahdyspinnan pinta-ala on

—27r/ IF(x)|\/1 + F(x )2dx

Idea: Kun pieni pala kuvaajaa (kaarenpituus As) pyorahtaa, niin
vastaava pinta-alkio pyorahdyspinnalla on

AA = piiri - leveys = 27|f(x)| - As.

Tarkempi arvio saadaan approksimoimalla pinta-alkiota katkaistulla
kartiolla, mutta se johtaa samaan lopputulokseen.
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8.3 Geometrisia sovelluksia Ill

@ Jos kappaletta leikataan yz-tason suuntaisella tasolla kohdassa x ja
poikkileikkauksen pinta-ala on A(x), kun x € [a, b], niin kappaleen
tilavuus on

V= /abA(x) dx.

e Kun funktion f kuvaaja y = f(x) pyorahtaa x-akselin ympari valilla
[a, b], niin se rajaa pyorahdyskappaleen, jonka tilavuus on

b
V:7r/ f(x)? dx

Syy: Poikkileikkaus kohdassa x on f(x)-sateinen ympyra, joten
A(x) = mf(x).
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8.3 Geometrisia sovelluksia IV

@ Yleisemmin: Jos 0 < g(x) < f(x) ja kuvaajien y = g(x) ja y = f(x)
valinen alue pydrahtdd x-akselin ympari vililla [a, b], niin saadun
kappaleen tilavuus on

b
V= 7r/ (f(x)? — g(x)?) dx.

b
Huom: Tulos ei ole sama kuin 7r/ (f(x) — g(x))2 dx.
a
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8.4 Epaoleellinen integraali

Kaksi eri perustyyppia:
e Tyyppi I: Integroimisvalina [a, oo[ tai | — oo, b] tai koko R.
e Tyyppi Il: Funktio f: ]a, b| — R ei ole rajoitettu tai silla ei ole
toispuoleisia raja-arvoja paatepisteissa.
@ Jos ongelmia on molemmissa paatepisteissa tai integroimisvalin
sisalla, niin integroimisvali jaetaan niin moneen osaan, etta kussakin

osassa vain yksi ongelmakohta: vaaditaan, etta jokainen erikseen
antaa aarellisen tuloksen, jolloin koko integraali = osien summa.

Esimerkki 8.12

/OO dx _ /1 dx n /°° dx

o VX(1+x) Jo Vx(1+x) i Vx(1+x)

jos molemmat oikean puolen integraalit suppenevat (kuten myohemmissa
esimerkeissa osoitetaan).
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Tyyppi | |

Maaritelma 8.13

Olkoon f: [a, 00 — R paloittain jatkuva. TallGin

/aoofx)dx— I|m/ f(x)d

jos raja-arvo olemassa ja darellinen. Sanotaan: Funktion f epaoleellinen
integraali suppenee vililla [a, oof.

Vastaavasti funktiolle f: | — oo, b] — R maaritellaan

/_ ; F(x)dx = lim /_ ; F(x) dx,

jos raja-arvo olemassa ja aarellinen.
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Esimerkki 8.14

o0
Laske epaoleellinen integraali / e ~dx.
0

Ratkaisu: Koska

R R
/ e Xdx=—/eX=1-eR1,
0 0

kun R — oo, niin epaoleellinen integraali suppenee ja

/ e X“dx=1.
0
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8.4 Integraali koko reaaliakselin yli |

Esimerkki 8.15

Funktiolle f(x) = x patee

lim /R f(x) dx =0,

R—oc0 R

koska kaikki integraalit ovat nollia. Yleisemmin sama patee kaikille
parittomille funktioille £(x).

Integraalin maaritelma koko reaaliakselin yli ylla olevaa raja-arvoa
kayttamalla on periaatteessa mahdollinen, mutta johtaa hieman
kummallisiin tuloksiin. Sille (ja muille samantapaisille variaatioille)
kaytetaan nimitysta Cauchyn paaarvointegraali, mutta se ei ole integraalin
"virallinen” maaritelma.
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8.4 Integraali koko reaaliakselin yli Il

Maaritelma 8.16

Jos f: R — R on paloittain jatkuva, niin

/_Z o) b = /_(; £(x) dx+/ooo )b

jos molemmat oikean puolen integraalit suppenevat.

Kuitenkin patee: Jos f(x) > 0 kaikilla x € R, niin
0 R
/ f(x)dx = lim / f(x) dx
— 0o R—o0 R

Syy: Positiivisen funktion tapauksessa ei voi tapahtua esimerkin 8.15
tapaista +co kumoutumista, joka voi muuten sekoittaa asiaa. Tama kaava
ei siis pade yleisesti, vrt. tapaus f(x) = x.
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Tyyppi Il

Perustapaus f :]a, b] — R jatkuva, mutta silla ei darellistd raja-arvoa, kun
x — a+. Talloin maaritellaan

b b
/a f(x)dx = 6|_|>r(r)1+ /a+5 f(x) dx,

jos raja-arvo on olemassa ja aarellinen.

Esimerkki 8.17
Laske epaoleellinen integraali

Ratkaisu: Koska

e
0o VX
L odx

1
=2/ x=2-2/ 2,
€ X £

kun € — 0+, niin integraali suppenee ja sen arvo on 2.
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8.4 Majoranttiperiaate |

Epaoleellisen integraalin suppenemista voidaan tutkia
majoranttiperiaatteen avulla, josta seuraavassa eras versio.

Lause 8.18
Olkoon |f(x)| < g(x) valilli a < x < b. Jos epdoleellinen integraali

I:/abg(x)dx

suppenee, niin myos

/a i F(x) dx

suppenee ja sen itseisarvo on korkeintaan |.
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8.4 Majoranttiperiaate |l

Esimerkki 8.19

Koska 1 1
< —wvalllad<x<1

SN S VR

L odx
VX

suppenee, niin majoranttiperiaatteen mukaan

=2

i

suppenee ja sen arvo on < 2.
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8.4 Majoranttiperiaate IlI

Esimerkki 8.20

Vastaavasti

1 1

1
0< = k > 1.
SR X S RO bx) 2 X

o0
Koska / x 32 dx =2 suppenee, niin majoranttiperiaatteen mukaan
1

suppenee ja sen arvo on < 2.

Huomataan: Sopivan majorantin valinta riippuu seka funktiosta etta
integroimisvalista!
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8.5 Integroimismenetelmia

Helpoimmat integraalit voi laskea suoraan peruskaavoja kayttamalla. Osa
hankalammista tapauksista palautuu naihin, jos integraalista onnistuu
tunnistamaan "sisafunktion derivaatan”.

Systemaattisempia menetelmia ovat

o Osittaisintegointi

@ Sijoitusmenetelma

@ Osamurtohajotelmat
°

Numeerinen integrointi?

Naita kasitellaan seuraavilla sivuilla.

2Oheislukemista tall3 kurssilla.
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8.5 Osittaisintegrointi |

Lause 8.21

Olkoot f ja g jatkuvasti derivoituvia funktioita valilld [a, b] (eli
kaytannéssd hieman suuremmalla avoimella valilld). Tallsin

b b b
[ ) e = 100~ [ g0 o
a a a
Vastaavasti integraalifunktioille patee

/f’ g(x)dx = f(x)g(x) — /f x)g’(x

Perustelu: Tulon derivoimissaanto, integrointi ja termien ryhmittely.
Idea: Toimii silloin, kun funktion f(x)g’(x) integrointi on helpompaa kuin
alkuperdisen funktion f'(x)g(x).
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8.5 Osittaisintegrointi |l

Esimerkki 8.22

Laske integraali

vy
/ X sin x dx.
0

Ratkaisu: Kokeillaan osittaisintegrointia ja valitaan f/(x) = sin x ja
g(x) = x, jolloin f(x) = — cos x (vakiota ei tassa tarvita, mutta ei se
vaarinkaan ole) ja g’(x) = 1. Niin saadaan

/xsinxdx = /(—cosx)-x—/ (—cosx) - 1dx
0 0 0

s
= —mcosm+0+ /sinx =m.
0
Huom: Jos f ja g valitaan esimerkissa toisin pain, niin osittaisintegrointi
johtaa entista hankalampaan integraaliin.

178 / 232
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8.5 Sijoitusmenetelma |

Lause 8.23

Jos f on jatkuva ja g jatkuvasti derivoituva suljetulla valilld [a, b], niin

/  Hee) )= / )

kun A = g(a), B = g(b).

Kaytannossa: Sijoitus u = g(x), jolloin

du ,

— = g'(x) = du = g'(x) dx

=) g'(x)

Rajojen muutos: x =a=u=g(a)=A x=b= u=g(b)=B.
Perustelu: Seuraa yhdistetyn funktion derivoimissdannosta integroimalla.
Huomaa, etta sijoituksen jalkeen ei tarvitse enaa palata alkuperaiseen
muuttujaan x (paitsi integraalifunktiota laskettaessa; kts. alla).
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8.5 Sijoitusmenetelma Il

Muunnos u = g(x) voidaan (usein) kirjoittaa myds kaanteisfunktion avulla:
x = g lu)=

Ix = WY(u)du = 1 u= 1
¢ (7)) d g’(gfl(U))d g'(x)

joten tulos du = g’(x) dx on sama kuin aikaisemmin. On suositeltavaa
kirjoittaa muunnos aina molempiin suuntiin, koska rajojen laskeminen on
helpompaa alkuperaista muotoa kayttamalla, mutta differentiaalin
muuttuminen on (yleensd) helpompi laskea kdanteisen muodon avulla.

(Adams & Essex -kirjassa ndma kasitelladn erikseen kohdissa 5.6 ja 6.3,
mika on tavallaan turhaa.)

du,
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8.5 Sijoitusmenetelma Il

Esimerkki 8.24

71.2
Laske integraali / sin v/x dx.
0

Ratkaisu: Nelidjuuri hankaloittaa integroimista, joten sijoitetaan x = t2,
kun t > 0. Talldin dx = 2t dt ja kdanteisestd muodosta t = y/x saadaan
(hieman helpommin): kun x = 0, niin t = V0 = 0; kun x = 72, niin

t = V72 = 7. Niin ollen

TI'2 s s
/ sinﬁdX:/ 2tsintdt:2/ tsint dt = 2.
0 0 0

(Viimeinen integraali laskettiin aikaisemmin osittaisintegroimalla
esimerkissa 8.22)
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8.5 Sijoitusmenetelma IV

Myos integraalifunktio voidaan usein laskea sijoitusmenetelman avulla,

jolloin sijoituksen ja integroinnin jalkeen palataan takaisin alkuperaiseen
muuttujaan x, toisin kuin maaratyn integraalin kohdalla.

Menetelman idea tulee parhaiten esille konkreettisessa esimerkissa.

Esimerkki 8.25

Maarita integraalifunktio
/ dx
VR4 %)

Ratkaisu: Sijoitetaan x = 2, t>0,elit= V/x, jolloin saadaan

dx 2t
= dt =2 tant+ C =2 t C.
/\/;(1_1_)() /t(1+t2) arctan t + arctan /x +
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8.5 Osamurtohajotelma |

Kaikki rationaalifunktiot R(x) = P(x)/Q(x) voidaan integroida
osamurtohajotelmien avulla.

Ensimmainen vaihe: Jakokulmassa jakamalla (tai muuten) palautetaan
tilanne siihen, ettd deg P(x) < deg Q(x).

Esimerkki 8.26

x  (x+1)-1 x+1 I 1

x+1 x+1 Cox+1 x+1 x+1

x? (x®>-1)+1 x2-1 1 1

2 = 2 ) T3 _1+
xc—1 xc—1 xc—1 x—-1 2_1

x3 x3 —x X x(x? - 1) X

2 = 2 3 = 2 2 =X+ 3
xs—1 xc—1 xc-1 x4 —1 x4 —1 xs—1
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8.5 Osamurtohajotelma Il

Osamurtohajotelmaa voidaan kayttaa integroinnissa seuraavalla tavalla.

Esimerkki 8.27

1
/ X dx:/ 1-—— | dx=x—In|x+1]+C.
x+1 x+1

Toinen vaihe: Jaetaan nimittdjdssa oleva polynomi Q(x) joko 1. tai 2.

periaatteessa); kts. Kompleksiluvut-moniste.
Suurimmassa osassa kaytannon sovelluksia tarvitaan vain helpointa tulosta

ax+ b A B

(x—x)(x—x) x—x1 x-—x

kun kertoimet A, B valitaan sopivalla tavalla.
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8.5 Osamurtohajotelma Il

Esimerkki 8.28

2x+ 3

——————— osamurtohajotelma.
(x — 4)(x + 5) !

Muodosta lausekkeen

Ratkaisu: Hajotelma on muotoa

2x+3 A N B
(x —4)(x+5) x—4 x+5

Kerrotaan yhtalo puolittain lausekkeella (x — 4)(x + 5), jolloin saadaan
2x +3 = A(x +5) + B(x — 4).

Kertoimet A ja B saadaan tasta kahdella eri tavalla (seuraava kalvo):

1. tapa on usein nopeampi, mutta 2. tapa myos todistaa, ettd hajotelma
on oikein. Jos hajotelman lahtokohta on puutteellinen, niin 1. tapa
tuottaa vaaran vastauksen, joka paljastuu 2. tavalla laskettaessa.
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8.5 Osamurtohajotelma IV

Yhtélé: 2x +3 = A(x +5) + B(x — 4).

Tapa 1: Sijoittamalla x = 4 saadaan 843 =A-9+ B -0, joten A=11/9.
Sijoittamalla x = —5 saadaan —10+3=A-0+ B - (—9), joten B =17/9.

Tapa 2: Kirjoitetaan yhtalé muodossa 2x + 3 = (A+ B)x + (5A — 4B) ja
verrataan x:n kertoimia ja vakioita yhtalon eri puolilla. Nain saadaan
yhtdlopari A+ B =2 ja 5A—4B = 3, josta saadaan A=11/9ja B=7/9.

Huom: Polynomit ovat samat vain silloin, kun niilla on samat kertoimet.
Huomaa, etta tarkoituksena on valita kertoimet A, B niin, etta yhtalo
toteutuu kaikilla x.

Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteidenMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz 1.9.2021 186 / 232



8.5 Osamurtohajotelma V

Esimerkki 8.29

1
Muodosta lausekkeen —-———= osamurtohajotelma.
x%(x +3)

Ratkaisu: Laskemalla (luotettavalla) tavalla 2 huomataan, ettd muotoa
1 A B

x2(x + 3) X132

oleva hajotelma ei toimi. Oikea hajotelma onkin muotoa

1 _ A B C
x2(x+3) x+3 x2  x

Kertomalla lausekkeella x?(x + 3) saadaan yhtlo
1=Ax®+B(x+3)+ Cx(x+3) = (A+ C)x* + (B +3C)x + 3B.

Kertoimia vertaamalla saadaan yhtalot A+ C =0, B+3C=0ja3B=1,
joista ratkeaa helposti B=1/3, C=-1/9ja A=1/9.

Pekka Alestalo (Aalto-yliopisto PerustieteidenMS-A010X Differentiaali- ja integraalilaskentz 1.9.2021 187 / 232



*

8.5 Numeerinen integrointi

Tama kappale on kokonaan oheislukemista.

Hankalien integraalien likiarvoja voidaan joskus laskea Taylor-polynomien
avulla. Tama edellyttaa kuitenkin sita, etta integroitava funktio on
annettu jonkin lausekkeen avulla. Joissakin sovelluksissa funktiosta
tunnetaan vain sen arvot tietyissa pisteissa: yx = f(kAx) (esim.
mittausdata). TallGin integraalilla ei ole mitaan yksiselitteista oikeaa
arvoa, mutta sita voidaan approksimoida seuraavilla menetelmilla. Niita
voidaan tietysti kayttaa myos hankalien integraalien likiarvon laskemisessa.
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8.5 Numeerinen integrointi* I

@ Yksinkertaisin tapa on puolisuunnikas- eli trapetsisaanto, jossa
funktion kuvaajaa approksimoidaan murtoviivalla:

b
1 1
/ f(x)dx ~ Tn:h<2y0+}/1+yz+"‘+)/n—1+2Yn>7
a

jossa h = (b — a)/n on askelpituus, n € N jakovalien lukumaara,
xk = a+ kh, 0 < k < n, ovat jakopisteet ja yx = f(xk)-

y

y=f(x)
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8.5 Numeerinen integrointi* Il

Muita approksimaatioita ovat mm.

o Keskipistesaanto (" pylvasdiagrammi-approksimaatio”)

/bf(x)dx ~ My = h(F(mm) + F(mp) + -+ F(mn)),

my, = (Xk,1+Xk)/2,

y=fx)
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8.5 Numeerinen integrointi* IV

@ Simpsonin saanto

b
h
/ f(x)dx = S, = §(YO+4Y1+2yz+4ya+2y4+--'+4yn_1 + Vi),
a

jossa funktiota interpoloidaan 2. asteen polynomilla kahdella
perakkaisella jakovalilla; jakovalien lukumaaran n taytyy olla parillinen.

y

y=fx)
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