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Alkuviikko 6, tuntitehtävien malliratkaisut

Eksaktit yhtälöt
DY muotoa M(x, y) +N(x, y)y′ = 0, jossa M,N ∶ D → R ovat jatkuvia funk-
tioita alueessa D ⊂ R2, on eksakti, jos löytyy sellainen jatkuvasti derivoituva
potentiaali (integraalifunktio) F ∶D → R, että

∂F

∂x
(x, y) =M(x, y) ja

∂F

∂y
(x, y) = N(x, y) kaikilla (x, y) ∈D.

Tällöin differentiaaliyhtälön ratkaisut ovat yhtälön F (x, y) = C, C ∈ R, impli-
siittisiä ratkaisuja.

Nk. eksaktisuuslause takaa, että kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva poten-
tiaali F ∶D → R on olemassa yhdesti yhtenäisessä alueessa D ⊂ R (erityisesti
silloin kun D on reiätön ja suorakaiteen muotoinen alue), mikäli alueessa D
jatkuvasti derivoituville funktioille M ja N pätee

∂M

∂y
(x, y) = ∂N

∂x
(x, y) kaikilla (x, y) ∈D.

Kääntäen, potentiaalia F ei ole olemassa, mikäli yllä oleva ehto ei toteudu
jatkuvasti derivoituville funktioilleM ja N yhdesti yhtenäisessä alueessa D ⊂
R2.

Muotoa M(x, y)+N(x, y)y′ = 0 oleva yhtälö ei yleensä ole eksakti, mutta
sille voi yrittää hakea integroivaa tekijää (x, y) ↦ µ(x, y) siten, että muun-
nettu yhtälö µ(x, y)M(x, y) + µ(x, y)N(x, y)y′ = 0 on eksakti. Sopivan in-
tegroivan tekijän voi löytää kokeilemalla, mutta yleisesti sellaisen löytämi-
nen voi olla haastavaa. Yksi tapa, jolla voi yrittää hakea integroivaa tekijää
perustuu yllä esitettyyn eksaktisuuslauseeseen vaatimalla, että

∂

∂y
(µ(x, y)M(x, y)) = ∂

∂x
(µ(x, y)N(x, y))

⇔M(x, y)∂µ
∂y
(x, y) + µ(x, y)∂M

∂y
(x, y) = N(x, y)∂µ

∂x
(x, y) + µ(x, y)∂N

∂x
(x, y)

⇔M(x, y)∂µ
∂y
(x, y) −N(x, y)∂µ

∂x
(x, y) = µ(x, y) (∂N

∂x
(x, y) − ∂M

∂y
(x, y)) .

ODY:iden ratkaisemiseen emme tällä kurssilla mene, mutta tehtävä yksin-
kertaistuu merkittävästi, mikäli yhtälölle löytyy integroiva tekijä, joka riip-
puu vain jommasta kummasta muuttujasta x tai y. Tämä ehto on helppo
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