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Eksaktit yhtalot

DY muotoa M (x,y) + N(x,y)y’ =0, jossa M, N: D - R ovat jatkuvia funk-
tioita alueessa D c R2, on eksakti, jos 10ytyy sellainen jatkuvasti derivoituva
potentiaali (integraalifunktio) F': D — R, etté

I ey =MGy) i Iw) = Nay) taikilla (2y) < D.
Y

Télloin differentiaaliyhtélon ratkaisut ovat yhtélon F'(x,y) = C, C' € R, impli-
siittisia ratkaisuja.

Nk. eksaktisuuslause takaa, etté kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva poten-
tiaali F': D — R on olemassa yhdesti yhtendisessa alueessa D c R (erityisesti
silloin kun D on reidton ja suorakaiteen muotoinen alue), mikéli alueessa D
jatkuvasti derivoituville funktioille M ja N pétee

oM ON .y
a—y(m,y) = %(x,y) kaikilla (x,y) € D.

Kaantden, potentiaalia F' ei ole olemassa, mikali ylla oleva ehto ei toteudu
jatkuvasti derivoituville funktioille M ja N yhdesti yhtenéisessé alueessa D c
R2.

Muotoa M (x,y)+ N(x,y)y’ =0 oleva yhtélo ei yleensi ole eksakti, mutta
sille voi yrittdd hakea integroivaa tekijaa (x,y) — u(z,y) siten, ettd muun-
nettu yhtalo p(z,y)M(x,y) + p(z,y)N(z,y)y’ = 0 on eksakti. Sopivan in-
tegroivan tekijan voi 16ytéa kokeilemalla, mutta yleisesti sellaisen 16ytami-
nen voi olla haastavaa. Yksi tapa, jolla voi yrittda hakea integroivaa tekijas
perustuu ylla esitettyyn eksaktisuuslauseeseen vaatimalla, etta

%(u(x,y)M(:v,y)) = ﬁ(u(x,y)]\f(x, v))

@M(%y) (rcy)w(xy) (fvy) N(xy)gﬂ(xy)w(xy) (7,y)

o M) G (o) = N ) G o) = o) (G ) = G ).

ODY:iden ratkaisemiseen emme télla kurssilla mene, mutta tehtéva yksin-
kertaistuu merkittavisti, mikéli yhtélolle 16ytyy integroiva tekija, joka riip-
puu vain jommasta kummasta muuttujasta x tai y. Taméa ehto on helppo
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tarkistaa silla integroiva tekija p riippuu esimerkiksi vain muuttujasta x, jos
termi
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oy (3 @) - 8—y(x,y))

on mahdollista sieventaé sellaiseen muotoon, jossa y ei esiinny. Télloin ylla
oleva ODY voidaan muuttaa tavalliseksi DY :ksi

—N(x,y)j—/; = p(x) (%—];[(x,y) - %_JZ[(C’?,?J))

eli voidaan ratkaista g DY:stéa

1 dp, 1 /8an{ 317\‘[ \ 1
2ds " N ( 5 (w)—a—x(x,y)). (1)

Paattely on vastaavanlainen, mikali g riippuu vain muuttujasta y silla
muuttujien x ja y roolit vain vaihdetaan paattelyssa paikkiin. Toisin sanoen,
jos
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o (55 @w- a—y(m,y))

on pelkistddn y:n funktio, niin integroiva tekija y — u(y) voidaan ratkaista
yhtalosta
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pdy  M(x,y) ( 5z (=Y dy (x’y))'



