Teoriaa differentiaaliyhtaloista
Eero Ketola

Tarkeitd kaavoja:

(1) Tulon derivaatta:
d
a(f(x) -9() = f'()g) + f(x)g' (x)

Esim.: i(xze") = 2x-e* + x%e*
Cdx

(2) Sisdkkaisten funktioiden derivaatta:
2 (r(96)) = F(99) - g')
Esim.:—x (sin (e*)) = cos(e*) e*
1. kertaluvun lineaarinen DY:
y' +p()y = f(x)
Tama on lineaarinen yhtalg, silla yhtdlossa on y:iden edessa ainoastaan x:n funktioita.

Ratkaisu:

Seuraava ei tunnu ehka vield intuitiiviselta, mutta etsitdan u(x) niin, ettd u'(x) = p(x).
Tama loytyy integroimalla: u(x) = [ p(x)dx. u(x):ssi ei tarvitse olla vakiotermia + C, silla
tavoitteena oli vain, ettd u'(x) = p(x)

Nyt kerrotaan DY puolittain e*®):114.
'@y’ + e @p(x)y = e*Df (x)
Nyt huomataan, ett : 4 (ev®y) = 4 (e¥®)y + e¥™® 4 (y) = e*@p(x)y + e¥®)y’
’ dx dx dx
Huomataan, ettd timéahan on tuo DY:n vasen puoli. Eli:
d u(x) u(x)
(4 9y) = e Of )

Nyt yhtdlo on mielenkiintoisella tavalla separoitava:

d(e*™y) = e*@f(x) dx ||f

fl d(eu(x)y) = f e f(x) dx

Huomaa, ettd tassa valivaiheessa integroidaan d (e”(x)y) suhteen. Eli integroitaessa saadaan:

ety = f e f(x) dx

3 [ e*™@ f(x) dx

=Yy eu(x)



2. kertaluvun vakiokertoiminen ja homogeeninen lineaarinen DY
a-y'+b-y +c-y=0

Vakiokertoiminen eli a, b, c ovat vakioita. Homogeeninen, eli yhtalossa ei ole erillistd x:n
funktiota. Kdytdnnossa siis yhtdlon oikea puoli on 0.

Ratkaisu:

Tamakin ratkaisu alkaa melko epaintuitiivisesti. Tehd4an arvaus eli nk. yrite: y = e**. Kun tita
sisdkkaista funktiota derivoidaan, saadaan:
yr = JeM ja yn = 12eMx
Yhtdloé nyt saadaan muotoon:
a-2%2e* +b-2e?* +c-e? =0 |Tastiotetaan tekijaksi e?*
(a2? + bA+c)e™ =0

Nyt huomaamme, etta e %0 jokaisella 4, x arvolla, vaikka ndma olisivat jopa kompleksisia. Eli
tulon nollasddannon ja 2. asteen yhtdlon ratkaisukaavan perusteella:

—b +Vb? — 4ac
(al>+bA+c)=0 = 1= 5

Nyt olemme ratkaisseet A niin, ettd y = e** on yhtilon ratkaisu nailla ratkaistuilla arvoilla.

Tassa tosin on kolme omanlaista mahdollista tapausta:

1. A:la on kaksi erisuurta reaaliratkaisu 4;, A, € R. Talldin yhtalon yleinen ratkaisu on:
y =C-eM¥ 4 D . el

2. A:lla on yksi ratkaisu. Ndin kdy, jos Vb? — 4ac = 0. Tall6in yhtélon yleinen ratkaisu on:
y=C-xe?®+D-eM

3. A:lla on kaksi erisuurta kompleksista ratkaisua, eliA = a + b - i. Talloin ratkaisu on:
A=C-e*™ -sin(bx) + D - e** - cos (bx)

Naista 2 ja 3 ovat hieman erikoisempia tapauksia.

2 seuraa siitd, ettd tissa tapauksessa voimme kayttaa integroivan tekijain menetelmaa melko
samaan tapaan kuin 1. asteen lineaarisissa DY:issa. Naissa siis karakteristinen yhtalo on
kaksoisjuuren vuoksi muotoa: (1 — a)? = 1% — 2al + a? eli itse DY on muotoa y"’ — 2ay +
a’y = 0. Tdmin muotoisen ja vain timin muotoisen DY:n voi ratkaista seuraavasti:
y" =2ay'+a’y =0
2
dx?

—axa.,!

=e ¥y —2ae %y +a’e®y=0y" —2ay’ +a’y =0
2

d
(e—axy) — a(_ae—axy + e—axyr) — aze—axy _ ae—axyl _ ae—axyr + e—axyrr

d
ey =0=>—(E*yY)=C=2e ¥ y=Cx+D=>y=Cxe+De?

:ﬁ dx

3 seuraa kompleksilukujen kdyttiytymisesta. Lyhyesti e**?* = e%(cos(b) + i - sin(b)).

A=a+thi=>y=c-e*Pi+qd.e% P =c.e%cos(b) +isin(b)) +d-e*(cos(—b) + isin(—b))
= ce%cos(b) +ice®sin(b) + d e®cos(b) — d isin(b) = (c + d)e®cos(b) + i(c — d)e® sin(b)
= Ce®cos(b) + De®sin(b). Tassa kaytettiin sin(—b) = — sin(b), cos(—b) = cos (b).



2. kertaluvun lineaarinen, vakiokertoiminen, epdhomogeeninen DY:

a-y'+b-y +c-y=f(x)
Tama on muuten sama kuin aiempi, mutta epdhomogeeninen, eli oikealla puolella meilld on
f(x) sen sijaan, etta siella olisi 0.

Ratkaisu:

Tama ratkaistaan melko samalla tapaa kuin aiempi homogeeninen tapaus. Meidan tiytyy ensin
16ytaa yksittdinen ratkaisu y;, joka ratkaisee itse epdhomogeenisen yhtalon. Eli:

ay;' + by; + cy; = f(x)

Tama taytyy kaytdnnossa arvata. Tahan 1oytyy hyvia taulukoita internetistd, mutta esim. jos
f (x) on polynomi niin y; on myo6s polynomi.

Kun y, on loydetty, ratkaistaan homogenisoitu versio yhtilosta eli ay;” + by; + cy, = 0. Tama
tehddan ihan samoin kuin aiemmin. Tastd saadaan joku seuraavanlaisista ratkaisuista:

1. y, = ceM* + dehe¥
2. y, = cxe? + de?*
3. y, =ce%sin(b) + de®cos(b)

Kussakin ndista tapauksista, ratkaisuun vain lisdtdan y,; suoraan, eli yleinen ratkaisu on
Yy=y1t)y2

Syy, miksi tdma toimii, on, ettd y, ratkaisee epdhomogeenisen yhtidlon ja y, homogeenisen. Jos
nyt timdan ratkaisun sijoittaa alkuperdiseen yhtalo6n saadaan:

ay”" +by' +cy =a(yi +y3) + by +y3) +cy +y2)
= (ay{ + byi + cy1) + ay; + by; + ¢y,

Naistd ayy’ + byy + cy, = 0ja (ay;’ + by; + cy;) = f(x), aiemmin ratkaistujen tulosten
perusteella. Eli kokonaisuudessaan:

ay" + by +cy =f(x)



