viikko 1, mallit 1 (alkuviikon tehtévit)

1. (a) Tehtévépaperissa annettujen jonojen viisi ensimmaéistéd termié ovat
i. 0,3,2,5,4,...
ii. £,2,2,2
. -1
(b) Jonojen yleiset termit ovat
ia,=2""n>1
ii. a,=(-1)"'(2n-1),n>1

71n+1
( ;n ,n>1.

iii. a, =

2. Palautetaan mieleen, etté (reaaliarvoisella) lukujonolla (a, )¢, on olemassa
raja-arvo lim,, . a, = A € R, jos seuraava ehto toteutuu: mikéli meille on
annettu miké tahansa (mielivaltainen) luku e > 0, niin on mahdollista 16yté&&
sellainen annetusta luvusta ¢ riippuva kynnysindeksi k. > 0, etta

n>k.=la,— Al <e.

Toisin sanoen lukujonon jisenten a, ja raja-arvon A etiisyys saadaan mieli-
valtaisen pieneksi, kunhan n on tarpeeksi suuri.

Raja-arvon olemassaolon mééarittdminen suoraan maééritelméén vedoten
on helppo tehtéva yksinkertaisille jonoille. Esimerkiksi vaittama lim,, , % =0
voidaan perustella silld, ettd annettua lukua e > 0 kohti valinta n > 1 (tésséd
kynnys k. = 1) tuottaa |2 - 0| = 2 < e. Jos jono (a,)22; on kuitenkin muo-
dostettu yhdistelemélld muita, yksinkertaisempia lukujonoja tavallisten arit-
meettisten laskusédéntojen avulla (lukujonojen summa, tulo tai osamééri),
niin raja-arvo voidaan tyypillisesti méaarittad kayttdmalla luentomonistees-
sa esitettyjd yhdistelysdantoja [Alestalo, Lause 1.3] — kunhan sdintoja ei
rikota eli komposiittilukujonon tekijét eivit hajaannu ja nollalla ei jaeta.

Tehtéville 2(a)-2(e) ja 2(g) on esitetty tdmén monisteen loppuosan liit-
teessd harjoituksen vuoksi myos raja-arvon maaritelméan perustuvat paat-
telyt. Raja-arvon mddritelmdn soveltamiseen kannattaa tutustua jo nyt ja
sithen kannattaa ehdottomasti palata myohemmdssda vatheessa kurssia.



] (=" 1 . o
(a) Jono a, = *——, n > 1, suppenee ja sen raja-arvo on

lim O _ 0.

n—oo n

Heuristitkka. Tunnetusti % "2 0. Koska tdmé jono suppenee nollaan,

niin pienelld miettimiselld on ilmeista, ettd ei oikeastaan ole vélia seikkai-

leeko merkin suhteen alternoitu jono % positiivisten vai negatiivisten lu-

kujen puolella, silld sen etdisyys nollasta pienenee (itseisarvomielessi) joka

tapauksessa. Huomaa kuitenkin, ettd péaéttely EI toimi jonolle (-1)"a,, jos

ap, "= AeR~{0} — ajattele jonoja (1,1,1,...) ja (-1,1,-1,1,-1,...).
Perustelu. Olkoon n > 1. Havaitaan, etta

-1)" D 1 noeo
0< Q_OHQ _luomy
n n n
Siis n:n kasvaessa lukujonon ED” jtseisarvo jaa “puristuksiin” nollan ja nollaa

n

kohti suppenevan lukujonon véliin — tdmén tyylinen paattely on esimerkki
suppiloperiaatteen soveltamisesta [Alestalo, s. 11]. Siispa lim,, (_Tll) =0.
(b) Jono a, = 1 +Inn, n > 1, hajaantuu, erityisesti

1
lim (— + lnn) = +00.
n—oo n

Heuristiikka. Pidetdén tunnettuna, etté logaritmi kasvaa rajatta elilnn "=
+00. Nyt lukujono a,, on olennaisesti muotoa (dédrettomadn kasvava logaritmi)+
(pieni positiivinen lisdys). Positiivinen termi % ei mitenkdéan hidasta logarit-
mitermin kasvua ddrettomyyteen, pain vastoin, se kasvattaa logaritmitermin
arvoa hiukan jokaisella n > 1 — rajalla n - co tdmén positiivisen termin li-
sdys logaritmiin havida, mutta “vahinko” on jo tapahtunut ja logaritmi vei
lukujonon termit darettémyyteen.

Perustelu. Olkoon n > 1. Nyt

1 n—oco
—+Inn>Inn - +oo,
n N——

— >0

>0

silld logaritmi Inn kasvaa rajatta, kun n - oo. Epayhtéld on téssa perusteltu,
silld kaikki termit ovat nyt epénegatiivisia, joten positiivisen luvun 1/n pois-
taminen epayhtalomerkin vasemmalta puolelta pienentaé lausekkeen arvoa.
Siis lim,, oo (% + lnn) = +o00.
(c) Jono a, =3 +e72" n >1, suppenee ja sen raja-arvo on
lim (3 +e72") = 3.

n—o00



Heuristiikka. Eksponentoitu (positiivinen) termi e” kasvaa rajatta, kun
n kasvaa rajatta. Kddntden, eksponenttifunktio e™ = 1/e” lihestyy nollaa,
kun n kasvaa rajatta. Argumentin skaalaaminen luvulla 2 vain kiihdyttda
tata suppenemista, joten annettu lukujono a, =3 +¢e72?, n > 1, on olennai-
sesti muotoa (vakio)+(nollaa kohti menevé termi). Vakiotermié perturboivan
eksponenttitermin vaikutus vihenee ddrimmaéisen nopeasti, kun n kasvaa —
rajalla n - oo lukujono on supennut (eksponentiaalista vauhtia) vakioon 3.
Perustelu. Mikéli piddmme tunnettuna, ettd e=2n "= 0 (tdmén perustelu
16ytyy monisteen loppuosan liitteestd), niin on helppo todeta, etté lukujonon
n =3 +e2" n > 1, summantekijijonot suppenevat erikseen raja-arvoihin
lim,, o 3 = 3 ja lim,,_o 72" = 0. Téten luentomonisteen [Alestalo, Lause 1.3]
nojalla summajono suppenee kohti naiden yksittdisten raja-arvojen summaa

lim(3+e2) = lim 3+ lime 2 =3+0=3.

n—00 n—00 n—oo

n

n . .
(d) Jono a, = g—n = (%) , n>1, suppenee ja sen raja-arvo on

lim — =0.
n—o0o0 3'”4
Perustelu. Olkoon -1 < z < 1. Kertomalla tdtéa lukua itsensé kanssa, muo-
dostetaan geometrinen jono (z")°,, jonka jasenet ldhenevét kohti nollaa,
kun potenssi n kasvaa rajatta (kts. [Alestalo, s. 11]; lue my6s monisteen lop-
puosassa oleva liite, jos haluat saada aavistuksen, miksi néin kiy!). Koska

2 . . . . on _ 2 n n—oo
—-1< £ <1, niin tamén nojalla 57 = (3) - 0.
(e) Jono a, = S22 n > 1, suppenee ja sen raja-arvo on
. sinn
lim =0.
n—00 n

Heuristitkka. Olemme jo aiemmin todenneet, etté % "Z* 0. Tunnetus-
ti =1 < sinx < 1 kaikilla x € R eli sinitermi skaalaa termia % siten, ettd
-1« 512" < 1. Koska jono (#22) oskilloi kahden nollaa kohti menevin
lukujonon valilla, “puristuu” tehtavanannon jono kohti nollaa, kun n kasvaa
rajatta [Ale&.talo7 suppiloperiaate s. 11].

Perustelu. Koska —1 < sinx < 1 kaikilla x € R, voidaan tdmé epéayhtéloket-
ju ilmaista yksinkertaisemmin itseisarvon avulla muodossa |sin z| < 1 kaikilla
x € R. Erityisesti siis

sinn \ oo

. |sinn|<1
sinn . 1| kaikilla n>1 | 1 1 oo
0< -0[ =|sinn||— < —|==—"—> 0.
n n nl n




Lukujono =%
n

non < viliin, joten suppiloperiaatteen [Alestalo, s. 11] nojalla lim,,_,c

(f) Jono a,, = nsin %L, n > 1, suppenee ja sen raja-arvo on

jaa siis puristuksiin nollan ja nollaa kohti suppenevan lukujo-
sinn _ 0

lim nsin — = 1.
n—>c0 n
Heuristiikka. Koska kyseessé on nyt (hieman epétriviaali) kahden jonon

tulo, jossa toinen tulontekija kasvaa rajatta ja toinen ldhestyy nollaa, ei valt-
taméttd ole itsestaén selvdd, mihin jono suppenee (vai suppeneeko ollenkaan).
Kvalitatiivisesti kuitenkin on totta, ettd “origon ympéristossa sini kiyttay-
tyy kuten sinz ~ 2”7 (tdmén tarkempi muotoilu késitelldén Perustelussa 2).
Tamaén perusteella voisi ajatella, ettd n:n kasvaessa sin% ~ % ja siten rajalla
n — oo tulontekijajonot kumoavat toisensa ja raja-arvoksi saadaan 1.

1.0 — y=x

— y=sinx

05r

Kuva 1: Origon ympéristossd y = sinx ja y = x kiyttaytyvit hyvin samalla
tavalla; itse asiassa naméi eroavat toisistaan vain kertaluokkaa x3 olevalla
termilld (kts. Perustelu 2), joka on ddarimmaéisen pieni origon ympéristossa.

Perustelu 1 (geometrinen pédittely). Kun n > 1, niin 0 < 2 <1. Olemme siis
kiinnostuneet (kannattaa ajatella muuttujanvaihtoa a = £ € (0,1]) termin

sin o

, 0<a<1 (radiaaneina),
a

kiyttaytymisesta origon ymparistossa.
Havainnekuvasta 2 voidaan péatella, ettéa



Kuva 2: Tehtavé 2 (f): Yksikkoséteinen sektori OAB, tdmén sisiltdmé kolmio
OAB seké molemmat sisaltava suorakulmainen kolmio OAC.

(Kolmion <1 (OAB) ala) < (Sektorin <(OAB) ala) < (Kolmion < (OAC) ala),

kun 0 < a < 7/2 (radiaaneina). Alueiden lausekkeet ovat yksikkosektorin
tapauksessa

(Kolmion < (OAB) ala) = Sma’ (SAS-kolmio A oap) = |OA|'|O2B|sina - Lsina)
(Sektorin <(OAB) ala) = %, (Agoan)y =72 5=r=1)
t .
(Kolmion < (OAC) ala) = ana, (tana = %,Aq (OAC) = &;OM, |OA|=1)
joten saadaan
sina  a  tana : e 2
<=x< , (kertominen termilla ——)
2 2 2 sin
1<% < L 0<a<be0<+<l
" sina ~ cosa’ - b-a
ina
cosa < —— <1



Erityisesti siis takaisinsijoitus a = % ylldolevaan tuottaa

cosl < nsinl <1 kaikilla n > 1.
n n
Antamalla n — oo alarajalle patee Cos% — cos(0) = 1. Nyt termi nsin%
on rajoitettu ylhaalta pain vakiolla 1, ja sen alaraja tyontdd sitd lahemmas
yldrajaa kun n kasvaa rajatta. Suppiloperiaatteen |Alestalo, s. 11| nojalla
raja-arvo siis “puristuu” arvoon

1
lim nsin — = 1.
n—oo n
Perustelu 2 (sinin polynomikehitelmdi). Kaytetaan hyvéksi tietoa, etté ori-
gon ympaéristossa sini kdyttaytyy kuten identtinen kuvaus, tarkalleen ottaen
x  ad
sinr =x — —

+——...=2+0(2*), kun |z] <1,
6 120

jossa Landaun iso-O notaatio f(x) = O(g(x)) on nollan ympéristossé méé-
ritelty (hieman yksinkertaistaen)

|f(x)] < Clg(z)| jollain vakiolla C'>0, kun |z| <« 1.

Toisin sanoen, “kun x on riittavin ldhelld origoa, niin sinz » z (lukuunotta-
matta kertaluokkaa x3 olevaa termid)” Kayttamalla hyviksi tété kehitelméa,

patee
1 1 1 1
nsin — = n(— +(9(—)) =1 +(9(—),
n n n3 n?

kunhan n > 1. Kun n kasvaa rajatta, niin termi 1/n? ldhestyy nollaa ja siten
lim,, o0 nsin% = 1. Lukujonon suppenemisnopeus on ylla olevan perusteella
kddntden verrannollista indeksin n nelioén — melkoisen nopeaa siis.

Huomio. Alkeisfunktioille sin, cos, tan, exp, sinh, cosh, tanh, naiden kdanteis-
funktioille ja niitd yhdisteleméalla saaduille funktioille on kiytdnnossé katsoen
aina olemassa jokin polynomiapproksimaatio minkd tahansa mdadarittelyalu-
een sisdpisteen ympdristdssd. Tamé johtuu siité, ettd alkeisfunktiot ovat &a-
rimméisen sileitd — ja funktion sileys séilyy hyvin tavallisissa funktioiden
yhdistelyoperaatioissa (mahdolliset nollalla jakamiset poislukien). Tdhén pa-
lataan myohemmin kurssilla sarjateorian ja Taylor-kehitelmien yhteydessé,

fOlkoon f: R — R jatkuva funktio. Nyt seuraava péitee: jos lim, e an = A € R, niin
myos lim, e f(an) = f(A) [Alestalo, s. 48]. Tulos pétee myds toiseen suuntaan: jos jonon
(f(an)), raja-arvo yhtenee funktion f arvoon f(A) kaikilla suppenevilla lukujonoilla

n—oo

an, — Ae€R, niin funktio f on jatkuval



mutta polynomikehitelmét on syyté pitda mielessa silla ne ovat ddrimmaéaisen
kitevd tapa tutkia mm. funktioiden raja-arvoja paikallisesti.

Perustelu 3 (I’Hospitalin sddnté). Mikéli derivointi ja I’'Hospitalin sdanto
ovat tuttuja, voidaan kirjoittaa

<1
1 sing

) sinx
nsin — = =
n

)

X

S|

missd on sovellettu muuttujanvaihtoa z = % Tarkastellaan siis ylldolevan
lausekkeen kdytostd, kun x — 0. Nyt 'Hospitalin sdannén (helppo) muotoi-
lu sanoo, etté jos derivoituville funktioille f ja g pétee lim,_,, f(z) = 0 =
lim, ., g(x), xo € R, niin

@ )
M g@) " g (a)

mikali jalkimméinen raja-arvo on olemassa. Koska nyt sinin jatkuvuuden
. . z—0 . . z—0 .. . . .
nojalla sinz "= sin(0) =0 ja "= 0, niin 'Hospitalin sddnnon perusteella
1 sinx g;sinx  cosx

nsin — = = =5
n X -— X
dzx

1 n—o00o
=cosz=cos— — cos(0)=1,
n

jossa viimeisesta vélivaiheesta saatavan raja-arvon olemassaolo ja arvo seu-
raavat kosinin jatkuvuudesta (ja arvosta) origossa (kts. edellisen sivun ala-
reunassa oleva kommentti).

(g) Jono a, = cos(mn), n > 1, hajaantuu.

Perustelu. Parillisilla arvoilla n = 2k, k > 1, pétee cos(27k) = 1 ja parit-
tomilla arvoilla n = 2k -1, k > 1, patee cos((2k —1)7) = —1. Kyseessa on siis
jono (an)e, =(-1,1,-1,1,-1,...), joka tunnetusti hajaantuu.

(h) Jono a, = vn?+n-+/n2-1,n> 1, suppenee ja sen raja-arvo on

1
lim(\/n2+n—\/n2—1)=§.

n—oo

Perustelu. Kahden neliéjuurimuotoisen jonon erotuksen raja-arvon méaaritta-
miseen on olemassa helppo temppu. Palautetaan mieleen vanha tuttu kaava
22—y =(r+y)(x-vy), x,y e R. Jos x # —y, niin tidsta seuraa

x2_y2

Ty = .
Y T+y

Olkoon n > 1. Sijoittamalla ylla olevaan kaavaan z = vn?+n jay=vn?-1



saadaan

\/n2+n_\/n2_1: n2+n—(n2—1) _ n+1 (n
VnZ+n+vn2-1 VnZ+n+vn2-1
1-1 1-1
%\/n2+n+%\/n2—1 \/1_,_%_,_\/1_%

- =—.
V1+40+vV/1-0 2

Padttely on perusteltu, silld seké osoittajassa ettd nimittéjédssa olevat jonot
suppenevat dérellisiin arvoihin ja nimittdjissi oleva jono suppenee nollasta
poikkeavaan arvoon |Alestalo, Lause 1.3]. Siis lim,, .o (V12 + n-v/n%-1) = 1.

3. Merkitdan auton ostohintaa a ja olkoon a, auton arvo m:ntend vuonna
ostohetkestéd. Auton arvonlasku tarkoittaa ostohinnan ja sen myyntihinnan
erotusta; merkitaén arvonlaskua vuonna n ostohetkestd d,(a) = a — a,. Os-
tohetkelld luonnollisesti dy(a) = 0.

Vuoden kulutua auton arvo on

a; = 0,88a
ja auton arvonlasku on
di(a)=a—-a;=(1-0,88)a =do(a) + (1-0,88)a.
Kahden vuoden kuluttua auton arvo on
as = 0,88a; = 0,88%a
ja sen arvonlasku on
dy(a) =a-ay = (1-0,88%)a.

Téaméi voidaan palauttaa edellisen vuoden arvonlaskuun d; (a) havaitsemalla,
etta

da(a) = (1-0,88%)a = (1-0,88+0,88 - 0,882)a = (1 - 0,88)a + (0,88 - 0,882)a
= dy(a) + (0,88 - 0,88%)a.

Kolmantena vuonna auton arvo on

as = 0,88a5 = 0,88%a



ja sen arvonlasku on
ds(a) =a—-as=a-0,88%a=(1-0,88%)a.

Té&maé voidaan jilleen palauttaa toisen vuoden arvonlaskuun ds(a) kirjoitta-
malla

d3(a) = (1-0,88%)a = (1-0,882 +0,882 - 0,88%)a = (1 - 0,88%)a + (0,882 - 0,88%)a
= dy(a) + (0,882 - 0,88%)a.

Siten auton arvo toteuttaa (rekursiivisen) palautuskaavan
ap = a ja apy1 = 0,88a,, n>0 (ostohinta a € R,)
ja sen yleinen termi on
a, =0,88"a, n>0. (ostohinta a € R,)
Vastaavasti auton arvonlaskulla on (rekursiivinen) palautuskaava
do(a) =0 ja dp.1(a) = d,(a) + (0,88" - 0,88 )a, n >0 (ostohinta a € R,)
ja sité vastaa yleinen termi
d,(a)=(1-0,88")a, n>0. (ostohinta a € R, )

(a) Uuden auton ostohinta on a = 20000 (euroa), joten sen arvonlaskun

(rekursiivinen) palautuskaava saadaan ylliolevasta paittelysta asettamalla
d, = d,(20000), jolloin

do =0 ja dpsy = d, +20000(0,88" - 0,88™*), n >0,

ja yleinen termi
d, =20000-(1-0,88"), n>0.

Auton arvonlasku vuosittain (ml. ostohetki) on (d,,)22, = (0;2400;4512;6370,56; .. .).

(b) Korjauskulut uudelle autolle ovat ensimmaéisenéd vuonna
T = 400.

Toisena vuonna korjauskulut ovat kasvaneet 18% eli korjaukseen palaa talloin
rahaa
ro =400-1,18 =472 eli 9 = 1,18 - ry.

Kolmantena vuonna korjauskulut ovat

r3=472-1,18 = 556,96 eli r3 = 1,18 - ry.



Korjauskuluja kuvaavan jonon (rekursiivinen) palautuskaava on
ry =400 ja r,,1 = 1,187, n>1
ja sité vastaa yleinen termi
T, =400-1,18" n>1.

(c) Arvioinnissa huomioidaan uuden auton arvonlasku (eli alkuperiisen
ostohinnan ja uudelleenmyyntihinnan erotus) seké korjauskulut kolmelta vuo-
delta, so. (euroina)

dy+ 71 +79+73=20000- (1-0,883) +400- (1 + 1,18+ 1,182) = 7799,52.

Kolmen vuoden kéyton jalkeen auton pitédmisen kustannuksiksi tulee 7799,52
euroa auton uudelleenmyynnin jilkeen.
(d) Jos auto hankitaan kaksi vuotta vanhana, sen ostohinnaksi tulee

a=ay=20000-0,88% = 15488.

Arvonlasku kolmantena vuonna on nyt d3(15488) ja korjauskulut vanhal-
le autolle lasketaan kolmannesta vuodesta eteenpéin, so. r3 + r4 + 5, joten
kustannuksiksi saadaan (euroina)

d3(15488) + 73+ 14+ 15 = 15488 - (1 - 0,88%) +400- (1,18% + 1,18% + 1,18%)
~ 6923,05.

Kaksi vuotta vanhan auton pitdmisen kustannuksiksi tulee 6923,05 euroa
kolmen vuoden ajalta auton uudelleenmyynnin jélkeen. Vanhan auton osta-
minen on siis edullisempi vaihtoehto.

Liite: raja-arvon maaritelma

Perustelu 2(a). Raja-arvo voidaan myos méarittaéa vetoamalla suoraan raja-
arvon maaritelméin. Olkoon e > 0 mielivaltainen.” Tarkastelemalla lauseketta
|% - 0| havaitaan, etta
-1 - 1
D DL 0
n n n

TRaja-arvon méisritelméssi on olennaista, etté luku € > 0 todellakin on mielivaltainen
— tdhén emme saa koskea. Lukujonon raja-arvon maéritelméssa on kuitenkin pelivaraa
kynnysindeksin k. > 0 suhteen: tdmén arvon me saamme valita (ja meidén pitadkin kyetd
valitsemaan) niin suureksi, ettd |(—1)"/n—-0] < € pitee aina, kun kriteeri n > k. on voimassa.
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Valitsemalla kynnysindeksiksi k. = % on ilmeisté, ettd kriteeristd n > k. = %
seuraa £ > 1, joten lausekkeelle (1) erityisesti pétee

-1" 1 1
‘Q—O‘z—@z aina, kun n > — = k..
n n €

Siis lim,, oo S22 = 0.

Perustelu 2(b). Lahestytdén ongelmaa jalleen mééritelmén kautta. Luku-

jono a, - +oo, jos jokaista lukua M > 0 kohti 16ytyy kynnysindeksi &y, > 0
siten, ettd a, > M aina, kun n > kj;. Olkoon siis M > 0 mielivaltainen. Kun
n > 1, niin jonon alkiot ovat positiivisia ja niille pétee

— +Inn>Inn.

n H,—/
— >0
>0

Logaritmi hajaantuu, kun n - co. Tama voidaan todeta valitsemalla kyn-
nysindeksiksi kj; = eM. Koska logaritmi ja eksponenttifunktio ovat toistensa
kaanteisfunktiota ja molemmat ovat aidosti kasvavia funktiota, niin vaati-
malla n > eM patee

1 lrlt aidosti Ine®=z
asvava iki .
Z+lnn>lnn O3 IneM RiklaeR o qina, kun n > M.

n
Siis lim,,_ e (% + lnn) = +00.

Perustelu 2(c). Perustellaan viite soveltamalla lukujonon raja-arvon méé-
ritelm&4. Olkoon € > 0 mielivaltainen. Nahd&in, etti

|(3+e)=3|=le™|=e?" kaikillan>1.

Valitaan kynnysindeksiksi k. = In/1/e ja vaaditaan n > In+/1/e = k..T Koska
funktio x = e72* on aidosti vihenevé, niin pétee

n>ln\/1/e

€727 aid. vdhenevi

B _o,, = ey:n jirjestys vaihtuu
‘(34‘6 2n)_3|:e 2n < e 21n\/1/5:eln5:6

aina, kun n > In\/1/e. Siis lim,, e (3 +€727) = 3.
Perustelu 2(d). Olkoon & > 0. Tehtévina on 16ytaa sellainen kynnysindeksi
k. >0, ettd n >k, = |% - 0‘ < . Havaitaan, etté

. -0l<e < (2)n <51123§%n1n2 <1n51n(2</:§)<0n> Ine
3" 3 3 In(2/3)’

-2n

tValinta on perusteltu, silli e ™" <& < —2n<Ine < n > —% Ine =1ln\/1/e = k..
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joten valitsemalla k. = ml(nﬁ seuraa (kulkemalla yo. yhtépitédvyysketjua lo-
pusta alkuun), ettd
2n

-0
3n

Ine

<e aina, kun n > In(2/3) = k..

Siis lim,, e (%)n = 0. Huomioi, ettd samanlainen péadttely toimii korvaamalla
luku 2/3 milld tahansa luvulla z € (-1,1).
Perustelu 2(e). Olkoon ¢ > 0 mielivaltainen. Jos n > 1, niin

sinn

|sinn|.

1
Il
n

— -
Sinifunktiolle pétee -1 < sinz < 1 kaikilla x € R. Yhtépitavésti [sinz| < 1

kaikilla x € R ja voidaan edelleen arvioida

sinn

|sinn| <

1
Il
n

1 ‘ 1
n n
Paittely eteenee samoin kuin a-kohdassa eli valitsemalla n > % saadaan

sinn

1 .
< —<e aina, kun n > —.
n €

-0

n

Perustelu 2(g). Tehtéva palautuu sen todistamiseen, etté jono a,, = cos(nm) =

(-1)", n > 1, hajaantuu. Tamén ndyttdminen soveltaa epdisuoraa todistusta
(reductio ad absurdum), joka perustuu seuraavaan metodologiaan:

e Halutaan osoittaa, ettd viite P on tosi.
e Tehd&dn vastaoletus: viite P on epéatosi.

e Osoitetaan, ettd viitteesté ei-P seuraa looginen ristiriita.f

.. Viitteen P on oltava tosi.

Aloitetaan siis tekemaélld vastaoletus: jono a, = (-1)", n > 1, suppenee ja
sen raja-arvo on lim,_. a, = A € R. Huomaa, etté raja-arvo on aina yksika-
sitteinen: luvulla A voi olla vain yksi mahdollinen arvo. Erityisesti voimme
raja-arvon mééritelméssé valita ¢ = 1, jolloin (vastaoletuksen voimassaolles-
sa) loytyy jokin kynnys k. > 0 siten, etta

|(-1)" - Al <1, kunn>k..

t Aritmeettisissa todistuksissa tdmé& yleensé johtaa esimerkiksi muotoa 1 = 0 tai muotoa
1 < 0 oleviin véittamiin, joita on (normaalilla jarjestysrelaatiolla varustetuissa lukujoukois-
sa) mahdoton hyviikksyd — ne muodostavat siis ristiriidan oletuksen, aksiooman tai muun
alemmin todistetun tuloksen kanssa.
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Jos n on jokin luku, joka toteuttaa n > k., voidaan edelleen valita n' = 2n,
jolle patee n’ > n > k. ja erityisesti

(D) -Al<le|[l-Al<le-1<1-A<le -2<-A<0.
Toisaalta valitsemalla n'" = 2n + 1 patee n'" >n > k., joten
(1) - Al<le|-1-A<le-1<-1-A<l<0<-A<2.

Erityisesti n” > n’ > k., joten molemmat ylla olevat véitteet ovat voimassa
samanaikaisesti eli -2 < —A < 0 < —-A < 2. Tdmé4 on kuitenkin ristiriita: luku
—A ei voi olla yhté aikaa seké positiivinen ettd negatiivinen! (Huomioi, etta
arvo 0 on poissuljettu!) Siispd vastaoletuksemme jonon suppenemisesta on
vadrin, joten jono a, = (-1)" = cos(nr), n > 1, hajaantuu.

Kurssimateriaali

[Alestalo] Pekka Alestalo. Differentiaali- ja integraalilaskenta 1. Aalto-
yliopisto, luentokalvot, 2016.
https://mycourses.aalto.fi/mod /resource/view.php?id=135608
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4. (a) (f)k2,=(1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144).
(b) Pidetdén tunnettuna, ettd Fibonaccin jonon f; = fo = 1 ja fuu =
fn+ fno1, n > 2, kahden perédkkiisen termin osaméérin raja-arvo suppenee ja

lim =71 ¢€(0,00). (1)

Halutaan osoittaa, ettd tdméa raja-arvo toteuttaa toisen asteen yhtalon r?2
r+1.

Tehtdvissa kannattaa ldhted liikkeelle sijoittamalla haetun yhtalon 72
r + 1 vasemmanpuoliseen lausekkeeseen luvun r maéaritelma ja pyrkia sie-
ventdmadn tama muotoon r + 1. Voimme liséksi olettaa, ettd n > 2, jolloin
voimme soveltaa Fibonaccin jonon rekursiota f,,1 = fn + fn.1 — olemmehan
kiinnostuneita vain lukujonon “hantapaéan” kiytoksesta! Siispéa

rt=ror Py ( lim M) fra=lntins ), ( lim Jnt Jnt }fnl) =7 lim (1 + f;l ) .

n—oo n—oo n—o00 n

n

Selvéstikin jono (1), suppenee kohti lukua 1. Toisaalta koska oletimme,
ettd fn/fuo1 "2 ¢ > 0, niin tdmén jonon alkioiden kidnteisluvuista muo-
dostetulle jonolle fo_1/f, "= 1 [Alestalo, Lause 1.3, kohta 4|. Koska nimé
summantekijijonot suppenevat, niin téstd seuraa [Alestalo, Lause 1.3, koh-

ta 1]

r? =7 lim (1+%):r(lim 1+ lim £)=T(1+1):r+1,

n—oo0 n n—o00 n—>00 n r

mika oli haluttu lopputulos.
Saadusta toisen asteen yhtélostd on helppo ratkaista r:n arvo:

1+V1+4 15
2 2

2

r=r+l<r?

-r—-1=0<er-=

THuomioithan, etté raja-arvolle pitee limy, oo frn1/fn = liMy oo frn/fn-1. Yleisemmin
limy, 0 @y = limy, 00 Gpyp milld tahansa kiintedlld luvulla £ > 0 — voimme aina jattaa
lukujonon alkupéisti pois dérellisen médrdn alkioita (tai tuoda jonon alkuun &direllisen
méaaran lisdi alkioita), silld raja-arvoa koskevat véitteet on asetettu lukujonon “hantapain”
alkioille!
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Koska oletimme, ettd r > 0, niin hylkd&dmme miinusmerkin ja saamme r:n

arvoksi
1+v5
r= :
2
Téama luku on kultaisen leikkauksen suhdeluku ja sitd merkitdan tyypillisesti
kreikkalaisella kirjaimella fii, ¢ = (1 ++/5)/2 ~ 1,618.
(c) Oletetaan nyt, ettd pétee r2 =+ 1 (toisin sanoen, r = ¢ tai r=1-;
mieti, miksi jalkimméinen arvo on nyt sallittu!). Maaritellddn jonon (a,)S,
alkiot asettamalla

a, = Ar"™ jollain vakiolla A € R.

Osoitettava, ettd ndin méaritelty jono toteuttaa rekursiokaavan a, = a,_1 +
Qp—o, kun n > 2.
Olkoon n > 2. Saadaan

yhteinen oletus

_ _o tekija Ar™2 _ 1=r2 _
Un1 + Gpg = Ar™L 4 Apn=2 F Ar"2(r+ 1) ET Armt ot = Art = a,,

mika oli haluttu lopputulos.
(d) Oletetaan tunnetuksi Binet'n kaava, joka antaa eksplisiittisen lausek-
keen Fibonaccin jonon n:nnelle termille:

VB - (1)L
2\/5 VE
Jalkimmaisessd lausekkeessa mutkikkaat termit on nyt ilmaistu kultaisen

leikkauksen suhdeluvun ¢ = (1 +/5)/2 avulla. Tavoitteena on osoittaa, etti
b-kohdan oletus oli perusteltu eli ettd on olemassa raja-arvo

n

lim =7 ¢€ (0, 00).

—00
n n

Lahdetddn tutkimaan perédkkiisten termien osamé&arai:

ol — (1= )+ (¢" ol ) (1- ) 1 .
fr1 _ 5 _ e ©" :90_(1_90)(5_1)
fa "= (1-p)" " (1-o)" 1_(é_1)"

V3 " "

Koska luku % -1=¢-2¢(-1,0), niin raja-arvon laskusdéntojen perusteella

geometriselle jonolle % — 1) "7 0 [Alestalo, s. 11]. Siispa

fml_9"‘(1‘9")($‘1)nnm@-(1—<p)-0_ g Lrvo
T 1= (5-1) I T (el 2 )
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