viikko 1, mallit 2 (taulutehtivit)
korjaus tehtavanumerointiin: 5 — 1, 1 — 2,2 — 3

5. (a) a1 =1jaa, =a,1+n? kan n > 2.

(b) a1 =1ja a, = a,-1 +n, kun n > 2.

(c) Havaitaan, etta seké osoittajassa ettd nimittajéssé esiintyy Fibonaccin
jono — mutta nimittédjassa esiintyva Fibonaccin jono on aina yhden termin
osoittajaa jaljessid. Toisin sanoen jonon yleinen kaava on

fn+1 n>1.

anf,_
n

Havaitsemalla, etté

n n n-— ]‘
a=f+1=f+f1:1+ , kun n > 2,

" fn fn Ap-1

saadaan jonolle rekursiivinen palautuskaava

ar=1ljaa,=1+ , kun n > 2.

n-1

Kurssimateriaali

[Alestalo] Pekka Alestalo. Differentiaali- ja integraalilaskenta 1. Aalto-
yliopisto, luentokalvot, 2016.
https:/ /mycourses.aalto.fi/mod /resource/view.php?id=135608



1. (a) a, = —%, n > 1. Jono on monotonisesti kasvava ja sen raja-arvo on
nolla.

(b) a, =mn, n > 1. Jono on monotonisesti kasvava, mutta sen kasvu on
rajoittamatonta eli a, — +oo. Kaikki monotonisesti kasvavat (vast. vihe-
nevit) ja ylhdaltd (vast. alhaalta) rajoitetut jonot puolestaan ovat suppe-
nevia, joten monotoniset jonot jotka eivit suppene kasvavat tai vihenevét
rajoittamattomasti!

(c) Ainoat suppenevat geometrinet sarjatf, joissa esiintyy toistuvia ter-
meji, ovat (kerroinvakiota vaille) muotoa

i 0", k>0.
n=k

Huomaa, ettd tapauksessa k = 0 on tehtdvd sopimus 0° := 1, jotta geomet-
rinen summakaava ﬁ olisi voimassa myds geometrisen sarjan kantaluvun
arvolle a = 0 (ja kyseessd on nimenomaan sopimus, joka koskee téssé yhtey-
dessé vain ja ainoastaan geometrisia sarjoja, silld laskutoimitusta 0° ei ole
yleisesti méadritelty; huomaa, ettd tissidkin tapauksessa sarjan hédntdpéaan on
oltava nollal). Ei ole olemassa muita suppenevia geometrisia sarjoja, joissa
esiintyy toistoja.

My6s geometrisessa sarjassa 1+ (=1) + 1+ (=1) + ... esiintyy toistuvia
termejé, mutta tdmaé ei ole suppeneva.

(d) Tehtédvanannon toteuttavat esimerkiksi kahden ja kolmen termin geo-
metriset summat

> 9"=10ja ).

n=0 n=0

1 2 (ﬁ_l)n—lo
—2 =10.

Yleiselle £ termin geometriselle summalle sopiva kantaluku a (kun indekséinti
alkaa nollasta) voidaan ratkaista yhtélosta 1‘1‘1_]:1 = 10. Huomaa, ettd jos
k > 2, niin sopivan a:n arvon loytdminen menee mutkikkaaksi (erityisesti
mikali k > 4, niin sopivalle a:n arvolle ei edes ole kaavaa suljetussa muodossa
— sen arvo on suurilla k ratkaistava numeerisesti). Rajalla k — oo tehtiva

kuitenkin yksinkertaistuu, kuten ndhd&in seuraavassa kohdassa.

tHuomaa, ettd sarja viittaa aina osasummien raja-arvoon; summa on aina &érellinen.
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(e) Tehtéviana on etsid luku a € (-1,1), joka toteuttaa

o0 " 1 B
r;)a _1_a_10.

Jalkimmaisen yhtélon ratkaiseminen tuottaa

1
1-a

=10©1=10(1—a)©1=10—10a©a=%.

Loydetty luku toteuttaa a € (-1,1), joten loydettiin suppeneva geometrinen

sarja
(o) 9 n
— 1 =10.
 (55) -0

n=0

2. (a) Maéritelldén jono (5,,)22;, jossa S; = 1000 on alkupééoma ja .S, on tilin
saldo (euroina) vélittomésti n:mnen talletuskerran jéilkeen. Jono toteuttaa
tehtévinannon perusteella rekursion S; = 1000 ja S,,; = 1000 + 1,05 - .5,
n > 1, ja laskemalla ensimméiset jonon alkiot auki saadaan

S, = 1000,

S, =1000+1,05-S; = 1000 + 1,05 - 1000,

S5 =1000+1,05- S5 = 1000+ 1,05- 1000 + 1,052 - 1000,

S, =1000+1,05- S5 = 1000+ 1,05-1000 + 1,052 1000 + 1,05% - 1 000.

Koska jonon alkiot Sy, Sy, S3 ja S; ovat geometrisia summia, niin tista voi
paitellat, ettd n:nnen talletuskerran jalkeen termi S,, on geometrinen summa

nl 1-1,05m
S,=1000-Y 1,05=1000- ———, n>1.
2 =105

i. Tilin saldo (euroina) 11. talletuskerran jélkeen on (pyoristettyné sentin
tarkkuudelle)

10 1- 1,051
Sp1=1000- 3 1,05% = 1000 - ———— w 14206,79.
k=0 1 - ].,05

TLisdtieto: Koska uusi pddoma saadaan aina rekursiivisesti edellisestd kaavalla Sp,q =
1000 + 1,05 - S, niin vaikuttaa ilmeiselté, ettd myds yleiselle n pétee arvoille Sy, Sz, S3
ja Sy todettu geometrinen “trendi”. Tarkkasilméinen lukija saattaa kuitenkin huomata,
ettd yleisen kaavan S, johtamisessa kiytetty intuitio ei ollut (ainakaan eksplisiittisesti)
deduktiivinen paéttely (yksittéisistd esimerkeistéd ei voi paatelld yleistd totuutta). Katso
monisteen lopussa olevasta liitteestd, miksi yleinen kaava on kuitenkin matemaattisesti
perusteltavissa matemaattisella induktiolla!
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Jos tarkkoja ollaan, tdmé tulos on itse asiassa véirin, koska pankki suo-

rittaa tililla olevalle saldolle pyoristyksen taysiin sentteihin joka vuosi ko-
ron hyvityksen yhteydesséd. Ottamalla normaalit pyoristyssadnnot huomioon
saadaan korjatuksi arvoksi itse asiassa 14 206,80 euroa — mutta tdma ei ole
laskettavissa geometrisen summan avulla.

ii. Kun talletuskerrat (ja vuodet) etenevét, niin tilin saldo eli jonon (S,,)2,
alkioiden raja-arvo voidaan ilmaista geometrisena sarjana

1000- )" 1,05".
k=0

Sarja ei selvéstikddn suppene silld geometrisen sarjan kantaluvulle 1,05 > 1,
joten
lim S, = +o0.

n—>oo

(b) Madritelladn jono (S,)s,, jossa S, on n:mtend paivand Tuusulan-
jarvessd olevan jatteen méérd (tonneina) puhdistamisen jalkeen. Merkitdén
Tuusulanjarvessa valmiiksi puhdistettavaksi soveltuvan jatteen méaraa S en-
nen uuden jatteen pumppaamisen aloittamista ja oletetaan, etta jarvessé ei
ole puhdistettavaksi kelpaamatonta jatettd.! Kun paivd n = 1 vastaa en-
simmaistd paivda, jolloin jarveen aletaan pumpata uutta jatettd ja puh-
distusmenetelmé poistaa joka paiva 25% jarvessa olevan jitteen kokonais-
médristd, niin jatteen madrdd Tuusulanjirvessd kuvaa rekursio Sp = S ja
Spi1=0,75- (S, +8), n > 0. Laskemalla auki tdmén jonon ensimméiset jése-
net, saadaan

So =S,

Sy =0,75-(Sp+8) =0,75-S +0,75 - 8,

Sy =0,75- (S, +8) = 0,75%- S + (0,75 -8 + 0,752 - 8),

S5 =0,75 (S5 +8) = 0,75%- S + (0,75-8 + 0,752 - 8 + 0,75% - 8),
Sy=0,75- (S5 +8) = 0,75+ S + (0,75 -8+ 0,75% - 8 + 0,75% - 8 + 0,75 - 8).

Siis n:ntend paivand puhdistamisen jalkeen saadaan jéatteen maérélle esi-
tys geometrisena summana (kts. monisteen loppuosan liitteesté, miksi taméa
yleistys on matemaattisesti perusteltavissa!)

n _ n+1
Sn:0,75”-S+8-Zo,75k:0,75“-5+8-0’75 0,75 n>l.

=1 1-0,75 7

tMikéli puhdistettavaksi kelpaamatonta jétettd olisi, voisi sen méérin lisdtd suoraan
pitkdn aikavélin jatem&drdn arvioon — oletettiinhan, ettd puhdistusmenetelmét poistavat
25% puhdistettavaksi soveltuvan jatteen kokonaismaarista.
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Pitkén aikavélin arvio saadaan méarittamalld jonon (.S,)22, raja-arvo, kun
n — oo. Koska nyt —1 < 0,75 < 1, niin 0,75"-S "0 ja osasummien raja-arvo
muodostaa suppenevan geometrisen sarjan, joten

hmsn=0+8.20,75’f:8-0’—75—8

= =8-3=24.
n—>00 k=1 1 _0,75

RN RN

Siis ennen pitkdd Tuusulanjarvessa velloo 24 tonnia jétetta.
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