viikko 1, mallit 3 (palautettavat tehtavat)
korjaus tehtavanumerointiin: 3 — 4,4 — 5,5 — 6

3. (a) Hajotetaan rationaalinen termi m osamurroiksi. Osamurtohajo-
telman voi 16ytda esimerkiksi mddrddamattémien kertoimien menetelmdlld:
olkoot A € R ja B € R tuntemattomia, ja pyritddn loytdméaan hajotelma

muotoa
1 A B

n(n+2) R

ratkaisemalla tdmén yhtélon toteuttavat luvut A ja B. Kertomalla yll& olevaa
yhtéloéd puolittain termilla n(n + 2) saadaan

1=A(n+2)+ Bn.

Kootaan oikeanpuolisessa lausekkeessa yhteen vakiot ja termien n yhteiset
tekijat, jolloin saadaan

0-n+1=(A+B)n+2A.

Koska vaadimme, etté yhtalo patee kaikilla n > 1, etsitdén sellaista ratkaisua,
jossa vasemman ja oikean puolen vakiotermit ja termin n kertoimet ovat
yhtésuuret; saadaan yhtaloryhma

0:A+B, Azl/za
<~
1=2A, B=-1/2.

Havaitaan siis, etta
1 120 1)2
n(n+2) n n+2
mikd voidaan todeta paikkansapitéviksi laventamalla oikean puolen ratio-
naalitermeille yhteinen nimittaja.
Tarkastellaan seuraavaksi osasummia
k 1 E12 & 1)2

Zn(n+2) :n; n Zn+2'

n=1 n=1




Havaitaan, ettd jalkimméinen summa on (etumerkkié vaille) sama kuin en-
simméinen summa mutta summausindeksid on siirretty kahdella ylospéain.
Voimme kompensoida téata siirtdmalla jalkimmaéisen summaussymbolin rajo-
ja kahdella ylospéin, jolloin

k 1 k12 21201 11 1
—_— —— —_— T — 1 _—— ——
2o & 2, 2( ECR k:+2)

n=1 n=1 n n=3 n

silld jokaisella k > 3 summausindeksejd 3 < n < k vastaavat termit kumoavat
toisensa (ja olemmehan toki kiinnostuneita vain siitd, mitd suurilla kn ar-
voilla tapahtuu). Koska kaikki sarjat ovat méaéritelméan mukaan osasummien-
sa raja-arvoja ja meilld on nyt lauseke jokaiselle tutkittavana olevan sarjan
osasummallle kun k£ > 3, niin tasté seuraa

> 1 k 1 1 1 1 1
Z—:limZ—:lim—(l —— )
Znn+2) ke Zn(n+2) ko2 2 k+1 k+2

ORY. N L 1)_1( __)_3
- 2(%1%“%5&2 dm g i) et 0-0) =

Huomaa, ettd ylldolevassa pééttelyssi kohta () on perusteltu sillé, etté jo-
not (k =) ) g 12 (k = )k , suppenevat molemmat erikseen, joten ndiden summa-
na muodostettu jono suppenee kohti nédiden raja-arvojen summia |Alestalo,
Lause 1.3].

(b) Sarja hajaantuu. Tamé& voidaan todeta esimerkiksi seuraavalla ta-

valla: pidetéfin tunnettuna, etti harmoninen sarja hajaantuu eli 300, 1 =

nln

+oo |Alestalo, Esimerkki 2.7]. Koska jokaiselle n > 1 pétee n > \/n > 1, niin
erityisesti n~1/2 > n~! > 0 ja sarjan osasummille saadaan

k k
> 31

3I>—‘

Antamalla k& — oo saadaan minoranttiperiaatteen [Alestalo, Lause 2.15| no-
jalla

3I+—‘

k k
RS
Rajalla siis tutkittavana olevan sarjan osasummat ovat alhaalta pain rajoi-
tettuja harmonisilla osasummilla, jotka rajahtavit k:n kasvaessa darettomyy-
teen. Siispd Yooqn /% = +o0.

Huom! Suhdetesti tai juuritesti eivét toimi aliharmonisille sarjoille.
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Liite: matemaattinen induktio

Oletetaan, ettd meillda on (luonnollisten lukujen avulla numeroitu) jono véit-
tamid Py, Py, P, ..., jotka haluamme osoittaa paikkansapitéviksi. Toisin sa-
noen, tavoitteena on osoittaa, ettd véite P, on tosi kaikilla n € {0,1,2,...}.

Koska 0 on mééritelmén mukaan pienin luonnollinen luku (voimme toki
aloittaa numeroinnin luvusta 1 tai mistd tahansa muusta luonnollisesta lu-
vusta), ja toisaalta annettua luonnollista lukua n € {0,1,2,...} kohti voimme
aina loytaa (jarjestyksessi seuraavan) luonnollisen luvun n+1¢€{1,2,3,...},
niin nyt néiden avulla numeroidut viittaméat (P,)c, on mahdollista jarjestés
siten, etta

Py on jarjestyksessd ensimmaéinen vaittdma,

Viittamaa P, seuraa valittomaésti vaittdma P, kaikilla n € {0,1,2,...}.

Siten, jos haluamme osoittaa vaittdmét P, todeksi jokaisellan € {0,1,2,...},
voimme soveltaa seuraavaa syllogismia:

e Osoitetaan aluksi, etté viite Py on totta (alkuaskel).

e Oletetaan, etté viite P, on totta mielivaltaisellan € {0,1,2, ...} (induktio-
oletus).

e Osoitetaan, ettd mikili viite P, on totta jollakin n € {0,1,2,...}, niin
myos viite P, on totta (induktioaskel).

- Viite P, on totta jokaisella n € {0,1,2,...}.

Induktiotodistuksen idea perustuu siis siihen, ettd jos P, = P, (eli
vaittaman P,,; paikkansapitdvyys on sidottu sitd edeltavan viittdméan P,
paikkansapitavyyteen) mielivaltaisella n € {0,1,2,...} ja viittdmét pysty-
tddn jirjestAmadn niin, ettd vdittdmistd ensimméinen (tédssd Pp) kyetddn
osoittamaan todeksi, niin viitteen P, totuus siirtyy tapahtumaketjussa

Py (totta) = P; (nyt totta, koska P, totta) = P, (nyt totta, koska P; totta) = --

eteenpéin kattaen jokaisen véittdmén P,, n € {0,1,2,...}. Kyseessi on siis
yksinkertaisesti vain dominoefekti.

Huom! On olennaista, ettd viittdmét tosiaan pystytddn numeroimaan
luonnollisilla luvuilla — meilla taytyy olla jarjestyksessd ensimméinen vait-
tdmé (tai dominopalikka), joka aloittaa “dominopalikoiden” kaatumisen ja
meidéan tulee olla varmoja, ettd dominopalikkavaittdmas P, seuraa wvalitto-
mdasti vaittdma P,,; (mikéli vaittdmien P, ja P,,; “valilld” olisi vaittdma,
esimerkiksi P(g;,+1)2, niin téstd dominoefekti ei sano mitdén!).



Sovelletaan matemaattista induktiota perustelemaan geometriset summa-
kaavat tehtdvien 2(a) ja 2(b) lukujonoille.

Perustelu 2(a). Olkoon (5,)¢, rekursiivisesti mééritelty lukujono S; =
1000 ja S,41 =1000+1,05-S5,, n>1. Viite on, ettd tilla jonolla on yleinen
kaava

n—1
S, =1000-% 1,05*, n>1. (1)
k=0

Erityisesti siis viittdmé&n premissi on, ettd jonon (.5,)¢; alkiot on mééritelty
palautuskaavalla S7; = 1000 ja S,,; = 1000+ 1,05- S, n > 1, ja varsinainen
vaittdmé P, on “geometrinen summakaava (1) on voimassa jonon jésenelle
S, kun n e {1,2,3,...}. Perustelu toteutetaan induktiolla luvun n suhteen.

Alkuaskel. Kun n = 1, niin méaéritelmédn mukaan S; = 1000. Nyt selvasti

1-1 0
1000- " 1,05% =1000- Y 1,05% = 1000 = S,
k=0 k=0

joten viite pétee jonon alkiolle S; (erityisesti P; on totta).
Induktio-oletus. Oletetaan, etté jollakin n € {1,2,3,...} pétee

n-1
S, =1000- )" 1,05".

k=0

Induktioaskel. Pidetdén induktio-oletus totena annetulla n € {1,2,3,...}
ja lahdetadn tarkastelemaan seuraavaa lauseketta:

(n+1)-1 n n-1
1000- > 1,05 =1000- (1 +y 1,05’“) =1000- (1 +1,05- > 1,05’f)
k=0 k=1 k=0

n—1 3 .
=1000 +1,05-1000- Y 1,05% "I 1 000 41,05+ S, = S,
k=0

jossa viimeinen vélivaihe seuraa jonon (rekursiivisesta) mééritelméasté. Eri-
tyisesti P, = P,.1, joten viite yleisen termin (1) paikkansapitdvyydesta on
induktion nojalla perusteltu kaikille n € {1,2,3,...}.

Perustelu 2(b). Olkoon (S,,):, rekursiivisesti mééritelty lukujono Sy =S
(S € R vakio) ja Spi1 = 0,75 (S, +8), n > 0. Tavoitteena on osoittaa, ettéi
jonolla on yleinen termi

S, =0,75"-5+8-5 0,75, n>1. (2)
k=1

Perustelu toteutetaan induktiolla luvun n suhteen.
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Alkuaskel. Tapauksessa n =1 pétee
0,75 - S +8- 21:0,75’€ =0,75-5+8-0,75 = 5.
k=1
Induktio-oletus. Oletetaan, etté jollakin n € {1,2,3,...} pétee
S, =0,75"-5+8- i 0,75
k=1

Induktioaskel. Pidetdén induktio-oletus totena annetulla n € {1,2,3,...}
ja lahdetadn tarkastelemaan seuraavaa lauseketta:

n+l n+l
0,75"1- S +8- 510,755 = 0,75 - (0,75" S+8-) 0,75k-1)
k=1 k=1
=0,75- (0,75" S +8-500,75% + 8) nduktio-oletus () 75 (G 1 8) = S\,
k=1

jossa viimeinen vélivaihe seuraa jonon (rekursiivisesta) mééritelméstéd. Viite

yleisen termin (2) paikkansapitévyydesté on siis induktion nojalla perusteltu
kaikille n € {1,2,3,...}.

Kurssimateriaali

[Alestalo|] Pekka Alestalo. Differentiaali- ja integraalilaskenta 1. Aalto-
yliopisto, luentokalvot, 2016.
https:/ /mycourses.aalto.fi/mod/resource/view.php?id=135608
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4. (a) Maarattava f(25/8) ja f(13/9). Koska

25 1
2342
g’y
niin 25 1 7 31
D)3 (1-2)=3+L=2
f(s) +( 8) 373
Edelleen
13 4
— =1+,
9
joten

((5) (-3

9 9
(b) Calkinin-Wilfin-Newmanin jono on mééritelty

alzljaan:ﬁ, n>2.
Lasketaan ensimmaiset kuusi termié:
0,121,
flar) = f(1)=1+(1-0) =2,
G- — -1
2 fla) 2
1 1 1
f(a2):f(§):0+(1—§)=§,
Gy= =9
’ f(az) % ’
flaz) = f(2)=2+(1-0) =3,
11
“ f(a3)_§7
1 1 2
ray=1(3)-0+(1-3)-3
1 1.3
CT ) 1Y
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Siis (an)8_; = (1,3,2,5,2,2).

5. (a) Kyseessd on geometrinen sarja
SER
“\2)  1-z/2 2-7%

joka suppenee tésmélleen silloin, kun |2/2| < 1 eli |z| < 2.
(b) Kyseessd on geometrinen sarja

o 2
25 (<22)" =
nzo( =T

joka suppenee tésmilleen silloin, kun | - 22| < 1 eli |2| < 1.
(c) Kyseessé on vakion ja geometrisen sarjan summa

z/3 3z

[e'e) z n
4433 (2) =4+3- -4
’ ,;(3) HEE T

joka suppenee tidsmilleen silloin, kun |z/3| < 1 eli |z| < 3.
(d) Kyseessé on geometrinen sarja

ad 1
2\n _

joka suppenee tésmélleen silloin, kun [22| < 1 eli |z| < 1.
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