




Diffis 1 loppuviikon 2 tuntitehtävät

Leibnizin kriteeri
Tarkastellaan vuorottelevia sarjoja

∑∞
k=1(−1)k−1ak, kun termit an ≥ 0 ovat (i) monotonisesti väheneviä ja

(ii) limn→∞ an = 0. Kaikki Leibnizin kriteerin eli oletukset (i) ja (ii) toteuttavat vuorottelevat sarjat ovat
suppenevia. Intuitiivisesti Leibnizin kriteeri voidaan ymmärtää siten, että sarjan seuraava termi kumoaa
edellisen melkein kokonaan. Meillä on luku, josta vähennetään pienempi luku, johon lisätään vielä pienempi
josta vähennetään vielä pienempi...
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Kuva 1: Sarja suppenee Leibnizin kriteerin mukaan. Kuvattuna summien Sn =
∑n
k=1

(−1)k−1

k arvot, kun
n kasvaa. Huomataan, että sarja suppenee kohti jotain arvoa välillä (0,685; 0,70) – myöhemmin kurssilla
käsiteltävien Taylorin kehitelmien yhteydessä käy ilmi, että osasummat suppenevat kohti arvoa ln 2.

Suppenevuudet
Itseinen suppeneminen

Sarja
∑∞
n=1 an suppenee itseisesti, jos

∞∑

n=1

|an| <∞.

Mikäli sarja
∑∞
n=1 |an| suppenee, niin tällöin myös sarja

∑∞
n=1 an suppenee. Esimerkiksi sarja

∑∞
n=1(−1)n 1

n2

suppenee itseisesti, sillä
∑∞
n=1

1
n2 suppenee yliharmonisena sarjana.

Ehdollinen suppeneminen

Sarja suppenee ehdollisesti, jos se suppenee muttei suppene itseisesti. Esimerkiksi sarja
∑∞
n=1

(−1)n
n suppenee

ehdollisesti, muttei itseisesti (vrt. harmoninen sarja).

Neperin luku
Neperin luku määritellään seuraavana raja-arvona:

e = lim
n→∞

(
n+ 1

n

)n
.
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Juuritesti
Juuritestillä voidaan tutkia potenssisarjojen suppenevuutta kuten suhdetestillä ja vertailuperiaatteella.

Merkitään
C = lim

n→∞
n
√
|an|

mikäli raja-arvo on olemassa. Jos

• C < 1, niin sarja suppenee itseisesti,

• C > 1, niin sarja hajaantuu,

• C = 1, niin testillä ei voida tutkia sarjan suppenemista.

Tehtävä 1
a) Yleinen termi on

an =
(−1)n−1√

n
.

Havaitaan, että yleinen termi on vuorotteleva. Tarkastellaan suppeneeko jono (|an|)∞n=1 monotonisesti:

∣∣∣∣
an+1

an

∣∣∣∣ =
1√
n+1
1√
n

=

√
n

n+ 1
< 1⇒ |an+1| < |an|.

Termit suppenevat siis monotonisesti. Lisäksi yleisen termin raja-arvo:

lim
n→∞

|an| = lim
n→∞

1√
n
= 0.

Leibnizin kriteerin perusteella sarja suppenee.
b) Yleinen termi on

an =
(−1)n

n2 + 2n+ 1
=

(−1)n
(n+ 1)2

.

Voidaan ratkaista kuten a), koska sarja on vuorotteleva.
Toinen vaihtoehto on soveltaa minoranttiperiaatetta. Aloitetaan kirjoittamalla

∞∑

n=0

(−1)n−1
(n+ 1)2

=
∞∑

n=1

(−1)n
n2

.

Koska
∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

(−1)n
n2

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

∣∣∣∣
(−1)n
n2

∣∣∣∣ =
∞∑

n=1

1

n2

ja yliharmoninen sarja
∑∞
n=1

1
n2 tunnetusti suppenee, niin myös tehtävänannon vuorotteleva sarja suppenee.

c) Tarkasteltavana on sarja
∞∑

n=1

1

n
sin
(nπ

2

)
= 1 · sin

(π
2

)
+

1

2
sin(π) +

1

3
sin

(
3π

2

)
+

1

4
sin(2π) + · · ·

= 1 + 0− 1

3
+ 0 +

1

5
+ 0− 1

7
+ · · · .

Havaitaan, että jättämällä parillisia arvoja n vastaavat nollatermit pois sarja on mahdollista kirjoittaa muo-
dossa ∞∑

n=1

1

n
sin
(nπ

2

)
=
∞∑

n=1

(−1)n−1
2n− 1

= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ . . . .
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