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Diffis 1 loppuviikon 2 tuntitehtavét

Leibnizin kriteeri

Tarkastellaan vuorottelevia sarjoja > r | (—1)¥~!ay, kun termit a,, > 0 ovat (i) monotonisesti viihenevii ja
(ii) limy, o0 an, = 0. Kaikki Leibnizin kriteerin eli oletukset (i) ja (ii) toteuttavat vuorottelevat sarjat ovat
suppenevia. Intuitiivisesti Leibnizin kriteeri voidaan ymmaértié siten, ettd sarjan seuraava termi kumoaa
edellisen melkein kokonaan. Meilld on luku, josta vihennetédédn pienempi luku, johon lisétdéan vield pienempi
josta vihennetdén vield pienempi...

o.9§— . 0_72; 1
0.8 1 I
: 0.70¢ IRV A
07F ] [ WWWVWWWWVvavvvvvvvvvvn
h 0.68} ]
0.6F ] I
i ] 0.66; 1
0.4k, , , , . 1 o064l , , , , ]
0 5 10 15 20 0 20 40 60 80 100

k—1
Kuva 1: Sarja suppenee Leibnizin kriteerin mukaan. Kuvattuna summien S, = > ;_; % arvot, kun
n kasvaa. Huomataan, ettd sarja suppenee kohti jotain arvoa vililld (0,685;0,70) — myohemmin kurssilla
késiteltdvien Taylorin kehitelmien yhteydessd kiy ilmi, ettd osasummat suppenevat kohti arvoa In 2.

Suppenevuudet
Itseinen suppeneminen

Sarja > | a, suppenee itseisesti, jos
o0
g lan| < oo.
n=1

Mikéli sarja >"°7 | |a,| suppenee, niin tillsin myds sarja Y- | a,, suppenee. Esimerkiksi sarja Y oo (—1)" %

’I’L2
suppenee itseisesti, silla Ezozl # suppenee yliharmonisena sarjana.
Ehdollinen suppeneminen
Sarja suppenee ehdollisesti, jos se suppenee muttei suppene itseisesti. Esimerkiksi sarja ) >~ | (_i)n suppenee

ehdollisesti, muttei itseisesti (vrt. harmoninen sarja).

Neperin luku

Neperin luku méaritellddn seuraavana raja-arvona:

e= lim .
n—o00 n




Juuritesti

Juuritestilla voidaan tutkia potenssisarjojen suppenevuutta kuten suhdetestilld ja vertailuperiaatteella.

Merkitaén
C= lim ¥/|ay|
n—oo
mikéli raja-arvo on olemassa. Jos
e (' < 1, niin sarja suppenee itseisesti,

e (C > 1, niin sarja hajaantuu,

e (' =1, niin testilld ei voida tutkia sarjan suppenemista.

Tehtava 1
a) Yleinen termi on

(-1
N

Havaitaan, ettéd yleinen termi on vuorotteleva. Tarkastellaan suppeneeko jono (|a,|)$%; monotonisesti:

Qp =

1
n
=¥ o, <12 Janti] < an-
Tn n+1

Termit suppenevat siis monotonisesti. Lisdksi yleisen termin raja-arvo:

1
lim |a,| = lim — =0.
n— 00 n—o00 1/M

an+1
Qn

Leibnizin kriteerin perusteella sarja suppenee.
b) Yleinen termi on
()" (=D
n2+2n+1  (n+1)%
Voidaan ratkaista kuten a), koska sarja on vuorotteleva.
Toinen vaihtoehto on soveltaa minoranttiperiaatetta. Aloitetaan kirjoittamalla

n =

i( n 1 e n
n:O 7’L+1 n=1

Koska

(D" (= — 1
e AR

. . . . o0 1 . .o . e ee .
ja yliharmoninen sarja anl -z tunnetusti suppenee, niin myos tehtavinannon vuorotteleva sarja suppenee.
c) Tarkasteltavana on sarja

e 9]
Z 1 sin(ﬁ) =1 sin(z) + 1 sin(7) + 1sin sm + 1sin(271') +
n 2 2 2 3 2 4

=140 1+0+1+0 1+
B 3 5 7 '

Havaitaan, ettd jattdmalld parillisia arvoja n vastaavat nollatermit pois sarja on mahdollista kirjoittaa muo-

dossa
=1 nm > - 1 1 1
Zzﬁm( ) Zz 2n—1 =logtygtoo



Muunnos on perusteltu, silld sin(%) = 0 kaikilla parillisilla arvoilla n = 2k, k € {1,2,3,...}. Jattamalla
parilliset (nolla) termit pois summamerkin siséille jiljelle jidvit vain parittomia arvoja vastaavat termit

‘iin(_(Qﬂ—'l)\’:) _ {_:2_’_}?_, ne{l,23...}1

1
Fn_1°
Timi sarja on vuorotteleva, joten voimme tutkia sen suppenevuutta Leibnizin kriteerilld. Tutkitaan aluk-
o0
si, onko jono (|a, )2, = (;:]“_ monotonisesti vilhenevi vertailemalla periikldiisten termien osamiifrii:

2n—1 1
Un41 21'114-1 2n—1
—— T s, 1= |”-n+1| & |un|‘
iy ) 2n+1

Jono (|a,|)72, on siis monotonisesti vilhenevi. Lisiiksi
lim —— =
n—oo 21— 1

Leibnizin kriteerin nojalla sarja suppence.
Tehtava 2

a) Sarja suppenee itseisesti silli

‘)JI’.

Z an

n=1
selviistikin suppenee geometrisena sa.rjana,,
b) Tarkastellaan aluksi, suppeneeko sarja itseisesti:

i
Z 2n

n=1

-a||_-

b-ll—‘

Saatiin harmoninen sarja, joka ei suppene. lLlltcl\'(l.[krlIlIIOIl ‘-h].l']rl suppenee silti, koska se toteuttaa Leibnizin
o0
kriteerin: jono (1 ) _, on monotonisesti viihenevi ja limy, o & — = 0. Titen sarja siis suppenee ehdollisesti.

c) Tarkastellaan vleisti termid
n

n+1’

iy = {_l)n
Rajalla n — oo havaitaan, ettéd

llm lan| = Iun ;T(l Y =1#0.
Erityisesti siis a,, 7 0 (kts. kommentti AV1 tehtéiviin 2a malllratkaisu&i‘sa}. Koska raja-arvo ei lihesty nollaa,
niin sarja hajaantuu (valttamaton ehto sarjan suppenemiselle ei totendu).
d) Koska

COSTL

e | cos x| <1

Emlkl]lu:El]E o
2=
n=1 =1

ja vliharmoninen sarja tunnetusti suppenee, niin teht:wanannon sarja suppenee itseisesti.

n?



