Muunnos on perusteltu, silld sin(%F) = 0 kaikilla parillisilla arvoilla n = 2k, k € {1,2,3,...}. Jattamalla
parilliset (nolla) termit pois summamerkm sisélle jaljelle jaavat vain parittomia arvoja vastaavat termit

L sin(@";l)’f) = D e {1,2,3,...).

2n—1
Téama sarja on vuorotteleva, joten voimme tutkia sen suppenevuutta Leibnizin kriteerilla. Tutkitaan aluk-
. . o0 . . . o . . s . [TRTIETET
si, onko jono (|a,|)$2, = (Tl—l)nﬂ monotonisesti viheneva vertailemalla perdkkiisten termien osaméaraa:
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An+1 2n+1 2n—1
= = <l= < .
a 2n1_1 o+ 1 lant1| < |an]

Jono (Ja,|)$2, on siis monotonisesti vihenevé. Lisdksi

li 1
1m
n—oo 2n — 1

=0.

Leibnizin kriteerin nojalla sarja suppenee.

Tehtava 2

a) Sarja suppenee itseisesti silld

selvastikin suppenee geometrisena sarjana.
b) Tarkastellaan aluksi, suppeneeko sarja itseisesti:

(_ n
2n

oo

>

n=1

Ion1
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Saatiin harmoninen sarja, joka ei suppene. Tehtdvinannon sarja suppenee silti, koska se toteuttaa Leibnizin
kriteerin: jono (l)zozl on monotonisesti viheneva ja lim, . % = 0. Téaten sarja siis suppenee ehdollisesti.

n
c) Tarkastellaan yleistd termié

n
n — -1 )
an = (=1)" =+
Rajalla n — oo havaitaan, etté
lim |a,| = lim L =1=#0.
n—oo n—>oc/n’(]_ )

Erityisesti siis a,, /4 0 (kts. kommentti AV1 tehtdvin 2a malliratkaisussa). Koska raja-arvo ei lahesty nollaa,
niin sarja hajaantuu (vilttaméton ehto sarjan suppenemiselle ei toteudu).
d) Koska

| cos z|<1

Z ’00571‘ kalkllla reR Z 1
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n=1
ja yliharmoninen sarja tunnetusti suppenee, niin tehtdvidnannon sarja suppenee itseisesti.

Tehtava 3

Tarkastellaan suppeneeko sarja
o0

Léhdetdan tutkimaan sarjan suppenevuutta juuritestilla:

/T n n n2_ n n 1 n—oo 1
|an|_ (n+1) _(nJrl) _(n+1)n—>e<1.
n

Juuritestin perusteella sarja suppenee itseisesti.
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Tehtava 4

a) Piirretddn prosessi.
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Vo
V3 _

b) Poistettujen véilien kokonaispituudet ovat prosessin ensimmaéisissé vaiheissa

2 3 3

1 1 1

= 2.(= 2. (2] = 22. =2
m=g+2(3) +2(5) —ur?(3)

joten yleiseksi termiksi saadaan geometrinen summa
mookel o I /Nt 1 2o () 2\"
=D _22(3> 312 _1<3> o=t
k=1 k=1

c¢) Jos prosessia jatketaan rajattomasti, voidaan poistettujen patkien yhteismitta laskea geometrisen

sarjan summana eli raja-arvona
. . 2\"
lim v, = lim (1—{ = =1-0=1.
n—o00 n—o00 3

Jos prosessia toistetaan rajattomasti, on poistetun osion lopullinen pituus 1. Koko véli ei kuitenkaan tule
tyhjennetyksi: kun poistetut kolmannekset ovat avoimia vélejé, niin poistettujen vilien padtepisteet — kuten
% ja % — eivit ikind kuulu poistettujen pisteiden joukkoon. Itse asiassa osoittautuu, ettéd jiljelle jadvien
pisteiden joukko on ylinumeroituva — erityisesti se on “suurempi” (mahtavampi) kuin luonnollisten lukujen
joukko N - silld jiljelle jadvit pisteet ovat pidosin irrationaalisia.!

L Aiheesta lisdd syventivilla kurssilla MS-E1280 Measure and integral.



Tehtava 5

Leibnizin kriteerin téyttéville sarjoille (vuorotteleva sarja, lim, o |an| = 0, |an| > |an+1|) pitee seuraava:
olkoon Sj, = S°F

nzl(—l)"_lan alternoivan sarjan k:s osasumma ja S = limy_, o, Sk. Talloin péatee

Sk = S| < [Sk — Skt1] = ag+1. (1)

Osasumma on siis 0,001 péaéssé sarjan arvosta, kun |agy1| < 0,001.
a) Lukujonon yleinen termi on muotoa
(_1)71

= any

Etsimme numeerisesti sellaisen a,:n termin, joka on aidosti pienempi kuin 0,001. Ensimmé&inen ehdon to-
teuttava arvo 16ytyy kun n = 4, jolloin

1
lag| = ) ~2.5x107° eli |ayg| < 1073,
Télloin yhtélon (1) perusteella
|Ss — S| < 0,001.
b) Sarjan yleinen termi on muotoa
n

Numeerisesti laskemalla havaitsemme, ettd lukujonon termi a4 toteuttaa
14 _ . _:
lats] = o1 ~ 85 x 10 Yeli Jayy| < 1073,
T&lloin yhtdlon (1) perusteella
|Sl3 — Sl < 0,001.
Bonus

Tehtavin 5 sarjojen arvot pystytddn madrittaméadn myos kisin. Kohdan a) sarja 16ytyy kiyttdmalld kosinin
sarjakehitelmé&d

o r2n © . r2n
cos(z) = 7;)(—1)" @y =t ;(—1) i

& Z_:l(—l)"(;n)' = cos(1) — 1.

Kohdan b) sarja 16ytyy hajoittamalla sarja osiin ja kiyttimilli summakaavaa?

oo k_ P
; kb = o (2)

2Huomaa, ettd timi kaava saadaan derivoimalla geometrisen sarjan lauseketta termeittiin ja kertomalla lopuksi kaikkia
termejd geometrisen sarjan kantaluvulla (téssd z).




Hajotetaan sarja osiin seuraavalla tavalla:

= n 2n—1 = 2n = 4n =2
n—1 _ — _
DTy =Y T L L
n=0 n=1 n=1 n=1 n=1
Kéayttamalla summakaavaa (2) saadaan
= 4n n i 16
—— =4 — =14 4 =
n n 1 ’
Zom = waETy
[o'e) e o] 1
2 1 7 2
Z2n:2247:2 41:§’
n=1 n=1 1- 1
= 2n n 1 8
n n 1
; 2 712::1 m (1-92 9
Téten alkuperdinen summa saa arvon
- 16-6-8 2
S g = =3
2n 9 9



