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MS-A010 viikko 3 loppuviikon
tuntitehtavien malliratkaisut

Yleisia kaavoja ja késitteitda ennen tehtavia

L’Hospitalin saanto

Olkoot f ja g jatkuvia ja derivoituvia funktioita joukossa A\ {a}, missd A on
avoin vali, joka siséltdé pisteen a. Oletetaan lisdksi, ettd

lim f(z) =limg(z) =0 tai Z4oo ja

Tr—a Tr—a
/

lim f/(@

Tr—a g (,CC)

Talloin osamé&iréan raja-arvo L on sama kuin osoittajan derivaatan ja nimitt&jan
derivaatan osaméaran raja-arvo

on olemassa.

Huomio! Ehto lim,_,, f(z) = lim,_, g(z) = 0 tai oo on muistettava aina
tarkistaa, sillda muuten I’Hospitalin sédénto4 ei voida kiyttail

Jatkuvuus

Funktio f : R — R on jatkuva pisteessid a, jos ja vain jos sen raja-arvo on
olemassa téssd pisteessd ja se yhtyy funktion arvoon pisteessi a, so. f(a) =
lim,_,, f(2). Funktion jatkuvuus pisteessi a voidaan osoittaa vetoamalla seu-
raavaan jatkuvuuden méaritelméan.

Olkoon A C R ja f: A — R funktio. Funktio f on jatkuva pisteessi a € A, kun
patee seuraava.

Jokaista £ > 0 vastaa sellainen § > 0, etté



|f(z) — f(a)] <e aina, kun xz € Ajalr—a| <d§ (1)

Tietyissa tapauksissa voi vaihtoehtoisesti kiyttaéd suppiloperiaatetta, joka toimii
seuraavalla tavalla.

Jos pétee

lim f(z) = lim g(x) =L

T—X0 T—X0
ja f(z) < h(z) < g(z) kaikilla 0 < |z — zo| < , niin

lim h(z) = L.

T—X0

Huomio! Funktion jatkuvuus on vilttdméaton ehto, mutta ei riittdva ehto, funk-
tion derivoitumiselle.

Derivoituvuus

Funktiolla f : R — R on derivaatta pisteessd g, mikili raja-arvo

oo @) = ()

T—X0 €T — xo

on olemassa pisteessé xg. Vaihtoehtoinen esitysmuoto on
. f(@o+h) — flzo)
lim : (3)
h—0 h
Kun raja-arvo on olemassa, niin funktion f derivaatta pisteessi zg on

f'(zg) = lim f(@) = flao) _ lim f(zo +h) *f(ffo)'

z—z0 T — g h—0 h

Alkeisfunktiot kuten kaikki polynomit, eksponenttifunktio, sin, cos, tan ja hy-
perboliset funktiot seké ndiden kiddnteisfunktiot ovat derivoituvia kaikkialla ma&-
rittelyjoukoissaan (ja nédiden derivaatoille on olemassa derivointisd&dnnét). Nai-
té aritmeettisilla operaatioilla (summa, tulo, osaméérd) ja funktioita yhdiste-
lemélld saadut funktiot ovat myos derivoituvia kaikkialla maarittelyjoukossaan
— mahdollset nollalla jakamiset siis poislukien. Funktio onkin siis derivoituva



tasmélleen silloin, kun sen derivaatan pystyy laskemaan (esimerkiksi %12 =2
pétee kaikilla z € R). Huomioi kuitenkin, ettd esimerkiksi paloittain mééri-
teltyjen funktioiden derivoituvuuden méarittdminen vaatii useimmiten derivoi-
tuvuuden tarkastelemisen erikseen péétepisteissé derivaatan mééritelméén (2)
tai (3) (erotusosamédrin raja-arvo) vetoamalla.

Huomio! Jos funktio f on derivoituva pisteessé xg, niin funktio f on talléin
myos jatkuva pisteessd xg. Funktion derivoituvuus on siis vahvempi ominaisuus,
kuin funktion jatkuvuus!

Taylor-polynomi

Taylor-polynomi P, (z; o) on funktion paras n-asteinen, kertalukuun n asti de-
rivaattojen arvot kehityskeskuksessa séilyttévéd polynomiapproksimaatio pisteen
xo (mahdollisesti pienessi) ympéristossi. Piste xg toimii Taylor-sarjan kehitys-
keskuksena. Jos funktio f on n kertaa derivoituva pisteessa xg, niin sen katkaistu
Taylorin kehitelmé voidaan laskea kaavalla

k) (g
Pa(e) = Paleszo) = 3 TP o ) @)
k=0 ’

Tehtava 1

Yleista: Monissa alakohdissa on helpointa ldhted ratkomaan L’Hospitalin sdén-
non avulla. Oletusarvoisesti sen kiayttod on hyvéa siis harjoitella. Muitakin rat-
kaisuja on olemassa, esimerkiksi kohdassa a) on esitetty myo6s vaihtoehtoinen
tapa raja-arvon magrittamiseksi.

.
a) Miiriittivi lim S22 %)
x—0 €T

Tapa 1: Kaytetaan trigonometrisia kaavoja ja tunnettuja raja-arvoja
hyodyksi. Pidetdéin tunnettuna, etti sin(2 - x) = 2 - sin(z) - cos(z).!

Nain ollen saadaan

sin(z)

lim sin(2 - x) _ lim 2 - sin(z) - cos(x) ~ lim

-2 - cos(x).
x—0 €T x—0 T x—0 X

Pitamaélld tunnettuna, ettd lim,_,q smgcﬂ = 1, saadaan

1Jatkon kannalta muutama dirimmiéisen hyddylinen trigonometrinen identiteetti: sin(x +
y) = sin(z) - cos(y) + sin(y) - cos(z), joten erityisesti sin(2 - &) = 2 - sin(x) - cos(z). Liséksi
cos(z + y) = cos(x) - cos(y) — sin(x) - cos(y), joten erityisesti cos(2 - z) = cos?(z) — sin(x)?2.



sin(z)

lim +2-cos(zr) =2-cos(0) =2-1=2.
—0 x
Tapa 2: Kéytetaan L’Hospitalin sdantoa. Huomataan, ettéa

limsin(2-2) =0 ja limx=0.
z—0 z—0

Siis lim, ¢ f(z) = lim,_,0 g(x) = 0, joten L'Hospitalin sédéntoa voi-
daan kayttaa:

in(2 - Lsin(2-z 2 - 2-
fig SB20) gy ae S ) e 2000s200) g gy 2o,
x—0 €T x—0 Em x—0 1

e g €0 — 1
b) Maarattava lim :
x—0 x

Tehtavd on helpointa ratkaista L’Hospitalin sdénnoén avulla. Huo-
mataan, etta

lim(e*—1)=1-1=0 ja limx=0.
z—0 z—0

Télloin lim, ¢ f(z) = lim, 0 g(x) = 0, joten L’Hospitalin sdantoa
voidaan kayttaa:

d T x
et —1 oo =(e"=1) et —
lim = lim 42 5 = lim =lime*=¢e" =1
z—0 T z—0 —T z—0 z—0
dx
cos(3-z)—1

c) Maarattava lim
x—0 x

Helpointa taas kdyttad L’Hospitalin sédntoa. Huomataan, etté

lim(cos(3-2) —1)=1—-1=0 ja limx=0.

x—0 z—0

Té&lloin lim, ¢ f(z) = lim, 0 g(x) = 0, joten L’Hospitalin sdantoa
voidaan kayttaa:



lim cos(3-x) —1 — lim %(cos(i z)—1) — lim —3-sin(3-z) -0
x—0 €x x—0 ax z—0 1
= -3.0=0.

Tehtava 2

Yleista: Téassa tehtavassa kiy ilmi, ettd kaikkialla derivoituvan funktion deri-
vaattafunktio ei vilttdméattd olekaan kaikkialla jatkuva. Tehtdvassd myos de-
monstroidaan, miten paloittain méaritellyn funktion derivoituvuus ja derivaat-
ta voidaan laskea erillispisteissé erotusosamééran raja-arvon avulla. Alakohdan
a) ratkaisutavassa 2 on myos esitelty funktion jatkuvuuden todistamista jatku-
vuuden (g, d)-ehdosta lahtien (kts. mééritelmé (1)). Jatkuvuuden osoittaminen
(ainakin téssé tehtéviissd) on ylivoimaisesti helpointa ratkaisutavalla 1 suppilo-
periaatetta kdyttden — kannattaa kuitenkin huomioida, ettd vaikka jatkuvuu-
den voikin tdssd yhteydesséd osoittaa ddrimmaéisen kitevilla suppiloperiaatteel-
la, niin kaikki jatkuvat (reaalisen muuttujan) funktiot toteuttavat viime kidessé
myos (g,0)-ehdon jatkuvuudelle.

f:R%Rjaf(x)zﬁ-sin(i),kunm;«é(),jaf(()):().

a) Tutkitaan, onko f(z) jatkuva. Kun x # 0, niin funktio f(z) = z*-
sin(%) on jatkuvien alkeisfunktioiden yhdistelméné jatkuva ainakin
joukossa R\ {0}. Funktion arvo f(0) = 0 on erikseen mééritelty.
Taten tutkitaan funktion f jatkuvuutta origossa x = 0.

Tapa 1 (suppiloperiaate): Koska sini oskilloi lukujen —1 ja 1 valilla,
niin kaikilla z € R\ {0} seuraa, etta

1 1
-1< sin<—) <1l= —|2? < x2-sin(—) < |27,
T T

joten

1
lim — 2% < lim 2? - sin(—> < lim |2°|
x

z—0 z—0 z—0



: s . (1
=0<lim z°-sin| — | <0.
x—0 x
Kun z ldhestyy origoa, niin tarkasteltavan funktion raja-arvo “pu-
ristuu” nollaan. Suppiloperiaatteen nojalla funktiolla f on siis raja-
arvo lim, o f(z) = 0 ja erityisesti f(0) = 0 = lim,_, f(x), joten
funktio f on jatkuva kaikilla z € R
Tapa 2 (jatkuvuuden (e, §)-méadritelmé): Olkoon € > 0 ja valitaan
§ > 0 siten, ettd 62 = ¢ eli ettd § = /¢ (tdmén valinnan merkitys sel-

viad todistuksen viimeiselld rivilld). Jatkuvuuden mééritelméssa (1)
nyt a = 0.

Olkoon 0 < |z — 0| < 4. Koska sini oskilloi lukujen —1 ja 1 vélilla,
niin erityisesti |sin(1) | < 1 kaikilla z € R\ {0} ja voidaan laskea

1 1
z? - sin(—)’ = |2?] - sin(—)‘ < |z?.
T T

Koska jatkuvuuden mééritelmén nojalla oletettiin, ettd 0 < |[z—0| <
§, niin téstd seuraa 0 < |z| < ¢ ja edelleen 0 < |22| < 6% Koska
valittiin 6 = /e, niin yllaolevasta pééttelysta seuraa

() = fO)] < [2? < 6* =&,

[f(x) = f(O)] =

Tamén perusteella funktio f(z) = 2? - sin(2) on jatkuva pisteessi

x =0 arvolla f(0) =0 ja on téten jatkuva kaikilla x € R

b) Tutkitaan, onko funktio f(x) derivoituva. Funktion f arvo saa-
daan kaavalla f(z) = ? - sin(1) kaikissa pisteissé paitsi origossa
xr = 0. Ensimméiseksi derivoidaan funktiota f(z) kun = # 0, jolloin
saadaan

f(z)=2- sin(é) T — cos(i) kaikilla z € R\ {0}.
Funktion f(x) derivaatta on siis mééiritelty kaikilla z € R\ {0}.
Origossa funktion arvo on mééritelty eri kaavalla (silld nollalla ja-
kaminen on laiton operaatio), joten pisteessid x = 0 derivoitumista
pitdd tutkia erikseen. Kayttamalld kaavaa (3) voidaan funktion f
derivaatta origossa madratéd erotusosamadrian raja-arvona



iy O+ = fO)

h—0 h h—0 h ’

makdli tamda raja-arvo on olemassa.

Olkoon h # 0. Talléin saadaan

Y114 olevalle raja-arvolle voidaan soveltaa suppiloperiaatetta samaan
tapaan kuin kohdassa a). Tiivistetysti

1 1
lim —|h| <limhA-sin| — ) <lim |h| = 0 <limh-sin| — ] <0.
h—0 h—0 h h—0 h—0 h
Suppiloperiaatteen nojalla siis erotusosaméarian raja-arvo on ole-
massa ja limy_,o h - sin(%) = 0, joten funktion derivaatta origossa on
f'(0) = 0. Néin ollen f(z) on derivoituva kaikilla z € R

¢) Kohdan b) perusteella voidaan todeta, ettd f'(0) =0 ja f'(z) =
2-sin(L) -z —cos(L), kun z # 0.

d) Jotta derivaattafunktio olisi jatkuva, tulee f'(z) derivaattafunk-
tion lahestyd arvoa f’(0) = 0, kun =z — 0. Tutkitaan derivaatan

raja-arvoa nollassa.

lim f(x) = lim (2 : sin(é) X — COS (é)) :

Koska kohdassa b) todettiin, etté lim,_,osin(1) -2 = 0, ei vakiolla 2
kertominen muuta lopputulosta. Télloin jaljelle ja&

| < 1 )
lim —cos| — |,
x—0 €x

ja x ldhestyessé nollaa kosinitermi saa alati tiuhempaa tahtiin arvoja
—1 ja 1 vélilta. Tédten derivaatta ei suppene arvoon f’(0) = 0, joten
derivaattafunktio ei ole jatkuva origossa. Huomaa kuitenkin, etta f’
on jatkuva joukossa R\ {0}.



Toinen tapa ndhdé derivaattafunktion epdjatkuvuus origossa on so-
veltaa jonojatkuvuutta [Alestalon luentokalvot, s. 43]. Méé&ritellddn
jono

Talloin selvasti x,, — 0, kun n — oo, joten sijoittamalla = < x,
kaavaan — cos(1) saadaan

1 n—oo

— cos (—) = —cos(2mn) = —1 222 140 = £(0),
Tn

joten selvasti derivaattafunktio ei ole jatkuva origossa. Itse asias-

sa jonoa (z,); muokkaamalla jonon (cos(ﬁ))z‘;l raja-arvoksi voi-

daan saada miké tahansa arvo véliltd [—1, 1], esimerkiksi valitsemal-

la ]
~n = —7 Z 17
v (2n— )7 "

saadaan

—cos(i) T2 140 = £(0).

ITL
Jonojatkuvuuden mukaan derivaattafunktio g = f’ on jatkuva ori-
gossa, jos ja vain jos lim,,_,. g(x,) = g(lim,_, z,) kaikilla sellaisil-
la jonoilla (x,)2 ,, joille lim,, . x, = 0. Selvéstikdén tdmé ehto ei
toteudu funktiolle f’ (raja-arvo, mikili se on olemassa, on yksikasit-
teinen), joten f’ ei ole origossa jatkuva.

Tehtava 3

Yleistd: Tehtdvd on ensimmaéinen katsaus Taylorin kehitelmien muodostami-
seen kdytannossd. Térkeintd on ymmértdd, miten Taylorin polynomi voidaan
rakentaa annetulle, n kertaa kehityskeskuksen a ympéristosséd derivoituvalle
funktiolle f, kunhan arvot f*)(a) kyetéiin laskea derivaatan kertaluvuille k =
0,1,2,...,n.

Maéarita 4 ensimméisté termié, kehityskeskus on a.
a) f(z) = sin(z), kehityskeskus a = 7.
Lasketaan derivaattojen arvot kehityskeskuksessa:

fla) =sin(z) = f(5) = &
eli vakiotermi on ag = \/Li’



