Toinen tapa ndhdé derivaattafunktion epdjatkuvuus origossa on so-
veltaa jonojatkuvuutta [Alestalon luentokalvot, s. 43]. Méé&ritellddn
jono

Talloin selvasti x,, — 0, kun n — oo, joten sijoittamalla = < x,
kaavaan — cos(1) saadaan

1 n—oo

— cos (—) = —cos(2mn) = —1 222 140 = £(0),
Tn

joten selvasti derivaattafunktio ei ole jatkuva origossa. Itse asias-

sa jonoa (z,); muokkaamalla jonon (cos(ﬁ))z‘;l raja-arvoksi voi-

daan saada miké tahansa arvo véliltd [—1, 1], esimerkiksi valitsemal-

la ]
~n = —7 Z 17
v (2n— )7 "

saadaan

—cos(i) T2 140 = £(0).

ITL
Jonojatkuvuuden mukaan derivaattafunktio g = f’ on jatkuva ori-
gossa, jos ja vain jos lim,,_,. g(x,) = g(lim,_, z,) kaikilla sellaisil-
la jonoilla (x,)2 ,, joille lim,, . x, = 0. Selvéstikdén tdmé ehto ei
toteudu funktiolle f’ (raja-arvo, mikili se on olemassa, on yksikasit-
teinen), joten f’ ei ole origossa jatkuva.

Tehtava 3

Yleistd: Tehtdvd on ensimmaéinen katsaus Taylorin kehitelmien muodostami-
seen kdytannossd. Térkeintd on ymmértdd, miten Taylorin polynomi voidaan
rakentaa annetulle, n kertaa kehityskeskuksen a ympéristosséd derivoituvalle
funktiolle f, kunhan arvot f*)(a) kyetéiin laskea derivaatan kertaluvuille k =
0,1,2,...,n.

Maéarita 4 ensimméisté termié, kehityskeskus on a.
a) f(z) = sin(z), kehityskeskus a = 7.
Lasketaan derivaattojen arvot kehityskeskuksessa:

fla) =sin(z) = f(5) = &
eli vakiotermi on ag = \/Li’



f(z) = cos(z) = f'(3) = \/%

. . . . 1 1
eli termin (z — a) kerroin on a; = T = 75

f”(x) — —Sin(x) = f”(%) _ _\%

eli termin (z — a)* kerroin on a; = — 55 = — 55,
FO ) = —cos(a) = FO(F) = 4
eli termin (z — a)? kerroin on a3z = —ﬁ = —ﬁ@.

Taman jalkeen arvot voidaan sijoittaa kaavaan

Pg(:v;z):ao+a1-(x—a)+a2-(x—a)2+a3-(:v—a)3,

4

joten saadaan
T 1 1 T 1 s 1 s
Piz:-)=—+—-(z—-)——— (2= ———— (z— =)

b) g(z) = cos(z), kehityskeskus a = 7.

Eréds tapa ratkaista tdméa tehtévd on huomata, ettd koska ' = g¢
ja potenssisarjaesitys on yksikésitteinen, niin haettu Taylorin kehi-
telmaé olisi helppo saada maarittamalla funktion f neljannen asteen
Taylorin kehitelma ja derivoida téata termeittéin.

Harjoituksen vuoksi lasketaan tdmaé tehtava kuitenkin suoraan masa-
ritelméaén vedoten.

g(z) = cos(z) = g(§) = 5 eliap = 5,
g'(r) = —sin(r) = g’(%) = _\/Lg eli a; = TN _\/Lia
( 1

g¥(z) = sin(z) = ¢®)() = \/Li eli az = ﬁ =55
Taman jalkeen arvot voidaan sijoittaa kaavaan

Pg(:v;%):ao+a1-(x—a)~|—a2-(x—a)2+a3-(:v—a)3,

joten saadaan



¢) h(z) = 1, kehityskeskus a = 1.

Lasketaan derivaattojen arvot kehityskeskuksessa:
fl@)y=1=f1)=1leliay =1,

f(z) = —%2 = f'(1)=—1lelia = —
f(x) = x% = f"(1)=2eliay =2 =1,
fOz)=-% = fO(1)=—6eliaz=—-F =—1.

Tamaén jalkeen arvot voidaan sijoittaa kaavaan

==
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|
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Py(a;1) = ag+ar - (x —a) +az- (z —a)’ +az- (v —a)’,

joten saadaan

Pyz;1)=1—(x—1)+ (z— 1) — (x — 1)
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Tehtava 4

Funktion f: x ~ sin(z?) Taylorin kehitelmé origon suhteen (eli
Maclaurin-sarja) on

Mazraa f/(0), £7(0) ja f19(0).

Tehtévin ratkaisemiseksi verrataan funktion f: z — sin(x?) potens-
sisarjaesitystéa termeittiin sen esitykseen Taylorin sarjana

£ (g )
P(z) = P(x;z9) = Z / k:(' ). (x — x0)".
k=0 '

Maclaurin-sarjassa zp = 0 eli (z — 29)¥ = z*, joten derivaattojen

arvot voidaan lukea potenssisarjaesityksen kertoimista.

Koska nyt
9 P 210 714
SO TR T TR
(0 (0 (10) ()
:f(0)+f,(0)$+f()x2+f()x3+...—|——f <)x10—|—...

2! 3! 10!
kaikilla x € R ja potenssisarjaesitys on yksikésitteinen, niin termien

x, 2° ja ' kertoimet voidaan asettaa yhtisuuriksi yhtilon oikean
ja vasemman puolen kesken.

Asettamalla 0 - x = f/(0)z kaikille € R saadaan f’(0) = 0. Toisin
sanoen koska sarjakehitelméssa ei esiinny ensimmaisen asteen termia
x, niin derivaatan arvo kehityskeskuksessa on 0.



Asettamalla 0 - 2* = £ f"”(0)2® kaikille z € R saadaan f”(0) =
0. Perustelu téaysin sama, kuin ensimmaisen kertaluvun derivaatan
suhteen.

le'settamalla ””5—1,0 = +:f19(0)2' kaikille z € R saadaan f19(0) =

5 = 30240. Téssa tapauksessa sarjakehitelmésté siis 16ytyy nol-
lasta poikkeava, astetta 10 oleva termi, joten myos 10. kertaluvun
derivaatta on nollasta poikkeava.

Tehtava 5
Maarita seuraavien sarjojen summa
a) l+a2+ 5+ 5+ 5+

Merkitéin y = 22, jolloin annetulle sarjalle

4 6 8 2 3 4
, Xt X0 X B vy Ly
1—|—$ +§+§+Z+..._1+y+2!+3!+4!+...
_ A TR
3 fees
k=0
kaikilla x € R.
by 14+ 2 42 oy oy
Eksponenttifunktiolle
v _q x> 3 2t
e’ = +$+§+§+E—|—...
o _ 4 2?2 3 7t
—e 7 = — +$—§+§—E+...
T —x xS ZL‘5
=e" —e :2(:E+§+a+...)
2 4
T_ ot T
=e" —e —2x(1+3!+5!+...),

joten olettamalla, ettd x # 0, saadaan tehtdvinannon sar-



jalle esitys

2 4 6 8 x -z
xr© ot x e’ —e
l4+—=+—=4+=+=+...=—, z R\ {0}.
gt 50 79l 2x \ {0}
Oikealla puolella oleva termi voidaan sieventéia muotoon!
T Sm};(‘r), x # 0, ja antamalla z — 0 seuraa vasem-
manpuolisesta sarjakehitelmasta valittomasti, etté
sinh(x
lim (z) =1
z—0 €T

Siispa tehtdvdanannon sarja vastaa funktiota

{%@), kun x # 0,

fz) = 1, kun z = 0.

Matemaattisessa kirjallisuudessa tata funktiota merkitaan
usein f = sinhc.

IHyperbolisen sinin ma&ritelmé: sinh(z) = %(cx —e *), zeR.
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