Diffis 1 alkuviikon 5 tuntitehtavat

Differentiaaliyhtédléiden (DY) ominaisuuksia

Kertaluku

Differentiaaliyhtélon kertaluku on yhtilossé esiintyvin korkeimman derivaatan kertaluku, esim. DY y(®) 4y =
r(z) on kertaluvultaan 6.

Lineaarisuus

Lineaaristen differentiaaliyhtéléiden ratkaisujen lineaarikombinaatiot ovat my6s DY :n ratkaisuja. Lineaarinen
kertaluokan n DY on muotoa

an(x)y(") + an,l(x)y("_l) + .ot ar(x)y + ao(z)y = r(x).

DY on homogeeninen jos r(z) = 0, muuten DY on epdhomogeeninen.

Separoituva DY

Separoituvat DY:t ovat differentiaaliyhtdloité, jotka pystytéddn kirjoittamaan muodossa

Y — f(a), (1)

jossa 3/ on y:n derivaatta muuttujan z suhteen ja g ja f ovat funktioita. Separoituva DY voidaan ratkais-
ta integroimalla yhtdlod (1) puolittain. Huomioimalla, ettd 3’ on yhdistetyn funktion 1/¢(y) sisidfunktion
derivaatta, voidaan DY ratkaista kuten

jOSsa 1 /(.’E) = f(x) ja Iil<y) = 1/(](y)

Tehtivi 1
2)

1
y/l+ y/+xy:ex'
z—1
Lineaarinen, 2. kertaluvun epdhomogeeninen DY, joka méaritelty, kun z < 1 tai z > 1.
b)
22 + (6ye? — z%)y’ = 0.

Epélineaarinen, 1. kertaluvun DY. Yhtélo ei ole lineaarinen, silld siiné esiintyy muotoa e¥ oleva termi deri-
vaatan y’ kertoimena.

c)

ou\? ou ou
2yl =— ) = =22=— 2 2. = 2
2z%y (83:) 5 x o & 2r7y(ug) u, = 27uy,.



Epélineaarinen, 1. kertaluvun ODY. Tehtévissd u = u(x,y, z) on usean muuttujan funktio, joten kyseessi on
osittaisdifferentiaaliyht#ls. Yhtild ei ole lineaarinen, silli eri muuttujien osittaisderivaattojen tulo (us)>u,
esiintyy yhtalossa.
d)

cosx —siny — (y")? = 0.

Epélineaarinen, 2. kertaluvun DY. Yhtild on epélineaarinen, sill siini esiintyviit termit sin y ja (y”)?. Nelioon
korottaminen ei muuta DY:n kertaluokkaa.

e)
Y (y(x)) = y(x).

Epalineaarinen, 1. kertaluvun DY. Koska y esiintyy funktion 1’ argumentissa, ei kyseessa voi olla lineaarinen
DY. Korkein yht&ldssa esiintyva derivaatan kertaluku on 1.

Tehtava 2

Lasketaan tehtavanannon funktioiden derivaatat:

d
p=e¢" = % = 2ze"
x
d
yp =¥ = % = 2e%®,
x
d
ys =e 2 = % = 2727
x
2 dy4 2 2
Yqg = x€ = a =€ + 2xe””.

a) Kokeilemalla havaitaan, ettd funktio y; toteuttaa yhtdlon

d
L _ ope®” = 2xy;.
dz
Ratkaistaan kuitenkin harjoituksen vuoksi annettu DY 3’ = 2zy. Havaitaan, ettd DY:114 on triviaalirat-

kaisu y(z) = 0, € R. Poistetaan tdmé tarkastelusta, jolloin separoimalla saadaan

1= 2zy (siirretdén y:t vasemmalle puolelle ja z:t oikealle puolelle)
x
dy . . s
& — =2zdx (integroidaan puolittain)
Y
dy . e . . . . . . y/(x)
&S | —= [ 2zdx (lisihuomio: vasemmanpuolinen integraali on tésmélleen [ e dz)
Y
Shlyl=2>+0C, CeR (integroimisvakiota ei saa unohtaal)
&yl = "t CeR (puolittain eksponentointi kumoaa logaritmin)
Syl = %" CeR (kiiytettiin laskusdintod aT¢ = aba®, a > 0, b,c € R)
sy==4e%", CeR (eliminoitiin itseisarvopalkit)
Sy= DeIZ,

jossa uusi vakio médritelty D = 4e®, kun C € R. Havaitaan, etti arvo D = 0 vastaa tdsmilleen DY:n
triviaaliratkaisua y(z) = 0, joten DY:n yleiseksi ratkaisuksi saadaan

y=De" , DeR.

Toisin sanoen, kaikki DY:n ratkaisut ovat ylld olevaa muotoa. Havaitaan, ettd vakio D = 1 vastaa tehta-
vinannon funktiota y;. Funktiot ys, y3 tai y4 eivit puolestaan ole DY:n ratkaisuja milld&n vakion arvolla
D eR.



b) Kokeilemalla havaitaan, ettéd funktio ys toteuttaa yhtalon

dys -2 —1,2 20,2
= =2 = —2y3 = -2 = —2e“"y;
dz Y3 Ys Y3
Ratkaistaan kuitenkin harjoituksen vuoksi annettu DY 3’ = —2e?%y2. Havaitaan, ettd DY:114 on triviaa-

liratkaisu y(z) = 0, = € R. Poistetaan tamé tarkastelusta, jolloin separoimalla saadaan

d
dy —2e%%q? (siirretdén y:t vasemmalle puolelle ja x:t oikealle puolelle)
x
d
& —32/ = —2¢*" dx (integroidaan puolittain)
Yy
d /
& / —32/ =— / 2% dx (liséhuomio: vasemmanpuolinen integraali on tésmélleen [ ;’(Sg dz)
y :
1
& ——=-e*4+C, CcR (integroimisvakiota ei saa unohtaal)
Y
1

Huomaa, ettéd jos D < 0, niin ratkaisu ei maéaritelty pisteessd x = %hl(fD). Havaitaan, ettd vakion arvo
D = 0 vastaa tehtdvinannon funktiota ys. Funktiot y1, yo tai y4 eivit puolestaan ole DY:n ratkaisuja mill&d&an
vakion arvolla D € R.

Tehtava 3

Ratkaistava DY
dy y+1

de = =z

DY maaéritelty joukossa = < 0 tai z > 0.
DY:1l4 on triviaaliratkaisu y(zr) = —1, kun x < 0 tai > 0. Poistetetaan tdmé tarkastelusta, jolloin
separoimalla saadaan

d +1 e . .
d—y — 4T (siirretddn y:t vasemmalle puolelle ja x:t oikealle puolelle)
x x
d d
& & (integroidaan puolittain)
y+1 T
dy dz v (

) = - (lisithuomio: vasemmanpuolinen integraali on tdsmiélleen f x) +1 dz)
Shjy+1]=lz|+C, CeR (integroimisvakiota ei saa unohtaal)
Sly+1=e" +C CceR (puolittain eksponentointi kumoaa logaritmin vasemmalta)
sly+1 =efemll CceRr (kiiytettiin laskusiéintod a®+¢ = aba®, a > 0 ja b,c € R)
sy +1 =%z (eliminoidaan itseisarvopalkit)
sy+1==x
&S y=Dzx—1,

jossa uusi vakio méiritelty D = +e®, kun C' € R. Havaitaan, etti arvo D = 0 vastaa tdsmilleen DY:n
triviaaliratkaisua y(x) = —1, joten DY:n yleiseksi ratkaisuksi saadaan

y=Dzx—1, DeR

Tehtdvanannon DY on mééritelty joukossa x < 0 tai z > 0, mutta huomaa, ettd DY:n varsinainen ratkaisu
on kuitenkin mahdollista jatkaa origoon.



Tehtava 4

Kaikkien alakohtien DYt voidaan ratkaista suoraan integroimalla.
a)

H{I)=f:—':dj::/30ztlr:3e‘+c, CeR.

b)
ylx) = [Ev'“ de=—-8""4+C, CcR.
c)
_
ylz) = f—a cos(6x) dr = —%siu[ﬁx'} +C CeR
d}

yla) = [QSiul:?x'}dx' = —r:;cus{?wj +C, C e



