Diffis 1 alkuviikon 5 kotitehtavat

Tehtava 4

Kaikkien alakohtien DY:t voidaan ratkaista suoraan integroimalla.
a)
dy z »
y(x) = ﬁdx: 3e’dxr =3e"+C, C eR.
b)
y(z) = /86796 dz=-8""4+C, C eR.

y(x) = /—5 cos(6z) dx = —% sin(6z) + C, C € R.

2
ylx) = /2sin(7x) dz = —5 cos(7x) + C, C € R.

Tehtava 5

Ratkaistava DY
Y3+ 23— zy?y = 0.

Havaitaan, ettd DY ei ole lineaarinen tai separoituva annetussa muodossa. Tehtévissd péadsee eteenpdin
suorittamalla muuttujanvaihto — ilmeiselta tuntuvia sijoituksia on muutama kappale.

Ratkaisu muuttujanvaihdolla v = £

Kokeilemalla muuttujanvaihtoa v = £ saadaan y’ = v + xv’. Téll6in DY voidaan saattaa muotoon

dv
P4 a® — oty =0 230% 4+ 2® — 2802 (v+ ') = 0 & BB + 2° — BT — 22 =0 & 2t — =2,

dx
kunhan x < 0 tai x > 0. Taéméa DY on selvastikin separoituva, jonka ratkaisuksi saadaan
dv dx
th?— =2® e v?dv = — (integroidaan puolittain)
dx x
dx
& / vidv= [ =
x
1
& gvs =Injz|+C, CeR (integroimisvakiota ei saa unohtaal)
s v®=3Inz|+ D, D:=3C€R (otetaan kuutiojuuri puolittain)

s v=+y/3lnlz|+D, DeR (v=1)
s y=zy/3ln|z|+ D, DER,

joka on mééritelty, kun x < 0 tai > 0. Kannattaa huomata, ettd vaikka lim,_oy(z) = 0, niin 16ydetty
ratkaisu ei kuitenkaan ole derivoituva origossa.



Ratkaisu muuttujanvaihdolla v = 3

Toinen tyrkylld oleva muuttujanvaihto on v = 32, jolloin v/ = 443 = 352y, Yhtlo voidaan siis kirjoittaa

d
funktion v DY:n& muodossa ’
1
y3+x3—xy2y’:0<:>v+m3—§xv’:O<:)xv'—3v:3a:3,

joka on lineaarinen 1. kertaluvun EHY.
DY:n voi ratkaista esimerkiksi seuraavilla kahdella tavalla.
Tapa 1: 1. kertaluvun lineaarisen DY:n ratkaisumenetelmi

Aloitetaan jakamalla DY termin gy’ kertoimella
/ 3 ;3 2 .
v —3v =3z v — —v =3z kun x <0 tai x > 0,
x

jolloin DY on nyt saatettu nk. normaalimuotoon v’ + p(z)v = ¢(x). Téllaisille DY:ille voidaan mé&&rittaa
ratkaisu seuraavin askelin:

i. Médritaén integroiva tekijé asettamalla u(x) = exp( [ p(z) dz).!

ii. Kerrotaan DY:t& puolittain integroivalla tekijélla u(z) # 0, jolloin saadaan

< u(@)v'(z) + u(z)p(r)v(z) = u(z)q(z) (ketjusiiants ' (z) = L exp([ p(z) dz) = p(z)u(z))
& u(2)v'(z) + v/ (z)v(z) = u(z)g(z) (tulon derivointisdintd L (u(z)v(z)) = u(z)v'(z) + v/ (z)v(z))
& % (u(z)v(z)) = u(z)q(z) (integroidaan puolittain)
< u(z)v(z) = /u(x)q(x) de+C, CeR (integroimisvakiota ei saa unohtaal)

& (@) = exp (— /p(x) dx) (/u(w)q(x) dz + C) L CeR (5 = exp(~ [ p(a) da)

Tissé tehtévéissé siis p(z) = —2 ja ¢(z) = 3z?, kun 2 < 0 tai z > 0. Sopiva ehdokas integroivaksi tekijiksi
saadaan laskemalla?

3 - 1
exp(/—dLE) :ef?)hlw:eln;p 321,73:73’ kun = > 0.
T x

Integroivaksi tekijéksi kannattaa siis valita ylldolevan lausekkeen laajennus suurempaan alueeseen

1
u(z) = —, kun = < 0 tai z > 0,
3

1Koska on meidén vastuullamme valita sopiva funktio integroivaksi tekijéksi, voi integroimisvakioksi valita nollan. Huomaa
lisiiksi, ettd tdssd on esteettisistd syistd merkitty exp(z) = e*.

2Lis#tieto: huomaa, ettd jos < 0, niin luonnollista logaritmia Inz ei ole olemassa! Kun = < 0, niin voidaan kiyttii
kompleksilukujen kunnan nk. logaritmin piéhaaraa, jolle erityisesti pitee Log z = In(—z)+im, kun z < 0. Néin ollen [ —3/zdz =
—3Logz = —3(In(—z)+ir) ja Eulerin kaavasta e!™ = —1 seuraa, etti u(x) = e~ 3Logr = ¢=3im—3In(-2) (ei”)*?’e]'“((*”f)_3> =
7(713)’3 = 1/:1:3, kun x < 0. Tulos on siis konsistentti tapauksen = > 0 kanssa! Aiheesta lisdd 10ytyy esimerkiksi kurssisivun
Materiaalit-vélilehdelld olevasta tiivistelméstd Kompleksiluvuista [Alestalo, erityisesti s. 7-9].



jolloin DY:lle saadaan joukossa x < 0 tai z > 0 ratkaisuksi

3
v — Zv = 3z? (kerrotaan integroivalla tekijilld u(z) = 1/23)
x
1, 3 3 e
& —=v - —v=— (sovelletaan tulon derivointisaantod)
x3 x? x
d /1 3 . . s
& —|=v)=- (integroidaan puolittain)
dz \ 23 x
1 3
& —v= / —dz
x x
1
& Zv=3nz[+C, CeR (integroimisvakiota ei saa unohtaal)
x
v =3In|z|+Cz®, CeR (v=1y3)
ey =33 |z|+C2®, CeR (lasketaan kuutiojuuri puolittain)

sy=zy/3lnz|+C, C eR,

joka on ratkaisu, kun = < 0 tai x > 0.

Huomio! Ratkaisumenetelméé voi soveltaa kaikille 1. kertaluvun lineaarisille DY:ille. Logaritmin reaali-
suutta ja kompleksisuutta ei kannata jaada miettimaéan liiaksi: padpointti on, ettd menetelméa toimii kunhan
(sopivasti sievennetyn) integroivan tekijin osaa vain muotoilla laajimmassa mahdollisessa joukossa. :)

Seuraava ratkaisutapa soveltuu myos yleisemmille lineaarisille DY:ille.

Tapa 2: HY:n ratkaisu ja vakion variointi

Tarkastellaan aluksi HY:4
v’ —3v=0.

Taméd DY on selvistikin separoituva, joten poistamalla tarkastelusta triviaaliratkaisu v(z) = 0, z € R,
saadaan separoimalla

d
2w —-3v=0%& md—v =3v (siirretddn v:t vasemmalle puolelle ja z:t oikealle puolelle)
x
d
P - 3 dz (integroidaan puolittain)
v x
d
& / R / 3 dx
v x
< loglv| =3log|z| +C, CeR (integroimisvakiota ei saa unohtaal)

& v =%z, CeR
sov==xe%3 CeR
& v = Da?,
jossa uusi vakio miiritelty D = +e®. Havaitaan, etti vakion arvo D = 0 vastaa triviaaliratkaisua v(z) = 0,

joten HY:n yleiseksi ratkaisuksi saadaan
v=Dz* DeR.

Lineaarisen DY:n ratkaisu saadaan lisidmaélla HY:n ratkaisuun jokin EHY:n yksittéisratkaisu. Yksittéis-
ratkaisun lgytdminen voi joskus olla vaikeaa, joten kokeillaan vakion variointina tunnettua tekniikkaa, jossa
HY:n ratkaisussa esiintyvi vakio D € R korvataan muuttujasta z riippuvalla funktiolla D = D(z). Télloin
sekd HY:n ratkaisu etté sen derivaatta saavat esitykset

v = D(z)2?, (1)
v = D'(z)2® + 3D(x)2”. (2)



Seuraavaksi kaavat (1) ja (2) sijoitetaan EHY:66n xv’ — 3v = 322, josta pyritdin ratkaisemaan funktio
D = D(x). Saadaan

v’ = 3v = 32% & x(D'(x)z® + 3D(x)z?) — 3D(z)x> = 323

& D'(z)z + 3D{)T° — 3D)T° = 32° (jaetaan yhtilé puolittain termilld )
tagicjc0>0 3

& D(z)= - (integroidaan puolittain)

< D(x) = / 3 dr =3In|z|+C, C €R. (integroimisvakiota ei saa unohtaal)
T

EHY:n yleinen ratkaisu saadaan sijoittamalla funktion D = D(x) kaava HY:n ratkaisuun, jolloin saadaan

v=D(z)r® = 3n|z| + C)2® =323 In|z| + C2®, C €R (v=1y3)
sy=zyv/3ln|z|+C, C €R,

joka on DY:n ratkaisu joukossa z < 0 tai z > 0.

Viitteet

[Alestalo] Pekka Alestalo. Kompleksiluvut. Aalto-yliopisto, 2016.
https://mycourses.aalto.fi/pluginfile.php/319499/mod_resource/content/1/kompleksi.pdf


https://mycourses.aalto.fi/pluginfile.php/319499/mod_resource/content/1/kompleksi.pdf

MS-A0105 viikko 5 loppuviikon
tuntitehtavien malliratkaisut
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Tehtava 1
a) ¥ =2zt y(2)=3.

Maaritetadn ensin yleinen ratkaisu. Kyseessd on ensimmaéisen kertaluvun se-
paroituva differentiaaliyhtélo, josta tiedetdén funktion y derivaatta. Funktio
y saadaan integroimalla yhtaloa puolittain:

dy_ 4
dx_x
e dy=2tde

<:>/1dy:/x4dx
25
<:>y:€+0, C eR.

Sijoitetaan yleiseen ratkaisuun alkuarvo y(2) = 3 ja ratkaistaan sen perus-
teella vakiolle C' arvo:

5
y(r)=—+C=3

5
25 32 15 32 17
5 5 5 5 5

Alkuarvotehtavan ratkaisu on siis

x> 17
y(x) = R

b) 3_13/7 = 1'3/2, ’y(3) = 7

Maaritetaan ensin yleinen ratkaisu. Kyseessd on ensimmaisen kertaluvun se-
paroituva differentiaaliyhtélo, josta tiedetdéan funktion y derivaatta. Funktio



y saadaan integroimalla yhtaloa puolittain:

dy_ 3/2
d:v_x

s dy =2*?de

<:>/1dy—/ 232 dx

2. g2

+C, C eR.

Sijoitetaan yleiseen ratkaisuun alkuarvo y(3) = 7 ja ratkaistaan sen perus-

teella vakiolle C' arvo:

2_35/2
y(3) = +C =7
2V/3°
& 3 =7
2../81-

Alkuarvotehtavan ratkaisu on siis

2-v81-v/3 35-18-V3
5 B 5 '

() = 2-2%2 35—18-V/3
=y 5
Tehtava 2

y"(z) — cos(z) =3, y(0) =1, ¥/ (0) =

Kyseessé on toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtéld, joka on epého-
mogeeninen. Yleisen ratkaisun méaarittdmiseksi esitetdan harjoituksen vuoksi

kaksi tapaa.



Helppo tapa: suora integrointi

Siirretddn epdhomogeeninen termi yhtasuuruusmerkin toiselle puolelle ja in-
tegroidaan kahdesti muuttujan = suhteen:

y"(z) — cos(z) =3 < y"(z) = cos(z) + 3

&Sy (x) = /(cos(x) +3)dx

S y'(r) =sin(z) +3x+c¢, ¢ €R

s y(z) = /(sin(w) +3z+4+c¢)dz, g €R

< y(x) = —cos(z) + 371;2 + x4 ¢, 1,0 €R,

joka on ratkaisu kaikilla x € R.

Alkuarvotehtavin y(0) = 1 = ¢/(0) ratkaisu mééritetdén sijoittamalla al-
kuarvot funktioiden y ja 3’ lausekkeisiin ja lasketaan nididen avulla arvot
vakioille ¢; ja cy. Tutkitaan ensiksi alkuarvoa y'(0) = 1, jolloin

y'(x) =sin(z) + 3z + ¢
=1=9(0)=sin(0)+3-04+c¢; =celic, =1.

Selvitetaén vield ¢y alkuarvon y(0) = 1 avulla. Koska nyt ¢; = 1, niin saadaan

1 =y(0) = —cos(0) + 07

+1-04+co=—-14coelicg=2.

Alkuarvotehtavan ratkaisu on siis

2

3
ylx)=x+2+ % — cos(x).

Yleisempi tapa: HY:n ratkaisu + EHY:n yksittaisratkaisu

Seuraava ratkaisutapa soveltuu yleisten lineaaristen ja epahomogeenisten dif-
ferentiaaliyhtaloiden késittelyyn.
DY:n yleinen ratkaisu saadaan ratkaisemalla ensin homogeenisen yhtélon

(tdssd y”(x) = 0) yleinen ratkaisu y, ja etsimalla jokin yksittaisratkaisu yo,

3



joka toteuttaa alkuperdisen yhtélon y;(z) — cos(z) + 3. Talloin lineaarisen
differentiaaliyhtélon y”(z) — cos(z) + 3 kaikki ratkaisut ovat muotoa

y(x) = yn(z) + yo(2).

Ratkaistaan ensin homogeeninen yhtalé y”(xz) = 0. Jilleen voidaan integroi-
da yhtdlod kahdesti muuttujan x suhteen (jolloin saadaan y(x) = ¢z + ¢,
c1,¢o € R). Toisen asteen vakiokertoiminen ja lineaarinen differentiaaliyh-
talo voidaan kuitenkin ratkaista yleisemmin tarkastelemalla sen karakteris-
tista yhtdlod. Karakteristinen yhtéalo saadaan sijoittamalla yhtdlo6n muotoa
y = e oleva, yrite, jolloin

2

d
y'(r) =0< @e’\’” =0 \eM =0.

Koska aina e’ # 0, johtaa timéi karakteristiseen yhtiloon A2 = 0, jolla on
kaksoisjuuri A = £0 = 0.

Néin ollen toisen asteen vakiokertoimisen differentiaaliyhtéalon ratkaisu saa-
daan ratkaisukaavasta [Alestalo, s. 195(ii)]

A Az A=0 . .
yn(x) = crze™ + e’ = cpwe” 4+ cpe” = c1x + o, 1,0 €R.

Epdhomogeeninen osa saadaan ratkaistua tekemaélld yrite alkuperéiseen yh-
téaloon i’ (z) = 3 + cos(z). Kiytetddn yritettd yo(x) = Acos(z) + Bx?, jossa
A, B € R méadraamattomia kertoimia, jolloin saadaan

Yo () = 3+ cos(x) & 2B — Acos(z) = 3 + cos(x).

Molempien puolien kertomien tulee olla yhtasuuret, jolloin saadaan

—-A=1, A=-1,
54
2B =3 B = %
Taten yleinen ratkaisu differentiaaliyhtélolle on

32
y(x) = —cos(z) + - + x4y, c,00 €R.
Alkuarvotehtdavan ratkaisu saadaan kuten ylla eli maarittamalla kertoimien
1 ja cg arvot yleisen ratkaisun avulla yhtaldistd y(0) = 1 ja 3/(0) = 1, jolloin
alkuarvotehtédvan ratkaisuksi saadaan samoin kuin ylla

3 2
ylx)=x+2+ % — cos(x).

4



