Tehtava 3
g—g:wy—Zy—i—x—Q.

Kyseessa on ensimméisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtélo. Harjoi-
tuksen vuoksi seuraavassa esitelladn kaksi mahdollista ratkaisutapaa.

Tapa 1: 1. kertaluvun lineaarisen DY:n ratkaisumenetelma

Aloitetaan siirtdmalld y-termit vasemmalle puolelle

d
—y—|—2y—xy::1:—2
dx
dy
& —+(2- =z — 2.
dx+( T)y =2z

Merkitédén p(z) = 2 — . Sen integraalifunktio on

P(z) = /p(x) de =2z — %

Kerrotaan differentiaaliyhtilod puolittain termilld e jolloin saadaan

d
@Y L (9 1)eP@y(z) = (z — 2)e"@.
dx
Yhtdlon vasen puoli on nyt tismélleen <= (ef@y(z)), mikd nihddén tulon
derivointisaannolla:
d

d
(" Dy(a)) = "Dy (@) + P(a)e"y = "D g (2= )"y ().

dz dx

Néin ollen yhtalé on saatettu muotoon

d

a(ep(x)y) = (x — 2)e@.

Integroimalla yhtaloa puolittain saadaan
eP(x)y:/(x—Q)eP(I)dm—I—C': —/(2—x)e2x_z2dx+0, CeR

1:2
slWy =% 4+ C CeR.



Yht#lon ratkaisu saadaan jakamalla puolittain termilld e”®), jossa P(z) =
2x — “;—2, jolloin saadaan

ﬂ')2
sy(z)=Ce2 -1, C€R,

joka on ratkaisu kaikilla x € R.

Tapa 2: separointi

Havaitsemalla, etté

d
D=y -y tr—2=yle—2+(@—-2) = (y+1)x-2),
on kyseessa selvistikin separoituva differentiaaliyhtéld. Poistamalla tarkaste-
lusta triviaaliratkaisu y(z) = —1, x € R, saadaan separoimalla
dy dy
— = Hxr—-2)e —— =(r—2)d
L=+ D=2 L =@-2d

_dy

y+1:/(x—2)dx

2
<:>1n]y+1|:%—2x+6’, CeR

12
Sly+l=e22¢ CecR
z2
sSy+1==+e 72 CecR
x2
&S y=De2 % 1,

jossa uusi vakio D = +e®. Havaitaan, ettd vakion arvo D = 0 vastaa trivi-
aaliratkaisua y(r) = —1, € R, joten differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu
on

12
y=Dez 2 -1, DeR,

joka on ratkaisu kaikilla = € R.
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Tehtava 4
y—2xy — 2® + 2%y = 0.

Kyseessd on ensimmaéisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtals. Yhtalo
voidaan kirjoittaa normaalimuodossa jakamalla puolittain termin 3y’ kertoi-
mella, jolloin saadaan
, 1 =2z
y+——y=1
x

kun z < 0 tai > 0.

Merkitdén p(z) = 1=2%, jonka (eris) integraalifunktio on

2

1 -2z 1 1
P(z) = der = —— —21 = —— —In(z?).
(@)= [ de = =1 = 2lnfa] =~ ~ (e

xr2

1
Kerrotaan differentiaaliyhtilod puolittain termilld eP® = e~z @) = —,
jolloin alueissa z < 0 tai z > 0 saadaan

e%,+ 1 2 67% _e*E
ny 2 x2y_ T2

{:)d e s _e_als
dx ny o2

Integroimalla yhtéloa puolittain saadaan

8=

(&

x2y:/ex—;dx+C’:e_;+C, C eR.

1
T

Nyt jakamalla yht&lo puolittain termilld - saadaan
1
e = C
y(z)=—7F+—7F]= Cera? + 22,
e e
x2 x2

1



Tutkitaan vield ratkaisun maérittelyaluetta. Vakio C' ei vaikuta méarittely-
alueeseen ja monomi 2% on médritelty kaikilla z € R. Termisti ex huoma-
taan, ettd kun x — 04 niin er — +00, ja vastaavasti kun x — 0—, niin
er — —oo. Yhtilén ratkaisu on siis madritelty, kun x < 0 tai x > 0.

Tehtava 5

v =y y—1)%

Kyseessd on ensimméisen kertaluvun autonominen DY (eli DY:ssé ei esiinny
muuttujaa x vapaana), jonka voi aina ratkaista separoimalla. Yhtalolld on

triviaaliratkaisut y(x) = 0 ja y(z) = 1, x € R, jotka poistetaan tarkastelusta.
Talloin separoimalla saadaan

dy
=P —12@/—:/1@:
y=y(y—1 - 1)
dy
s | —2—=x+C, CeR.
/yQ(y—l)2

Hajotetaan rationaalitermi osamurtoihin etsimalla osamurtohajotelmaa, joka
on muotoa
1 A B C D
Plu—1F Y g1 (1P
S1=A0 -2 +y) +Bl* —2y+ 1) +C(y* —y°) + Dy?
1=y (A+C)+y*(-2A+ B —-C+ D) +y(A—2B)+ B.

Jotta tdma yhtalo toteutuu, on y-termien kertoimet asetettava yhtéasuureksi
kuin 0 ja vakio-osan tulee olla yhtédsuuri kuin 1. Saadaan

B =1,

josta seuraa, etti 0 = A —2B=A—2eli A =2,

josta seuraa, etti 0 = A+ C =2+ Celi C = -2,

josta seuraa, ettdi 0 = —2A+B—-C+D=—-4+4+1+24+D=—-1+DeliD=1.



Tamén nojalla

2 1 2 1
/ 2 2
y =y (y—1 (:)/(—+—— + )dy:x—l—C,CGR
v-1) y oy y—1 (y—1)?

1 1
<:>21n|y|———21n|y—1]—yT1:x+C', CeR

Funktio H(y) on alueissa y < 0, 0 < y < 1 tai y > 1 jatkuva ja aidosti
kasvava, silla H'(y) = 2;71)2 > 0. Erityisesti se on néissé alueissa kidntyva,

joten differentiaaliyhtalon ratkaisun implisiittinen muoto on
Hy)=xz+0C, C €R.

Differentiaaliyhtélon ratkaisuparveen kuuluvat luonnollisesti myos triviaali-
ratkaisut y(z) = 0 sekéd y(x) =1, z € R.

Huomaa, ettd kunhan vakiolle C' on kiinnitetty jokin arvo, niin jokaista muut-
tujan z arvoa kohti voidaan ratkaista vastaava arvo y = y(z) esimerkiksi
Newtonin menetelmallé.
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