
Tehtävä 3
dy
dx

= xy − 2y + x− 2.

Kyseessä on ensimmäisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtälö. Harjoi-
tuksen vuoksi seuraavassa esitellään kaksi mahdollista ratkaisutapaa.

Tapa 1: 1. kertaluvun lineaarisen DY:n ratkaisumenetelmä

Aloitetaan siirtämällä y-termit vasemmalle puolelle

dy

dx
+ 2y − xy = x− 2

⇔ dy

dx
+ (2− x)y = x− 2.

Merkitään p(x) = 2− x. Sen integraalifunktio on

P (x) =

∫
p(x) dx = 2x− x2

2
.

Kerrotaan differentiaaliyhtälöä puolittain termillä eP (x), jolloin saadaan

eP (x) dy

dx
+ (2− x)eP (x)y(x) = (x− 2)eP (x).

Yhtälön vasen puoli on nyt täsmälleen d
dx
(eP (x)y(x)), mikä nähdään tulon

derivointisäännöllä:

d

dx
(eP (x)y(x)) = eP (x)y′(x) + P ′(x)eP (x)y = eP (x) dy

dx
+ (2− x)eP (x)y(x).

Näin ollen yhtälö on saatettu muotoon

d

dx
(eP (x)y) = (x− 2)eP (x).

Integroimalla yhtälöä puolittain saadaan

eP (x)y =

∫
(x− 2)eP (x) dx+ C = −

∫
(2− x)e2x−

x2

2 dx+ C, C ∈ R

⇔ eP (x)y = −e2x−
x2

2 + C, C ∈ R.
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Yhtälön ratkaisu saadaan jakamalla puolittain termillä eP (x), jossa P (x) =
2x− x2

2
, jolloin saadaan

y(x) = −e2x−
x2

2

e2x−
x2

2

+
C

e2x−
x2

2

, C ∈ R

⇔ y(x) = Ce
x2

2
−2x − 1, C ∈ R,

joka on ratkaisu kaikilla x ∈ R.

Tapa 2: separointi

Havaitsemalla, että

dy

dx
= xy − 2y + x− 2 = y(x− 2) + (x− 2) = (y + 1)(x− 2),

on kyseessä selvästikin separoituva differentiaaliyhtälö. Poistamalla tarkaste-
lusta triviaaliratkaisu y(x) = −1, x ∈ R, saadaan separoimalla

dy

dx
= (y + 1)(x− 2)⇔ dy

y + 1
= (x− 2) dx

⇔
∫

dy

y + 1
=

∫
(x− 2) dx

⇔ ln |y + 1| = x2

2
− 2x+ C, C ∈ R

⇔ |y + 1| = e
x2

2
−2x+C , C ∈ R

⇔ y + 1 = ±eCe
x2

2
−2x, C ∈ R

⇔ y = De
x2

2
−2x − 1,

jossa uusi vakio D = ±eC . Havaitaan, että vakion arvo D = 0 vastaa trivi-
aaliratkaisua y(x) = −1, x ∈ R, joten differentiaaliyhtälön yleinen ratkaisu
on

y = De
x2

2
−2x − 1, D ∈ R,

joka on ratkaisu kaikilla x ∈ R.
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Tehtävä 4
y − 2xy − x2 + x2y′ = 0.

Kyseessä on ensimmäisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtälö. Yhtälö
voidaan kirjoittaa normaalimuodossa jakamalla puolittain termin y′ kertoi-
mella, jolloin saadaan

y′ +
1− 2x

x2
y = 1,

kun x < 0 tai x > 0.

Merkitään p(x) = 1−2x
x2 , jonka (eräs) integraalifunktio on

P (x) =

∫
1− 2x

x2
dx = −1

x
− 2 ln |x| = −1

x
− ln(x2).

Kerrotaan differentiaaliyhtälöä puolittain termillä eP (x) = e−
1
x
−ln(x2) = e−

1
x

x2 ,
jolloin alueissa x < 0 tai x > 0 saadaan

e−
1
x

x2
y′ +

(
1

x2
− 2

x

)
e−

1
x

x2
y =

e−
1
x

x2

⇔ d

dx

(
e−

1
x

x2
y

)
=

e−
1
x

x2
.

Integroimalla yhtälöä puolittain saadaan

e−
1
x

x2
y =

∫
e−

1
x

x2
dx+ C = e−

1
x + C, C ∈ R.

Nyt jakamalla yhtälö puolittain termillä e−
1
x

x2 saadaan

y(x) =
e−

1
x

e−
1
x

x2

+
C

e−
1
x

x2

= Ce
1
xx2 + x2.
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Tutkitaan vielä ratkaisun määrittelyaluetta. Vakio C ei vaikuta määrittely-
alueeseen ja monomi x2 on määritelty kaikilla x ∈ R. Termistä e

1
x huoma-

taan, että kun x → 0+ niin e
1
x → +∞, ja vastaavasti kun x → 0−, niin

e
1
x → −∞. Yhtälön ratkaisu on siis määritelty, kun x < 0 tai x > 0.

Tehtävä 5
y′ = y2(y − 1)2.

Kyseessä on ensimmäisen kertaluvun autonominen DY (eli DY:ssä ei esiinny
muuttujaa x vapaana), jonka voi aina ratkaista separoimalla. Yhtälöllä on
triviaaliratkaisut y(x) = 0 ja y(x) = 1, x ∈ R, jotka poistetaan tarkastelusta.
Tällöin separoimalla saadaan

y′ = y2(y − 1)2 ⇔
∫

dy

y2(y − 1)2
=

∫
1 dx

⇔
∫

dy

y2(y − 1)2
= x+ C, C ∈ R.

Hajotetaan rationaalitermi osamurtoihin etsimällä osamurtohajotelmaa, joka
on muotoa

1

y2(y − 1)2
=

A

y
+

B

y2
+

C

y − 1
+

D

(y − 1)2

⇔ 1 = A(y3 − 2y2 + y) +B(y2 − 2y + 1) + C(y3 − y2) +Dy2

⇔ 1 = y3(A+ C) + y2(−2A+B − C +D) + y(A− 2B) +B.

Jotta tämä yhtälö toteutuu, on y-termien kertoimet asetettava yhtäsuureksi
kuin 0 ja vakio-osan tulee olla yhtäsuuri kuin 1. Saadaan

B = 1,

josta seuraa, että 0 = A− 2B = A− 2 eli A = 2,

josta seuraa, että 0 = A+ C = 2 + C eli C = −2,
josta seuraa, että 0 = −2A+B − C +D = −4 + 1 + 2 +D = −1 +D eli D = 1.
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Tämän nojalla

y′ = y2(y − 1)2 ⇔
∫ (

2

y
+

1

y2
− 2

y − 1
+

1

(y − 1)2

)
dy = x+ C, C ∈ R

⇔ 2 ln |y| − 1

y
− 2 ln |y − 1| − 1

y − 1
= x+ C, C ∈ R

⇔ ln

(
y

y − 1

)2

− 1

y
− 1

y − 1︸ ︷︷ ︸
=:H(y)

= x+ C, C ∈ R.

Funktio H(y) on alueissa y < 0, 0 < y < 1 tai y > 1 jatkuva ja aidosti
kasvava, sillä H ′(y) = 1

y2(y−1)2 > 0. Erityisesti se on näissä alueissa kääntyvä,
joten differentiaaliyhtälön ratkaisun implisiittinen muoto on

H(y) = x+ C, C ∈ R.

Differentiaaliyhtälön ratkaisuparveen kuuluvat luonnollisesti myös triviaali-
ratkaisut y(x) = 0 sekä y(x) = 1, x ∈ R.

Huomaa, että kunhan vakiolle C on kiinnitetty jokin arvo, niin jokaista muut-
tujan x arvoa kohti voidaan ratkaista vastaava arvo y = y(x) esimerkiksi
Newtonin menetelmällä.
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