Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Differentiaali- ja integraalilaskenta 1 (MS-A0105), syksy 2016
Alkuviikko 6, tuntitehtévien malliratkaisut

Eksaktit yhtalot

DY muotoa M (x,y) + N(x,y)y’ =0, jossa M, N: D - R ovat jatkuvia funk-
tioita alueessa D c R2, on eksakti, jos 10ytyy sellainen jatkuvasti derivoituva
potentiaali (integraalifunktio) F': D — R, etté

I ey =MGy) i Iw) = Nay) taikilla (2y) < D.
Y

Télloin differentiaaliyhtélon ratkaisut ovat yhtélon F'(x,y) = C, C' € R, impli-
siittisia ratkaisuja.

Nk. eksaktisuuslause takaa, etté kaksi kertaa jatkuvasti derivoituva poten-
tiaali F': D — R on olemassa yhdesti yhtendisessa alueessa D c R (erityisesti
silloin kun D on reidton ja suorakaiteen muotoinen alue), mikéli alueessa D
jatkuvasti derivoituville funktioille M ja N pétee

oM ON .y
a—y(m,y) = %(x,y) kaikilla (x,y) € D.

Kaantden, potentiaalia F' ei ole olemassa, mikali ylla oleva ehto ei toteudu
jatkuvasti derivoituville funktioille M ja N yhdesti yhtenéisessé alueessa D c
R2.

Muotoa M (x,y)+ N(x,y)y’ =0 oleva yhtélo ei yleensi ole eksakti, mutta
sille voi yrittdd hakea integroivaa tekijaa (x,y) — u(z,y) siten, ettd muun-
nettu yhtalo p(z,y)M(x,y) + p(z,y)N(z,y)y’ = 0 on eksakti. Sopivan in-
tegroivan tekijan voi 16ytéa kokeilemalla, mutta yleisesti sellaisen 16ytami-
nen voi olla haastavaa. Yksi tapa, jolla voi yrittda hakea integroivaa tekijas
perustuu ylla esitettyyn eksaktisuuslauseeseen vaatimalla, etta

%(u(x,y)M(:v,y)) = ﬁ(u(x,y)]\f(x, v))

@M(%y) (rcy)w(xy) (fvy) N(xy)gﬂ(xy)w(xy) (7,y)

o M) G (o) = N ) G o) = o) (G ) = G ).

ODY:iden ratkaisemiseen emme télla kurssilla mene, mutta tehtéva yksin-
kertaistuu merkittavisti, mikéli yhtélolle 16ytyy integroiva tekija, joka riip-
puu vain jommasta kummasta muuttujasta x tai y. Taméa ehto on helppo
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tarkistaa silld integroiva tekija p riippuu esimerkiksi vain muuttujasta x, jos
termi

N(i y)(aN( T,y) = —( y))

on mahdollista sieventaé sellaiseen muotoon, jossa y ei esiinny. Talloin yll&
oleva ODY voidaan muuttaa tavalliseksi DY:ksi

VL =) (G ) - 5 )

eli voidaan ratkaista p DY:std

1dp 1 (oM ON
v (G e - Gren) (1

Paattely on vastaavanlainen, mikali g riippuu vain muuttujasta y silla
muuttujien x ja y roolit vain vaihdetaan paattelyssa paikkain. Toisin sanoen,
jos
1 ON oM
m (%(fﬂ,y) - 8—y($>y))

on pelkistaan y:n funktio, niin integroiva tekija y — p(y) voidaan ratkaista

yhtalosta
1du ON

1 oM
PR (%m,y)—a—y(x,y)).

1. Tarkasteltavana on DY 22y’ — 3zy — 2y? = 0. Poistetaan aluksi tarkastelus-
ta triviaaliratkaisu y = 0 ja suoritetaan muuttujanvaihto z = £, joka tuottaa
y' = %(wz) = z+xz'. Tehtdvanannon DY voidaan alueissa x 2 0 saattaa sepa-
roituvaan muotoon, jonka ratkaisu voidaan maérittaéd ratkaisumenetelmalla:

22y -3y -2y2 =0 < 2*(z+x2)-32%2-22%22 =0

22+ a8y - 3222 -22%22 =0
< 232 =20%2 + 22222

d
< de—Z =22%(z+2%) (triviaaliratkaisu z = -1)
T
23-1 dz _ 2 Qo
2(z+1) =

< /%zf%dx

)



1
z+17

1 1 2
2’y -3zy -2y =0 < f(—— )dz=[—dx
z z+1 T

< Inlz|-Injz+1|=2In|z|+C, CeR

Huomioimalla, ettéd péatee ﬁ = % - t saadaan edellisesté

< In =lnz?+C, CeR
zZ+
? C+lnz?
< |——|=¢e , CeR
z+1
< 2 c
= =Dx*, D==ze
z+1

<  z=Dzx’z+ Dx?
<  z(1-D2?) = Da?

- Dax?
Z2=—
1-Dz2
z=2 Da3
= ys 1-Dax?’

joka on ratkaisu, kun D = +e®, C' € R. Havaitaan, ettd vakion arvo D = 0
vastaa triviaaliratkaisua y = 0. Havaitaan lisdksi, ettd ratkaisu on mah-
dollista jatkaa origoon. Ratkaisun lausekkeen nimittéajalla on nollakohdat
1-Dz? =0« x = ﬂ:%, jos D > 0. Ratkaisun eradssa vélivaiheessa tor-
méttiin triviaaliratkaisuun z = 1, joka vastaa funktiota y = —z. Néin ollen
DY:lle 16ydettiin ratkaisut
Da?
= —x kaikilla x € R tai =———, DeR

y y 1 _ Dx27 )
jossa jalkimmaéinen lauseke on méaritelty kaikilla x € R, jos D <0, ja alueissa
m<—%, ]:v\<% taix>%,josD>O.

2. (a) Merkitdén differentiaaliyhtélossa 22+ 1+2xy+ (22 +4y3)y’ = 0 funktioita
M(z,y)=2x+1+2ry ja N(z,y)=2>+4°

Haetaan potentiaalille lauseketta integroimalla funktiota M muuttujan x
suhteen:

[M(x,y)d:v:[(2:)3+1+2my)dx:x2+x+x2y+f(y),

fOsamurtohajotelman voi 16yt#d esimerkiksi seuraavalla tavalla: etsitdin ehdon ﬁ =
A, B

< + 77 toteuttavat médrddmattomét kertoimet A, B € R, ja téstéd pyorittelemélld saadaan

kriteeri 1 = A(z +1) + Bz = (A + B)z + A, jonka selvistikin toteuttavat A =1 ja B =-1.



jossa f = f(y) on jokin muuttujasta y mahdollisesti riippuva termi. Vastaa-
vasti integroimalla funktiota N muuttujan y suhteen saadaan

fN(fL’,y)dy=f(x2+4y3)dy=x2y+y4+g(w)7

jossa g = g(x) on jokin muuttujasta x mahdollisesti riippuva termi. Selvésti-
kin asettamalla f(y) = y* ja g(x) = 22 + x saadaan potentiaalille lauseke

F(z,y) = 2>+ 2+ 2%y +y* (+vakio),

joten tarkasteltava yhtalo on eksakti. Erityisesti differentiaaliyhtéalon ratkai-
sut saadaan implisiittimuodossa

P rr+riy+yt=C, CeR.

Vakion lisdédminen integraalifunktion lausekkeeseen ei muuta mitééan, sillé
sen voi suoraan siséllyttaéd yleisen ratkaisun vakioon C'.
(b) Tarkasteltavana on yht&lo

1 v
2+ —+2y+(r+4=)y' =0, x 20.
T T

Kertomalla yhtéalod puolittain integroivalla tekijalla u(z) = x saadaan tés-
mélleen a-kohdan DY

20+ 1+ 2zy + (22 +49°)y' =0, 220,
joka osoitettiin eksaktiksi. Ratkaisut ovat siis implisiittimuodossa
?+x+22y+y*=C, CeR, kun z 20.

Tehtédvanannon DY ei ole maaritelty origossa, joten tamé piste on poistet-
tava ratkaisuparven maérittelyalueesta. Huomioi kuitenkin, ettd b-kohdan
ratkaisut on mahdollista jatkaa origoon.

Huomio. Téssé tehtévissd integroiva tekija pu(x) = x on helppo péitella
vertailemalla a- ja b-kohdan yhtaloita keskenaédn silld a-kohdan yhtalé osoi-
tettiin eksaktiksi. Integroivan tekijén voi kuitenkin myos halutessaan maé-
rittédd eksaktisuuslauseeseen vedoten asettamalla b-kohdan DY:ssé

1 3
M(z,y)=2+—+2y ja N(x,y):x+4y—,
x x
jolloin

oM . ON Y3
a—y(%y) =2 ja %(x,y) =1 _4P

4



ja erityisesti

—
o

1 (oM ON 1+4% 1 1
- _ — z _ [ >
N([L’,’y) ( ay (way) 8..'[' (I’,y)) + 4?;3 x .I" Tr< 07

joka riippuu vain muuttujasta . Sijoitetaan termit DY:66n (1), jolloin sepa-
roimalla saadaan

ld_ﬂzlﬁd_ﬂzd_xéfd_ﬂz de
pdr =z nwox 1 x

< Inju/=In|z|+C, CeR < p=Dx, D=+eecR\{0}.

Erityisesti vakion arvo D = 1 vastaa b-kohdassa kéytettyé integroivaa tekijaa
p(x) = x. (Huomaa, ettd arvon D = 0 liittdminen yleiseen ratkaisuun ei ole
téssé tapauksessa mahdollistal Se ei olisi myoskdan mielekésté, silld yhtalon
kertominen puolittain nollalla ei ole sallittua.)

3. Tarkastellaan yhtdloa xy’ — 3y = 25, kun x > 0.
(a) Kirjoitetaan yhtalo normaalimuotoon jakamalla puolittain termilld x:

x 3
zy' -3y =a° < y’—;y=a:4. (2)

(b) Integroiva tekija p 16ydetdén asettamalla
p(z) =ef sdw g Bmr _gna™ _ 03 - 250, (integroimisvakio nolla)

(c) Kertomalla yhtéloéd (2) integroivalla tekijalla saadaan DY haluttuun
muotoon
1, 3 e d 1\
;y—gy—x <~ a(;y)—az
(d) Integroimalla yht&loéd puolittain muuttujan = suhteen saadaan DY:n
ratkaisuksi

1 1
Ey=§$2+0, CeR

1
@y:§x5+(]x3, CeR,

kun x > 0.
(e) Tarkastellaan normaalimuotoista yht&loa

y+p(@)y=q(x) < plx)y-q(z)+y =0,
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jossa maéaritelladn M (z,y) = p(x)y - q(z) ja N(x,y) = 1. Talloin termi

1 oM ON ]
oy g @9~ G @) = F0@) -0 =50

riippuu vain muuttujasta x ja integroiva tekija saadaan ratkaisemalla sepa-
roituva DY (kts. kohta (1))

1d d
Lopa) - 7”=p<x>da:

;dx
- fd—“:fp(x)dmc, CeR
I

- 111|,u|:fp(:c)dx+C', CeR
< |u|:ecexp(fp(x)dx), CeR

PR M:Dexp(fp(x)dx), D = ze%,

jossa vakio D € R~ {0}. Huomaa, ettd néin laskettu integroiva tekija vastaa
tasmalleen 1. kertaluvun lineaarisen differentiaaliyhtélon integroivaa tekijaa

z - @) missi u(x) = fp(x) dz.

__ Potentiaalin méaérittdmiseksi lasketaan muunnetulle systeemille M (z,y)+
N(z,y)y" =0, jossa M(x,y) = p(x)M(x,y) ja N(z,y) = p(x)N(z,y), inte-
graalit

[ T @pde= [ n@M@yyde=D [ exp [ p@)de) (o) - a(e)) do
= Dexp(f p(w)dl’)y— Dfexp(f p(fv)dx)Q(w)dx +f(y)
- @)y~ [ n@)a(@)dz+ 1)
ja
f N(z,y)dy = f p(x) dy = p(z)y + g ().
Potentiaali F' saadaan asettamalla f(y) =0 ja g(z) = - [ u(z)q(z) dz, jolloin
F(z,y) = p(x)y - fu(:c)Q(fc)dfc
ja sen tasa-arvokiyrat ovat

p(z)y - f p(z)g(z)de =C, CeR.

Huomaa, ettd ndin menettelemalld paadyttiin tdsmélleen 1. kertaluvun line-
aarisen DY :n ratkaisukaavaan!
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4. Ratkaisutapa 1. Tarkastellaan differentiaaliyhtéloa sin(%) y =y sin(%)ﬂc.
Suoritetaan muuttujanvaihto z = £, jolloin y’ = 2z + 22’ ja saadaan

. . 220 . . .
acsm(g)y’:ysm(g)+x o  resinz+ 222 sinz = zesinz + .
x x

Téama yhtélo on selvastikin separoituva, joten alueissa x 2 0 jako puolittain
termilla z? tuottaa

, o1 . _dx
Z'sinz== < ginzdz=—
x T
d
< fsinzdz= &
x
< —cosz=In|z|+C, CeR (1)

< z=zarccos(—In|z|+ D) +2mn, D=-CeR, neZ
(cos parillinen)

< y==zxarccos(D—In|z|) +2mnx, DeR, neZ,

jonka maérittelyalue on |[D —Inlz||< 1< -1<Injz|-D<1< D-1<Inlx|<
D+1 e el i<z <elPreli Pt <o <P tal —ePH <o < —eP7L.

Ratkaisutapa 2. Merkitdén DY:ssd M (x,y) = —ysin(%) -z ja N(z,y) =
xsin(y). Tutkitaan eksaktisuutta: koska

xT

oM R ) Y Y . ON .y Y y
(:ij) =TS )~ Cos| Ja _(ZU,y) =sm{ —|)— —Cos| — |,
dy r) x x

ox T T

niin yleisesti %—A; # %—];f, joten DY ei ole eksakti. Havaitaan kuitenkin, etta

termi

1 oM ONY —sin(%) - Lcos(¥) -sin(¥) + £ cos()
N(z,y) (a—y(x,y)—a—x)— xsin(%)

—2sinf<
o \ZT/



mahdollista ratkaista separoituvasta DY:sté [kts. luentomuistiinpanot|

1d
lde 2 dw_ 2,
wdz x 1

x
< fd—u=—fzdx

i x
< Injpu/=-2Inz|+C, CeR

D
= = D=+’ R~ {0}, 20.

Merkitéin integroivalla tekijélld p(x) = 1/22 kerrotussa DY:ssd M(z,y) =
p(z)M(x,y) ja N(z,y) = p(x)N(x,y). Potentiaalin F' etsimiseksi lasketaan

/M(z,y)dxz/(—%sin(%)—é) dx:—cos(%)—ln|x|+f(y),

jossa f = f(y) on jokin muuttujasta y mahdollisesti riippuva termi, ja

/N’(x,y)dyzfisin(%) dyz—cos(%)+g(x),

jossa g = g(x) on jokin muuttujasta x mahdollisesti riippuva termi. Asetta-
malla g(x) = —In|z| ja f(y) = 0 saadaan potentiaalille lauseke

F(x,y) = —cos(y) —1In|z|,
x
joten DY:n ratkaisut saadaan alueissa x 2 0 implisiittimuodossa yhtélosta
—cos(g) —Injz|=C, CeR.
x

Huomaa, ettéd etenemaélld kuten ratkaisutavassa 1 kohdan (1) jéilkeen voi rat-
kaisulle johtaa eksplisiittisen lausekkeen

y = xxarccos(—C —In|z|) + 2mnz, CeR, neZ,

jonka méaérittelyalue on e=¢~1 < |z| < e=¢*1. (Huomaa, etté ratkaisutavassa 1
tehty valinta D = —C' ei muuta ratkaisual)

5. Ratkaistava DY xy’ = \/2? + 3. Suoritetaan muuttujanvaihto z = £, jolloin
y' = z + xz'. Tehtavan neliojuuritermi on kiusallinen, silla jotta yhtalo olisi
mahdollista saattaa separoituvaan muotoon, on tapaukset z > 0 sekd z < 0
kisiteltivi erikseen.t

"Huomioithan, etté jos = > 0, niin « = Va2, mutta jos & < 0, niin z = —/2.



