mahdollista ratkaista separoituvasta DY:sté [kts. luentomuistiinpanot|

1d
lde 2 dw_ 2,
wdz x 1

x
< fd—u=—fzdx

i x
< Injpu/=-2Inz|+C, CeR

D
= = D=+’ R~ {0}, 20.

Merkitéin integroivalla tekijélld p(x) = 1/22 kerrotussa DY:ssd M(z,y) =
p(z)M(x,y) ja N(z,y) = p(x)N(x,y). Potentiaalin F' etsimiseksi lasketaan

/M(z,y)dxz/(—%sin(%)—é) dx:—cos(%)—ln|x|+f(y),

jossa f = f(y) on jokin muuttujasta y mahdollisesti riippuva termi, ja

/N’(x,y)dyzfisin(%) dyz—cos(%)+g(x),

jossa g = g(x) on jokin muuttujasta x mahdollisesti riippuva termi. Asetta-
malla g(x) = —In|z| ja f(y) = 0 saadaan potentiaalille lauseke

F(x,y) = —cos(y) —1In|z|,
x
joten DY:n ratkaisut saadaan alueissa x 2 0 implisiittimuodossa yhtélosta
—cos(g) —Injz|=C, CeR.
x

Huomaa, ettéd etenemaélld kuten ratkaisutavassa 1 kohdan (1) jéilkeen voi rat-
kaisulle johtaa eksplisiittisen lausekkeen

y = xxarccos(—C —In|z|) + 2mnz, CeR, neZ,

jonka méaérittelyalue on e=¢~1 < |z| < e=¢*1. (Huomaa, etté ratkaisutavassa 1
tehty valinta D = —C' ei muuta ratkaisual)

5. Ratkaistava DY xy’ = \/2? + 3. Suoritetaan muuttujanvaihto z = £, jolloin
y' = z + xz'. Tehtavan neliojuuritermi on kiusallinen, silla jotta yhtalo olisi
mahdollista saattaa separoituvaan muotoon, on tapaukset z > 0 sekd z < 0
kisiteltivi erikseen.t

"Huomioithan, etté jos = > 0, niin « = Va2, mutta jos & < 0, niin z = —/2.



1° Tapaus x > 0. ‘ DY voidaan nyt separoida:

2
xy =\/22+y2 o oy = 1+(%)
< z+xd=V1+22
dz fd:r:
< [ ——= | —=lnlz|+C, CeR.
[\/1+z2—z x e

Vasemmanpuolista integraalia on helpompi késitelld laventamalla rationaali-
termi luvulla V1 + 22 + z, jolloin saadaan

dz 1
e vall 2 d :/‘ 1 2d _2.
/ T+ .2 - f( +Zz +Z) z V1+2z Z+2Z

Suorittamalla jaljellé olevaan integraaliin muuttujanvaihto z = sinhw, dz =
cosh w dw, saadaan

f\/1+z2dz:f\/1+sinh2wcoshwdw:[cosh2wdw

1 1 1
=1 f(ez’“’ +2+e ) dw = FU g(eZ"” —e72v)

1 1 1
= —w + - sinh(2w) = —ar sinhz + — sinh(2 ar sinhz).
2 4 2 4
Koska sinh(2x) = 2sinh z cosh z, niin erityisesti

sinh(2 ar sinhz) = 2sinh(ar sinhz) cosh(ar sinhz) = 2z cosh(ar sinhz).

Toisaalta nyt cosh?(ar sinhz) = 1+sinh?(ar sinhz) = 1+ 22, joten hyperbolisen
kosinin positiivisuudesta seuraa

1 1
f\/1+z2dz: oL sinhz+§zv1+22. (2)

Tiedot yhdistamalld ja palaamalla muuttujaan y = xz saadaan ratkaisulle
implisiittinen esitys

1 21 2
Earsinh(y)+£ 1+(§) +§(y) =In|z|+C, C eR, kun z > 0.
i

T 2 T

2° Tapaus x < 0.‘ Edetdan kuten aiemminkin eli DY voidaan nyt sepa-
roida muodossa

2
Yy =\12+1y? o gy =- 1+(£)

X

<= z+ad=-V1+22
:—fd—m:—ln|x|+C, CeR.
x

@f dz
V1+22+2



Lavennetaan vasemmanpuolisen integraalin rationaalitermi luvulla vz + 22—
z, jolloin saadaan

:/(m—z)dZ:/mdz—%f

1 1 1
@ & sinhz + 52\/ 1422- 522.

/ dz
V1+z22+2

Ratkaisu saadaan siis implisiittimuodossa

%ar sinh(

e 8

)+% 1+(%)2+ (%)2zln|x|+0, jos x>0,
larsinh(%)+ £ g)zz—ln|x|+C, jos x <0,

kun C € R.



Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Differentiaali- ja integraalilaskenta 1 (MS-A0105), syksy 2016
Loppuviikko 6, tuntitehtavien malliratkaisut

1. Tarkastellaan yhtaloa e¥ + e=® + (e¥ + 2ye )y’ = 0. Merkitdan M (z,y) =
eV +e® ja N(x,y) = e¥ + 2ye~*. Tarkistetaan, onko yhtélo eksakti laskemalla

88—]\;(967?;)%3’ ja %—];[(I7y)=—2ye‘””'

Koska nyt %—M # %—g, niin eksaktisuuslauseen nojalla DY ei ole eksakti (kts. AV6
mallit). Haetaan siis DY:lle sopivaa integroivaa tekijas.

Téssa tapauksessa sopivan kandidaatin integroivaksi tekijaksi voi 16ytaa
kokeilemalla funktiota pu(xz) = e® silld tdmé eliminoi sopivasti hankaluuksia
aiheuttavan termin e ® DY:std, mutta ratkaistaan harjoituksen vuoksi in-
tegroiva tekija teoriaan vedoten.

Ensinnékin havaitaan, ettd koska termi

1
N(z,y)

ei riipu muuttujasta y, niin muuttujasta x riippuva integroiva tekija x — u(z)
voidaan ratkaista separoimalla DY:sté

e¥ +2ye™

(%—Aj(w,y) - %—Z(fc,y)) =t oues L

eY¥ + 2ye™*

L L0 ON) 1
pdez N\ oy Oz pdr
= d—'u:d

I

8

Inju|=2+C, CeR
p=De, D=+’ ecR\{0}.

)

Erityisesti siis p(x) = e on DY:n integroiva tekiji ja muunnetuksi DY:ksi
saadaan

eV+e P+ (eV+2ye)y' =0 o eV +1+(e"V+2y)y =0.

Merkitéin M(z,y) = e**v + 1 ja N(x,y) = e**¥ + 2y. Haetaan potentiaalille
F' lauseketta integroimalla ensin funktiota M muuttujan x suhteen, jolloin
saadaan

fﬁ(m,y}dx=f(em+y+1)dx=e“y+x+f(y),

1



jossa f = f(y) on jokin muuttujasta y mahdollisesti riippuva termi. Vastaa-
vasti

f N(z,y)dy = f(e’”y +2y)dy = " + y* + g(x),

jossa g = g(x) on jokin muuttujasta x mahdollisesti riippuva termi. Asetta-
malla f(y) = y? ja g(x) = x saadaan potentiaalille lauseke

F(z,y) =e™ +x +y* (+vakio).
DY:n ratkaisut saadaan siis implisiittimuodossa

e“Yirx+y’=C, CeR.

2. Ratkaisutapa 1. Kyseessa on 1. kertaluvun lineaarinen DY, joten kirjoite-
taan se normaalimuodossa

< y+—-y=——, kunz 20. (1)
x
Havaitaan, ettd termin y kertoimella on erds integraalifunktio
3 3 ST
f —dz =3Logx = Log(z?), (logaritmin padhaara)
x
joten maaritelladn integroiva tekija asettamalla
p(z) = e = 33 120,

Kerrotaan yhtéloéd (1) puolittain integroivalla tekijélla, jolloin saadaan

d
2y + 3%y =sinz < d—(m3y)=sinx < x3y:fsinxdx
x
C —-cosx
< 'y=-cosz+C, CeR o y=—"F1—, CeR,
x

joka on ratkaisu alueissa x 2 0.

Ratkaisutapa 2. Tarkastellaan aluksi homogeenista yhtalod xy’ = —-3y. Téa-
maé on selvéstikin separoituva. Poistetaan tarkastelusta triviaaliratkaisu y = 0,
jolloin ratkaisuksi saadaan

T2 d 3d
s i

< Inly|=-3Logz+C, CeR
< y=§, D =e® e R~ {0}.



Havaitaan, etti vakion arvo ) = 0 vastaa triviaaliratkaisua, joten homogee-
nisen vhtilon vleinen ratkaisu on muotoa

yz%, DeR, rz0.

Vield on ratkaistava epahomogeeninen DY zy' = -3y + "“J,—“;ﬁ Koska kvsees-
si om lineaarinen DY, niin ratkaisu saadaan lisimiilld homogeenisen vhti-
lon ratkaisuun jokin epihomogeenisen yvhtilon vksittiisratkaisn. Kokeillaan
yvksittdisratkaisun etsimisessi vakion variointia eli korvataan vakio I} muut-
tujasta x riippuvalla termilla D = D(x). Talloin

D@) o, . D@ _3DG)

i i

Sijoitus alkuperiiseen vhtéléon tuottaa

:iirtar o Pl _ 3!);,3*)'= —EUM+ sin
2 e P

T 2 r?

oy = -3y +
< [D'(x)=sinz (integroidaan puolittain)
< D(r)=-cosx+C, CekR.

Siispi differentisalivhtilon ratkaisuksi saadaan

C'—cosx
gyt P DR 2320

T



