
mahdollista ratkaista separoituvasta DY:stä [kts. luentomuistiinpanot]
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µ

dµ

dx
= −2

x
⇔ dµ

µ
= −2

x
dx

⇔ ∫
dµ

µ
= −∫

2

x
dx

⇔ ln ∣µ∣ = −2 ln ∣x∣ +C, C ∈ R

⇔ µ = D

x2
, D = ±eC ∈ R ∖ {0}, x ≷ 0.

Merkitään integroivalla tekijällä µ(x) = 1/x2 kerrotussa DY:ssä M̃(x, y) =
µ(x)M(x, y) ja Ñ(x, y) = µ(x)N(x, y). Potentiaalin F etsimiseksi lasketaan

∫ M̃(x, y)dx = ∫ (−
y

x2
sin(y

x
) − 1

x
) dx = − cos(y

x
) − ln ∣x∣ + f(y),

jossa f = f(y) on jokin muuttujasta y mahdollisesti riippuva termi, ja

∫ Ñ(x, y)dy = ∫
1

x
sin(y

x
) dy = − cos(y

x
) + g(x),

jossa g = g(x) on jokin muuttujasta x mahdollisesti riippuva termi. Asetta-
malla g(x) = − ln ∣x∣ ja f(y) = 0 saadaan potentiaalille lauseke

F (x, y) = − cos(y
x
) − ln ∣x∣,

joten DY:n ratkaisut saadaan alueissa x ≷ 0 implisiittimuodossa yhtälöstä

− cos(y
x
) − ln ∣x∣ = C, C ∈ R.

Huomaa, että etenemällä kuten ratkaisutavassa 1 kohdan (1) jälkeen voi rat-
kaisulle johtaa eksplisiittisen lausekkeen

y = ±xarc cos(−C − ln ∣x∣) + 2πnx, C ∈ R, n ∈ Z,

jonka määrittelyalue on e−C−1 ≤ ∣x∣ ≤ e−C+1. (Huomaa, että ratkaisutavassa 1
tehty valinta D = −C ei muuta ratkaisua!)

5. Ratkaistava DY xy′ =
√
x2 + y2. Suoritetaan muuttujanvaihto z = y

x , jolloin
y′ = z + xz′. Tehtävän neliöjuuritermi on kiusallinen, sillä jotta yhtälö olisi
mahdollista saattaa separoituvaan muotoon, on tapaukset x > 0 sekä x < 0
käsiteltävä erikseen.†

†Huomioithan, että jos x > 0, niin x =

√

x2, mutta jos x < 0, niin x = −

√

x2.
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1○ Tapaus x > 0. DY voidaan nyt separoida:

xy′ =
√
x2 + y2 ⇔ y′ =

√
1 + (y

x
)
2

⇔ z + xz′ =
√
1 + z2

⇔∫
dz√

1 + z2 − z
= ∫

dx

x
= ln ∣x∣ +C, C ∈ R.

Vasemmanpuolista integraalia on helpompi käsitellä laventamalla rationaali-
termi luvulla

√
1 + z2 + z, jolloin saadaan

∫
dz√

1 + z2 − z
= ∫ (

√
1 + z2 + z)dz = ∫

√
1 + z2 dz + 1

2
z2.

Suorittamalla jäljellä olevaan integraaliin muuttujanvaihto z = sinhw, dz =
coshw dw, saadaan

∫
√
1 + z2 dz = ∫

√
1 + sinh2w coshw dw = ∫ cosh2w dw

= 1

4 ∫ (e
2w + 2 + e−2w)dw = 1

2
w + 1

8
(e2w − e−2w)

= 1

2
w + 1

4
sinh(2w) = 1

2
ar sinhz + 1

4
sinh(2 ar sinhz).

Koska sinh(2x) = 2 sinhx coshx, niin erityisesti

sinh(2 ar sinhz) = 2 sinh(ar sinhz) cosh(ar sinhz) = 2z cosh(ar sinhz).
Toisaalta nyt cosh2(ar sinhz) = 1+sinh2(ar sinhz) = 1+z2, joten hyperbolisen
kosinin positiivisuudesta seuraa

∫
√
1 + z2 dz = 1

2
ar sinhz + 1

2
z
√
1 + z2. (2)

Tiedot yhdistämällä ja palaamalla muuttujaan y = xz saadaan ratkaisulle
implisiittinen esitys

1

2
ar sinh(y

x
) + y

2x

√
1 + (y

x
)
2

+ 1

2
(y
x
)
2

= ln ∣x∣ +C, C ∈ R, kun x > 0.

2○ Tapaus x < 0. Edetään kuten aiemminkin eli DY voidaan nyt sepa-
roida muodossa

xy′ =
√
x2 + y2 ⇔ y′ = −

√
1 + (y

x
)
2

⇔ z + xz′ = −
√
1 + z2

⇔∫
dz√

1 + z2 + z
= −∫

dx

x
= − ln ∣x∣ +C, C ∈ R.
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Lavennetaan vasemmanpuolisen integraalin rationaalitermi luvulla
√
z + z2−

z, jolloin saadaan

∫
dz√

1 + z2 + z
= ∫ (

√
1 + z2 − z)dz = ∫

√
1 + z2 dz − 1

2
z2

(2)= 1

2
ar sinhz + 1

2
z
√
1 + z2 − 1

2
z2.

Ratkaisu saadaan siis implisiittimuodossa

1
2ar sinh(

y
x
) + y

2x

√
1 + ( yx)

2 + 1
2
( y
x
)2 = ln ∣x∣ +C, jos x > 0,

1
2ar sinh(

y
x
) + y

2x

√
1 + ( yx)

2 − 1
2
( y
x
)2 = − ln ∣x∣ +C, jos x < 0,

kun C ∈ R.
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Matematiikan ja systeemianalyysin laitos
Differentiaali- ja integraalilaskenta 1 (MS-A0105), syksy 2016
Loppuviikko 6, tuntitehtävien malliratkaisut

1. Tarkastellaan yhtälöä ey + e−x + (ey + 2ye−x)y′ = 0. Merkitään M(x, y) =
ey + e−x ja N(x, y) = ey + 2ye−x. Tarkistetaan, onko yhtälö eksakti laskemalla

∂M

∂y
(x, y) = ey ja

∂N

∂x
(x, y) = −2ye−x.

Koska nyt ∂M∂y ≠ ∂N
∂x , niin eksaktisuuslauseen nojalla DY ei ole eksakti (kts. AV6

mallit). Haetaan siis DY:lle sopivaa integroivaa tekijää.
Tässä tapauksessa sopivan kandidaatin integroivaksi tekijäksi voi löytää

kokeilemalla funktiota µ(x) = ex sillä tämä eliminoi sopivasti hankaluuksia
aiheuttavan termin e−x DY:stä, mutta ratkaistaan harjoituksen vuoksi in-
tegroiva tekijä teoriaan vedoten.

Ensinnäkin havaitaan, että koska termi

1

N(x, y) (
∂M

∂y
(x, y) − ∂N

∂x
(x, y)) = ey + 2ye−x

ey + 2ye−x = 1

ei riipu muuttujasta y, niin muuttujasta x riippuva integroiva tekijä x↦ µ(x)
voidaan ratkaista separoimalla DY:stä

1

µ

dµ

dx
= 1

N
(∂M
∂y
− ∂N
∂x
) ⇔ 1

µ

dµ

dx
= 1

⇔ dµ

µ
= dx

⇔ ∫
dµ

µ
= ∫ dx

⇔ ln ∣µ∣ = x +C, C ∈ R
⇔ µ =Dex, D = ±eC ∈ R ∖ {0}.

Erityisesti siis µ(x) = ex on DY:n integroiva tekijä ja muunnetuksi DY:ksi
saadaan

ey + e−x + (ey + 2ye−x)y′ = 0 ⇔ ex+y + 1 + (ex+y + 2y)y′ = 0.

Merkitään M̃(x, y) = ex+y + 1 ja Ñ(x, y) = ex+y + 2y. Haetaan potentiaalille
F lauseketta integroimalla ensin funktiota M̃ muuttujan x suhteen, jolloin
saadaan

∫ M̃(x, y)dx = ∫ (ex+y + 1)dx = ex+y + x + f(y),

1



jossa f = f(y) on jokin muuttujasta y mahdollisesti riippuva termi. Vastaa-
vasti

∫ Ñ(x, y)dy = ∫ (ex+y + 2y)dy = ex+y + y2 + g(x),

jossa g = g(x) on jokin muuttujasta x mahdollisesti riippuva termi. Asetta-
malla f(y) = y2 ja g(x) = x saadaan potentiaalille lauseke

F (x, y) = ex+y + x + y2 (+vakio).

DY:n ratkaisut saadaan siis implisiittimuodossa

ex+y + x + y2 = C, C ∈ R.

2. Ratkaisutapa 1. Kyseessä on 1. kertaluvun lineaarinen DY, joten kirjoite-
taan se normaalimuodossa

xy′ = −3y + sinx

x2
⇔ y′ + 3

x
y = sinx

x3
, kun x ≷ 0. (1)

Havaitaan, että termin y kertoimella on eräs integraalifunktio

∫
3

x
dx = 3Logx = Log(x3), (logaritmin päähaara)

joten määritellään integroiva tekijä asettamalla

µ(x) = eLog(x
3
) = x3, x ≷ 0.

Kerrotaan yhtälöä (1) puolittain integroivalla tekijällä, jolloin saadaan

x3y′ + 3x2y = sinx ⇔ d

dx
(x3y) = sinx ⇔ x3y = ∫ sinxdx

⇔ x3y = − cosx +C, C ∈ R ⇔ y = C − cosx
x3

, C ∈ R,

joka on ratkaisu alueissa x ≷ 0.
Ratkaisutapa 2. Tarkastellaan aluksi homogeenista yhtälöä xy′ = −3y. Tä-

mä on selvästikin separoituva. Poistetaan tarkastelusta triviaaliratkaisu y ≡ 0,
jolloin ratkaisuksi saadaan

xy′ = −3y x≷0⇔ ∫
dy

y
= ∫ −

3dx

x

⇔ ln ∣y∣ = −3Logx +C, C ∈ R

⇔ y = D

x3
, D = eC ∈ R ∖ {0}.
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