Havaitaan, ettd vakion arvo D = 0 vastaa triviaaliratkaisua, joten homogee-
nisen yhtéalon yleinen ratkaisu on muotoa

D
y=—, DeR, z20.
x
Viela on ratkaistava epahomogeeninen DY zy’ = -3y + Si;f. Koska kysees-
sd on lineaarinen DY, niin ratkaisu saadaan lisimaalld homogeenisen yhté-
16n ratkaisuun jokin epdhomogeenisen yhtélon yksittédisratkaisu. Kokeillaan

yksittaisratkaisun etsimisessa vakion variointia eli korvataan vakio D muut-
tujasta z riippuvalla termilld D = D(x). Talléin

g2 20,y D) 3D

3 xt
Sijoitus alkuperéiseen yhtaloon tuottaa
. , .
sinz D'(z) _3D%:_3DM+ sinx
x? x? x3 x3 x?
< D'(x)=sinz (integroidaan puolittain)
< D(xz)=-coszx+C, CeR.

Siispa differentiaaliyhtélon ratkaisuksi saadaan

C-cosz

Y= , CeR, z20.

3

3. (a) Ratkaistava 2. kertaluvun lineaarinen ja vakiokertoiminen AAT

2y" +8y" +6y =0, y(0)=2, y'(0)=0
< y"+4y"+3y=0, y(0)=2, ¢'(0)=0.

Karakteristinen yhtalo 10ydetaan yritteella y = e, X\ vakio, jonka sijoitus
DY:66n tuottaa

(N +4X+3) M =0 < A +4X+3=0 (karakteristinen yhtalo)
N——

aina #0
-4+16-4-3
< A= =-2+1.
2
Karakteristisen yhtalon juuret ovat siis erisuuret reaaliset luvut A\; = -3 ja

Ao = —1, joten ratkaisukaava [Alestalo, s. 195(i)] antaa DY:n yleisen ratkaisun

y=Ce™®+De™®, C,DeR.



Tehtévin alkuarvot méadraavit vakioiden C' ja D arvot. Derivoidaan ylei-
sen ratkaisun kaavaa, jolloin saadaan

y = -3Ce™% - De™*
ja alkuehdot toteuttavat kertoimet saadaan yhtaloparista
y(0) =2, Ce 30+ De 0 =2, C+D=2,
A= <~
y'(0)=0 -3Ce™30-De0=0 -3C -D=0.

Summaamalla yhtélot keskendédn saadaan —2C' = 2 eli C' = -1, jonka sijoitus
ylempéén yhtdloon tuottaa D = 3. AAT:n ratkaisu on néin ollen

y=-e3"+3e" zek.
(b) Ratkaistava 2. kertaluvun lineaarinen ja vakiokertoiminen AAT
2y" +12y"+18y =0, y(0)=1, 3'(0)=0
< y'+6y"+9y=0, y(0)=1, y'(0)=0.

Miééaritetaan karakteristinen yhtdlo yritteelld y = e, X vakio, jonka sijoitus
tehtdvanannon DY:66n tuottaa

(A2+61+9) e =0 < AN +6A+9=0  (karakteristinen yhtlo)
N——
aina # 0

_ —6+1/36-4-9
B 2

Kaksoisjuuren A = —3 tapauksessa ratkaisukaava |Alestalo, s. 195(ii)|] antaa
DY:n yleiseksi ratkaisuksi

y=Cxe3 +De® C,DeR.

A =-3.  (kaksoisjuuri)

Tehtavan alkuarvot masradvat vakioiden C' ja D arvot. Derivoidaan ylei-
sen ratkaisun kaavaa, jolloin saadaan

y' = Ce™3* —3Cxe™% — 3De™"
ja alkuehdot toteuttavat kertoimet saadaan yhtéloparista

y(0) =1, C-0-e304 De30=1,
<~
y'(0)=0 Ce30-3C-0-e30-3De30 = ()

D=1, D=1,
p—g
C-3D=0 C=3.

y=3ze 3 +e3% geR.

AAT:n ratkaisu on siis

4
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4. (a) Etsittavd DY, jonka yleinen ratkaisu on y = ¢1€3* + coxe3®. Ratkaisun
muoto on

Y= 1€ + cowe™®, (1)

jossa kaksoisjuuri A = 3 on ratkaisu karakteristiselle yhtélolle (A —3)2 = 0 <
A2 -6 +9 = 0. Kertoimet lukemalla havaitaan vélittomésti, ettd annettu
ratkaisu vastaa (kerroinvakiota vaille) DY:4

y"' =6y +9y =0.
(b) Yleinen ratkaisu y = ¢; + coe™>*. Ratkaisun muoto on

AT Aox
)

Y =cCie + Cre

jossa A1 = 0 sekél Ay = -5 saadaan karakteristisesta yhtélostd A(A +5) = 0 <
A2 + 5\ = 0. Kertoimet lukemalla havaitaan, ettd annettu ratkaisu vastaa
(kerroinvakiota vaille) DY:4

y" +5y" = 0.
(c) Yleinen ratkaisu y = ¢y sin4z + ¢o cos 4x. Ratkaisun muoto on
y = 1€ sin(bx) + coe® cos(bx), (2)

jossa A\ = a +bi = 0 +4i saadaan karakteristisesta yhtalostd (A —4i)(\ +4i) =
0 < A2+16 = 0. Kertoimet lukemalla havaitaan, ettd annettu ratkaisu vastaa
(kerroinvakiota vaille) DY:4

y" + 16y = 0.
(d) Yleinen ratkaisu y = ¢;e7% sin 2z +ce™ cos 2x. Ratkaisun muoto vastaa
kohtaa (2), jossa A = a +bi = -1 + 2i saadaan karakteristisesta yhtélosta

(A+1-20)(A+1+2i) =0 A2+ (1-2D)A+ (L +20)A+ (1+2i)(1-21) =0 <
A2+ 2\ +5=0. Kertoimet lukemalla havaitaan, ettd annettu ratkaisu vastaa
(kerroinvakiota vaille) DY:4

y"+ 2y +5y=0.

(e) Yleinen ratkaisu y = ¢; +cox vastaa kohtaa (1), jossa kaksoisjuuri A = 0
on ratkaisu karakteristiselle yhtéalolle A2 = 0. Kertoimet lukemalla havaitaan,
ettd annettu ratkaisu vastaa (kerroinvakiota vaille) DY:4

y" =0.



5. Muista vastata Aalto-sdhkopostiisi lahetettyyn palautekyselyyn 8.11. men-
nessd! Palautteen antamisesta saa 3 bonuspistettd. Jos et ole saanut linkkié
palautteen antamiseksi, ota yhteytta padassistenttiin.

Kiitos osallistumisesta ja hyvéaé loppusyksyé kaikille kurssin osallistujille!



