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Ratkaisut 1, tehtavat 1-10

Tehtéavét 8-10 voi palauttaa perjantaihin 26.5. klo 23:59 saakka MyCourses-sivulle (esimerkiksi
pdf-tiedostona tai kuvina). Tehtdvien 8-10 malliratkaisut ilmestyvét sen jéalkeen.
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Huomaa, etta muitakin sopivia kaavoja on.

Suppenee ja lim,, . (—1)"/n = 0:
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n n n—oo
Hajaantuu:
1 1
lim (—+lnn) = lim — + lim Inn =0+ oo = o0.
n—oo \ N n—oo n—oo
Suppenee,

lim (3+e_2n) =3+ lime ™ =3+0=23.

n—oo n—o0

Suppenee: tdmé on geometrinen jono, jonka kertoimelle pitee |r| =2/3 < 1, joten

lim 2— = lim (2> =0.
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Suppenee ja lim,,_, sinn/n = 0:
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Suppenee ja lim,_,., nsin1/n = 1. Yksi tapa ndhda tdmé, on tarkastella potenssisarjaa
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Seuraa

Laskun opetus on, ettd sinx ~ z kun |z| < 1.

Hajaantuu: arvoilla k > 1 pétee cosm2k =1 ja cosm(2k + 1) = —1. Siis

(cosmn),», = (=1,1,-1,1,-1,...).



(h) Suppenee ja lim,, 4 (\/n2 +n—vn2—1)=1/2
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(a) Olkoon uuden auton hinta dy = 20000, ja d, sen jalleenmyyntihinta n kiyttovuoden
jalkeen. Jos auto menettdd arvostaan 12% joka vuosi, ensimmaéisen vuoden jilkeen
auton hinta on

dy = 0,88d,.
Toisen ja kolmannen vuoden jilkeen jalleenmyyntihinnat ovat
dy = 0,88d; = 0,88%dy; ds; =0,88d, = 0,88d,,

joten paatelldan, etta
dn - O, 88nd0.

(b) Ostohetkelld ei makseta huollosta, joten ry = 0. Ensimmaéisen vuoden huolto maksaa
r1 = 400 ja huolto kallistuu 18% vuodessa, joten

ro = 1,18 = 1,18 - 400 = 472; 75 = 1,187 = 1, 18%, = 556,96,

paatellaan r, = 1,18" 1ry.

1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89, 144.

)
) dy—ds+15+74-+75 = 20000(0, 882 — 0, 88%) +400(1, 182 +1, 183+ 1, 18%) ~ 6923, 05 (€).
)
) Kéyté aluksi rekursiokaavaa f, = f,_1 + fn_o:

2 . fn+1 _ . fn+fnfl o . fn -
L . (H(fn_l ~

Olettaen, etté f,.1/fn, — r < 00, annetaan n — oo:
n—oo

1
r2:r(1+—>=7"+1,
r

mika on haluttu tulos. Ratkaisemalla tama muuttujan r toisen asteen yhtalo saadaan

1++5

r=—p

Koska oletettiin, etta r on positiivinen, hylataan negatiivinen juuri ja saadaan r =~
1,618, mika sattuu olemaan kultaisen leikkauksen suhdeluku, jota usein merkitaan kir-
jaimella .

(€) ap=Ar"=Ar" 2.2 = Ar"2(r+1) = Ar" ' + Ar" 2 = a,,_1 + a,_o.



(d) Yksinkertaistuksen vuoksi (7) kirjoitetaan Binet’n kaava (b)-kohdassa mainitun luvun
@ avulla:
A+VE)" = (1 =VB)" "= (1=9)"
2"v/5 IV

fn:

o _gti gt e-0-0(3-1)) e-0-9(3-1)

() I (=)
Koska |1/ — 1| < 1,

frt1 = (1—¢)-0
fn n—o0 1—0

5. (a) a; =1jaa,=a,1+n%n>2.
(b) a1 =1ljaa,=an,1+n,n>2.

(c) Olkoon f,, Fibonaccin lukujonon n:s termi ja muistetaan edellisessd harjoituksessa ollut
rekursiokaava. Talloin a; =1 ja

an:f;:;l:fn—;jn_1:1+<ffnl>_ — 14 1 7 n>2.

6. Tassakin tehtavassa on useita oikeita vastauksia.

(a) ap=—2,n>1

(b) a, =n,n>1

(c) 2onmy 07 tal 3207, (=1)", k=0
(d)

Yleisesti, ratkaise yhtalo

jollakin k£ > 1.
(¢)
S(2) -w
> (56

missé yleinen termi 16ydetéén artkaisemalla yhtélo 1/(1 — a) = 10.

7. (a) i Maéritelldén jono (S,),~,, missid S; = 1000 on alkupédoma ja S, on saldo vélittomésti
n:n talletuksen jalkeen. Talloin S, toteuttaa rekursiokaavan

S; =1000, S,41 = 1000+ 1,055, n > 1.



Osoittautuu (voidaan tehdd induktiotodistus), ettd S,, on geometrinen summa

n—1
—1,05"
=1 1,05% =1 — > 1.
S, = 1000 - Z 05" = 1000- T— 4=, n 2
Valittomaésti 11. talletuksen jélkeen (jattdmétta huomiotta aiempien vuosien pyoristykset),
saldo on L1 o5
= 1000 - ———— ~ 142 €).
S11 000 1-1.05 06,79 (€)

ii. Odotettavasti,
lim S, = 1000 - 21 05* = oo,

n—00
k=0

koska tama on geometrinen sarja suhdeluvulla » = 1,05 > 1.

(b) Edelleen, mééritelldén (S,,) -, missi S, on jatteen mééra jarvessi n:n péivéin jalkeen.

Lisaksi, olkoon Sy jatteen madra ennen operaatiota. Talloin péatee rekursiokaava
Sn = 07 75(877,—1 + 8)7 n Z 17

miké voidaan (induktion perusteella) ilmaista geometrisena summana

n—1
S =0,75"Sy + 8- Zo 75" =0,75"S, +8-0,75 » 0, 75"
k=1 k=0
0,75 — 0, 75"+
— n . b ) >1
0,75" 85 +8- = —gze— n 2

Tutkitaan asiaa “pitkédssd juoksussa” antamalla n — oo. Koska [0,75] < 1, sarja
suppenee ja

, 0,75 ,
nh_)nolo Sn =04+8- m =24 (tOHHla).

(a) Tehd&dédn aluksi osamurtokehitelma eli etsitddn kertoimet A, B siten, ettd
1 A N B
nn+2) n n+2
o 0-n+l=(A+B)n+24A.

Kaava patee kaikilla n > 0, joten

0=A+B, _ [A=1)2,
1=24 B=-1/2.

Sarja voidaan kirjoittaa muodossa

i 12 &N 12 12 B2
;nn+2 ;7_;714—2:;7_;7'

k

1/2 12 1( 1 1 1 1/ 1 3
il it I T _ 14 =

2 X_:n 2(+2 k1 k;+2)k%oz<+2 0~ O> I



10.

(b) Sarja hajaantuu: /n <n kunn > 1, ja

koska harmoninen sarja Y - n~' tunnetusti hajaantuu.

(a) Ta&mé on geometrinen sarja

;() 1—2/2 237;’

joka suppenee, kun |2/2| < 1< |z] < 2.

(b) Geometrinen sarja

C 2
25 (—22)" =
S
joka suppenee, kun |-2z| < 1< |2 < 1/2.

(c) This is the sum of a constant and a geometric series

N z/3 3z
443 (-) —443. —4 ,
* ; 3 * 1—2/3 +3—z

suppenee, kun |2/3| <1< |z] < 3.

(d) Geometrinen sarja

suppenee, kun |22 < 1< |2 < 1.



