MALLIRATKAISUT, MATRIISILASKENTA, MS-A0002

Laskuvirheesté tulee 0,5 pisteen vahennys.

Jos laskuvirhe vaikuttaa seuraavien askelien laskut, voi silti saada loppu-
tehtévéstd tdydet pisteet, paitsi jos laskuvirhe on aiheuttanut tehtédvén
luonteen muutosta.

Epitéydellisests supistuksesta (esim vastauksista /49, sin %, In e?) tulee
0,5 pisteen vidhennys.

Epéselvistd (mutta pddasiassa oikeasta) perustelusta tulee 1 pisteen vihennys
per tehtdva. Perustelemattomista vastauksista ei saa pisteité.

TEHTAVA 1

Olkoon A (3 x 2)-matriisi, ja olkoon B (2 x 3)-matriisi, siten ettd (2 x 2)-matriisi
BA on seki kiddnnettdvi ettd diagonalisoitava. Vasta jokaiselle alla olevalle lauseel-
le, onko se valtdméatta tosi, valtdmatta epétosi, vai saattaako se olla joko tosi tai
epétosi.

a) Matriisi AB on kidnnettiva.

b) Matriisi AB on diagonalisoitava.
0

¢) Yhtalolld Ax = [ 0| on déretdon mééri ratkaisuja.
0

d) Yhtilslla Bx = (8) on ddreton méaira ratkaisuja.

RATKAISU 1

a) Epétosi, silli yhtdlolla Bx = 0 on ddreton midrd ratkaisuja (katso (d)), ja
kaikki ndmé ratkaisut ovat yhtdlon (AB)x = 0 ratkaisu, joten AB on degene-
roitunut.

b) Tosi, silld matriisilli BA on kaksi riippumatonta ominaisvektoria x; ja x2 (kos-
ka BA on diagonalisoitava), ominairarvoilla A; # 0 ja Ay # 0 (silli jos ominai-
sarvo olisi 0, niin yhtilslla BA = 0 olisi degeneroitunut). Sitten vektorit Ax;
ja Axs ovat linearisesti riippumatomat ominaisvektorit matriisille BA, samoilla
ominaisarvoilla. Téamén lisiiksi, matriisilla AB on ominaisarvo nolla (koska se ei
ole kiiinnetévii), ja vastaava ominaisvektori on riippumaton vektoreista vi ja
va, koske ne vastaavat eri ominaisarvoihin. Siispéi (3 x 3)matriisilla AB on kolme
lineaarisesti riimmpumatonta ominaisvektoria, joten se on diagonalisoitava.

¢) Epétosi, silld jokainen yhtidlon Ax = 0 ratkaisu on myés yhtdlon BAx = 0
ratkaisu, ja sellaista ratkaisua on vain yksi, koska BA on kdinnettava.

d) Tosi, silld matriisilla B on enemmén sarakkeita kuin rivié, joten tdmén porras-
muodossa on aina sarake ilman tukialkiota.

TEHTAVA 2

Laske kolmannen asteen polynoomi f(z) = azz® + azx? + a1x + ao, jolle pitee

f2) =19
fQ) =2
f(=1) ==2
f(=2) =-13
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RATKAISU 2

Saadaan yhtéloryhma

8ag + 4as +2a1 + a9y = f(2) =19

a3 +az + a1 + ag =f(1) =2 (1p)

—az +az — a1+ ap =f(-1) =-2 ’

—8ag + 4as — 2a1 + a9 = f(-2) =-13

joka kirjoitetaan liittomatriisina (1p) ja Gauss-eliminoidaan (ldliaskelia vaaditaan)(1p)

8 4 2 1| 19 1 0 0 0] 2

1 1 1 1 2 01 0 0] 1
-1 1 -1 1| -2 0 01 0O ’
-8 4 -2 1]-13 0 0 0 1|-1

jossa muuttujat ovat (as, as, a1, ag) tissi jirjestyksessi. Polynomi on siis

fz) =223 + 2% — 1. (1p)

TEHTAVA 3
1 1 2
1 1 3 - . 9
Laske etdisyyden 1 2% |4 pienin mahdollinen arvo, kun x € R=.
2 3 5
RATKAISU 3
Kirjoitetaan
11 2
1 11 . 3
A=y o dav=14]
2 3 5

ja huomataan ettd ||[Ax — v|| minimoidaan kun Ax — v 1 C(A), joten (normaa-
liyhtalot)
ATAx = ATv elix = (ATA)"1ATv (1p).

Nyt lasketaan

v, (7 10 . o1 1 (15 =10
AT A= <10 15 (0,5p), joten (A" A)™" = sl 7 (0,5p).
Siispé
11 2
1|1 1| (15 -10\(1 1 1 2)|(3
_ T 14T, _ *
Ax =AM A V=5 (—10 7)(1 123) 4
2 3 5
11 2
11 1) /5 5 -5 0)(3
S5 |1 2f\-3 -3 4 1) |4
2 3 5
11 11
11 1] (5 _1[n
“5(1 2 <6)5 17| (-
2 3 28
Etéisyys on siis
11 2 11 10 1
111 I _ 1| ||| _L|[f -4l _ V35 _ 7 (ip)
17 4 5|17 20 |||~ -3 5 5
28 5 28 25 3
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TEHTAVA 4

Olkoon
VZ{X€R5:.’L‘1+$2=$3+$4=JJ5}.
Etsi avaruudelle V' ortonormaali kanta.

RATKAISU 4

Etsitddn ensin kanta esimerkkiksi kirjoittamalla yhtdlot liittomatriisina ja rat-
kaisemalla tdmén (1p)
0 1100 -11]0
0 0 0 1 -110 /)°

11 -1 -1 0
0 0 1 1 -1

Avaruuden V vektorit ovat siis parametrimuodossa xs

x9 =71, 21 =t —1r (1p), eli muodossa

—_

t, xy = 8, x3 =t — 8,

-1 0 1

1 0 0

r] 0 | +s 114+t|1

0 1 0

0 0 1

oleva vektori. Siispd kanta on
-1 0 1
1 0 0
V] = 0 , Vo -1 , V3 = 1]. (1p)

0 1 0
0 0 1

Gram-Schmidt-ortoganisoidaan: u; = vy, ja koska vy - vo pétee myos us = u.
Saadaan nyt

1 -1 0 1
V3 - up V3 0 -1 1 -1 0 1 1
uz = V3 — 21117 2112: 1 —_ 0 —_ -1 = — 1 (1p)
[y | [z 0 2 0 2 1 2 1
1 0 0 1
Loppuksi normaalisoidaan ja saadaan ortonormaali kanta
-1 0 1
! (1) 1 O1 1 1 (1p)
W1 = —F= , W2 = —= - y W3 = —= p
V2| g V2| V5[
0 0 1
TEHTAVA 5
ail a12 e QA1n
) o az1 G2 ... Q2 |
Neliématriisin A = | . . ) .| jdlkion tr(A) = a1 +ass+- - +ann.
ap1  Ap2 . Qpn

Olkoot B ja C (n x n)-matriisit. Nayta ettid tilldin pitee
tr(BC) = tr(CB).
RATKAISU 5

Olkoon M; ; yleisen (n x n) matriisin M alkio paikassa (i, j). Télloin

n

tr(BC) = Z ii BiCri = iickiBz‘kz = i(CB)kk: = tr(CB).

i=1 i=1 k=1 k=11i=1 k=1



