MS-A0102 Differentiaali- ja integraalilaskenta 1 (SCI)
Harjoitustentti 19.6.2023, ratkaisut

Jokainen voi halutessaan yrittaa kuutta tehtavaa, jolloin arvosana maaraytyy paremman vaihtoe-
hdon mukaan: “viisi parasta koetehtavaa + laskaripisteet” tai “pelkat kuusi koetehtavaa’”.

Kokeessa ei saa kayttaa laskimia eika taulukoita.

1. Laske raja-arvot
2

lim vn2+n—+vn2+1 ja lim n
n—00 n—oo e’
Molemmat kohdat (3p).
Ratkaisu. Nelidjuurien erotuksesta padstain eroon, kun muistetaan kaava a? — > =
(a — b)(a + b), nimittain
(n*+n)—(n*+1) n—1

Vn24+n—vVn24+1= = :
VP4 n+vnP+1 Vn2+n+vn2+1

Jotta raja-arvo voidaan laskea, taytyy supistaa yksi n. Saadaan

n—1 B n(l—1/n)
Vil n+ V2t 1 n(\/1+1/n+/1+1/n?)
_ 1—1/n R 1-0 1
VIti/n+/1+1/m2  VI+0+V1+0 2

kun n — oo.

Raja-arvo on muotoa 7 227. Kayttamalla L’Hospitalin lausetta kahdesti saadaan
2 2 2
lim — = lim — = lim — = 0.
n—oo e n—oo en n—oo en

2. Suppenevatko seuraavat sarjat?
(2) 2ot wt5iaey
(b) Yooy o

Ratkaisu. Ensimmaisen sarjan yleisen termin raja-arvo on

. n+e' pu .. 1+ e . 14+ o0
lim ——— = |

p— p— 0
B T B Byl prar ekl

joten sarja hajaantuu.

Tutkitaan toista sarjaa suhdetestilla. Merkitdan a,, = n”—i, saadaan

1)! ! 1)In" n 1\ "
__(nt1 LS U L L St <1,
n+1)n+1)/ n» nlln+1)"t1 (n+ 1) n

Qp41
ap

kun n — oco. Suhdetestin nojalla sarja suppenee.



3. Tarkastellaan potenssisarjaa

[e.e]
>
2” '
n=1
(a) Méérita sarjan suppenemisside R.
(b) Suppeneeko sarja arvolla x = R tai arvolla x = —R?

(c) Milla reaalivalilla sarja suppenee?

. e e . .. 2 o
Ratkaisu. Merkitaan sarjan kertoimia ¢, = 57. Suppenemissade on

, Cn n? /(n+1)>? 51 5 1
R—nh_{glo Cni1 _tli>002n W_llm(n/(n+l>>§ 1 9T 9
Josx=R= %, sarjaksi saadaan
2
n=1
joten sarjan yleinen termi ei ldhesty nollaa ja siten sarja hajaantuu. Jos r = —R = —%,
sarjaksi saadaan
o0
> (=1m?,
n=1

joka myo6s hajaantuu.
Sarja suppenee, kun Sarja suppenee valilla € ]—%, %[, eli kun
1

5

A

<x

N

4. Laske integraalit

) [ate "dx
(b) f7 " da

Ratkaisu. (a) Osittaisintegroimalla saadaan

/xe"”d:z:—x /2x e ")dx
= e 4 2z(—e ") — / (—e ®)dx

= g2 — e F—e T4+ C

missid C' € R. Tuloksen voi tarkistaa derivoimalla

(b) Sijoitetaan z = €', jolloin t = Inx ja dt = 1dz. Liséksi, kun z = 1, niin ¢ = In(1) = 0 ja

kun z = 2, niin ¢t = In(2). Integraali on
) 2t () 27t=In(2) 2
In(e*)dt = 2t = [t*],_, " = (In(2))%.
0 0

Vastausta ei voi oikein sieventaa enempaa.



5. Ratkaise seuraavat differentiaaliyhtalot

() v = —y'35

(b) ¥+ 4y —4y =0
Ratkaisu. (a) Jos y(z) # 0, niin separoidaan

1 (2% + Tx)’
— 2

dy = dx
Yy

22+Tr
Integroimalla puolittain saadaan
1 2
“37 =2In(z* + 7z) + C.

Saadaan )

N Y/—61n(2?+ 7z) — 3C

missa vastaus siistiytyy hieman, jos merkitaan —3C' = A. Siis yhtélon yleinen ratkaisu on

y(r)

1

u(w) = YA —6In(2?+ Tx)

missid A € R.

(b) Yhtalostd y” + 4y’ — 4y = 0 saadaan yritteelld y = e’ karakteristinen yht#lo on A2 +
4\ — 4 = 0, josta toisen asteen yhtalon ratkaisukaavalla saadaan

_AEVEIT ()4

A 2-1 2

Siis karakteristisella yhtalolla on tuplajuuri A = —2. Siis yhtalon yleinen ratkaisu on
y(r) = Ae ** + Bxe ",
missd A, B € R ovat vakioita.

6. Olkoon f:(—1,1) = R,

f(x):1_$:1+9:+x2—|—....

Olkoon F': (—1,1) = R, F'(z) = f(x) kaikilla z € (—1,1) ja F(0) = 0. Olkoon G(z) =
F(z) — F(—x). Esitd funktioiden F' ja G Taylorin sarjat kehityskeskuksella ¢ = 0. Laske
luku G”(0).

Ratkaisu. Integroimalla yhtaloa

= =1 2+
f(x) - +x+a°+

saadaan
2 3

x X
=CHaz+—=+"%+...,

F(z) =1
() =log 7— 2 T3




missa C' on jokin vakio. Sijoittamalla x = 0 saadaan 0 = C, joten

1 2 ad
(x) Ogl—x $+2+3+
Siis ) 5 A 5
x x T x
_F(—2) = log(1 —p -4
(~o)=log(l+z) =z~ T+ 5 -2 12
Siis . 3 5
+ T x
G(x) =1 =2 -+ =
() = log — <m+3—|—5+ )
Nahdaan, etta
6 b5-4-3x2
G'(z)=2(0+ = ;
(x) ( + 3 + 5 )
joten
G'(0) =4
Tai 1 1 2
! — . F o l: F/ F/ . — — .
G'(e) = (F() = F(=2)) = F'(2) + F'(=) = 10—+ —— = 7
Siis A 4 82
G'(2) = —2 _ Ga G"(x) = -

(1= a2y (=222 (122

joten G”(0) = 4.

Lisatieto: Eraita trigonometristen funktioiden arvoja:

T g

a —1 6 & 1 3 9 T
sin(fa) —1/v/2 —1/2 0 1/2 1/vV2 +/3/2 1 0
cos(a) 1/v2 W3/2 1 V3/2 1/V/2 1/2 0 -1
tan(a) -1 —1/V/3 0 1/v/3 1 V3 - 0

Eraita kaavoja:
D i ! D arct L
arcsin r = ——— arctanz =
- 1+ a2
1 [e.e]
= f=1+c+22+25+ ...
1—=z —
v DF D
81nzv—kz:0(2k+1)|a: , cosa:—kZ:O (2k)!x
x = 1 k = (_1)k+1 k
e :Zﬁx’ ln(l—l—a:)zz T
k=0 k=1
Sarja Z — suppenee, jos ja vain jos p > 1.
n=1
R = lim O
k—o0 ak+1




