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Luonnollisten lukujen joukko N = {1,2/3,...}.

No = {0,1,2,3,...} = NU{0}.

Kokonaislukujen joukko Z = {0,1,-1,2,-2,...}.
Rationaalilukujen joukko Q = {p/q | p € Z, q € N}.

Reaalilukujen joukko R. Tasmallinen konstruointi palautuu
rationaalilukuihin, jossa eri mahdollisuuksia:

Dedekindin leikkaukset, rationaaliset Cauchy-jonot,
desimaaliapproksimaatiot...

Palaamme desimaaliapproksimaatioihin hetken kuluttua.
Suurin osa reaaliluvuista ei ole rationaalisia, esimerkiksi v/2, T,
Neperin luku e. Luvun v/2 irrationaalisuus tunnettu jo antiikin
Kreikassa, nyt tauluesimerkkina.
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o Lukujonolla tarkoitetaan daretonta jonoa reaalilukuja a, € R, kun
indeksi n € N. Merkitaan

(an)nEN = (an)rorozl = (81, az,as,. .. )

@ Lukujono on oikeastaan funktio f: N — R, jolle f(n) = ap.

@ Jonon indeksointi voi alkaa myos jostakin muusta arvosta kuin 1. Jos
indeksin alkuarvo ei ole tarkea tai tilanne on muuten selva, voidaan
kayttaa merkintaa (ap).

@ On myos kahteen suuntaan aarettémia jonoja, joiden indeksijoukkona
on kaikkien kokonaislukujen joukko Z.
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Jonoja voidaan maaritella

@ antamalla yleisen termin lauseke; esimerkiksi
ap, =2", kun n € N = lukujono (2,4,8,16,...).

@ rekursiivisesti palautuskaavojen avulla, erityisesti monissa numeerisissa
menetelmissa. Esimerkiksi
f0207 f].:]-a fn: n—2+fn—17 kUn n22
= Fibonaccin lukujono (0,1,1,2,3,5,...).

o tekemalla mittauksia jostakin systeemista; esimerkiksi aanen
voimakkuus tasaisin aikavalein (idealisoituna aarettomaksi jonoksi).
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Perusongelmat

e Mita jonon ominaisuuksia saadaan selville yleisen termin tai
palautuskaavojen avulla?

@ Miten palautuskaavasta saadaan yleisen termin lauseke? Esimerkiksi
Fibonaccin jonolle

("= (=9)"),

Sl

jossa
1++5
T T

on ns. kultaisen leikkauksen suhteen @ ~ 0.618 kaanteisluku.
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Jonojen ominaisuuksia

Maaritelma

Lukujono (a,) on

o ylhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen C € R, ettd a, < C
kaikilla n;

o alhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen ¢ € R, etta a, > ¢
kaikilla n;

e rajoitettu, jos se on seka ylhaalta etta alhaalta rajoitettu (t.s., jono
(lan|) on ylhaalta rajoitettu);

@ nouseva, jos a1 > a, kaikilla n;

o laskeva, jos api1 < a, kaikilla n; ja

@ monotoninen, jos se on nouseva tai laskeva.
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Suppeneminen |

Lukujono (a,) suppenee kohti raja-arvoa L € R, jos lausekkeen |a, — L|
arvo lahestyy nollaa, kun n — oc.

Tasmallisemmin: Jokaista € > 0 vastaa sellainen indeksi n. € N, etta
|an — L| < € aina, kun n > n..

Talloin merkitaan

lim a, =L tai lima, =L tai lyhyesti a, — L.
n—o0

Jos lukujono ei suppenee, niin se hajaantuu.

Huom: |a, — L| = jonon pisteen a, ja raja-arvon L vilinen etdisyys:

lan— Ll <eesl—c<a,<L+e.
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Suppeneminen |l

Idea: Mita pienempi ¢, sita suurempi n. tarvitaan.

ap

L+E€
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Taydellisyysaksiooma

Reaaliluvut ja rationaaliluvut eroavat toisistaan seuraavassa tarkeassa
mielessa.

Taydellisyysaksiooma:

Nouseva ja ylhaalta rajoitettu reaalilukujono (an)sen suppenee kohti jotain
reaalilukua.

Aksiooma tarjoaa mahdollisuuden reaaliluvun intuitiiviseen kuvaukseen
desimaalikehitelman avulla:

Reaaliluku n,d1d> ..., jossa kokonaisosa n on kokonaisluku ja desimaalit
di,da, - €{0,1,2,...,9}, on monotonisen rationaalilukujonon

(n; n,dy; n,dida; nydidads, ... ) raja-arvo.

Nousevien, ylhaalta rajoitettujen rationaalijonojen kohdalla ongelma on se,
ettei raja-arvo ole aina rationaaliluku!
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Yleisia tuloksia

o Laskeva ja alhaalta rajoitettu jono suppenee. Miksi?

@ Suppeneva jono on rajoitettu. Selvita piirtamallal

@ Suppiloperiaate: Jos a, < b, < ¢, jostakin indeksista alkaen ja

lim a, = lim ¢, =L,
n—oo n—oo
niin jono (by) suppenee ja limp_o0 by = L. Piirra!

e Geometrinen jono (g") suppenee, jos suhdeluku —1 < g < 1, jolloin
sen raja-arvo on joko 0 tai 1. Muissa tapauksissa geometrinen jono
hajaantuu.

@ Jonon suppenemista kohti nollaa voi tutkia lausekkeen |a,t1/ap|
avulla: jos jostakin indeksista alkaen on |api1/an] < gja0<gqg<1,
niin

lim a, = 0.
n—oo

Seuraa suppiloperiaatteesta ja geometrisesta jonosta. Tauluesimerkki.
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Laskusaa

Lause

Jos |lim a, =a, lim b, = b jac R, niin
n—o0 n—o0
o lim (ap+by)=a+b,
n—oo
° nI|_>nC1>O(ca,,) =ca,
° nli_)r’r;o(anbn) = ab,
° ,,l'_?go(a”/b”) = a/b, jos b # 0.

Huom: Viimeisen kohdan oletuksesta b # 0 seuraa, etta b, # 0 jostakin
indeksista alkaen.
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Laskusaantoja Il

Perustelu: Ensimmainen kaava perustuu epayhtaloon
|(an + bn) — (a+ b)| = |(an — @) + (bn — b)| < |an, — a| + |bn — b.
Toinen kaava seuraa yhtalosta
|cap — cal = |c||an — a.
Kolmannen kaavan kohdalla kaytetaan epayhtaloa
|anbn — ab| = |(anbn — anb) + (anb — ab)| < |as||by — b| + |an — a||b]

ja sita, ettad |a,| < C jollakin vakiolla C.
Neljannen kaavan kohdalla osoitetaan aluksi, ettd 1/b, — 1/b, ja
kaytetaan sen jalkeen tulokaavaa.
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Laskusaantoja Il

. . 3n°+4n
Laske raja-arvo lim —5————.
n—oo nc 4+ 1

Ratkaisu: Koska

3n°+4n  n*(3+4/n)  3+4/n

n24+1  n2(14+1/n2) 1+1/n?

ja
4 1
im — =0, lim — =0,
n—oo N n—oo N

niin raja-arvon laskusaantéjen mukaan

3n°+4n 340

= = 3.
n—oo n?2 41 1+0
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Eraita raja-arvoja

o lim,,ova=1 kuna>0

o limp o v/n=1

@ limpoo (1+1)" = e = Neperin luku ~ 2,7182818.... Tihin
palataan myohemmin.

e Stirlingin kaava (jolle ei helppoa todistusta!):

n!

lim 1.

n=oo \/27n(nje)"
Idea: Ensimmainen seuraa toisesta suppiloperiaatteen avulla. Toisen
kohdalla merkitaan x, = ¢/n — 1 > 0 ja sovelletaan binomikaavaa:
n=(1+x,)"=14nx,+n(n—1)x2/2+--->1+ n(n—1)x2/2, joten
0 < xp < /2/n. Vaite seuraa tasta suppiloperiaatteen avulla.
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Raja-arvon yleistykset

Myos kasitteet

lim a, =00 ja lim a, = —o0
n—o0 n—oo

voidaan maaritella tasmallisesti.

Esimerkiksi

lim a, =00 < jokaista lukua M € R vastaa sellainen indeksi ny € N,
n—oo

ettd a, > M aina, kun n > ny.

Sanotaan: Jono (a,) hajaantuu kohti daretonta.
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Ympyran kaarenpituus ja kulma |

Kaarenpituus yksikkdympyrilld x? 4+ y? = 1 miaritelldan seuraavalla
tavalla: Jaetaan tutkittava kaari tasavalisesti 2":aan osaan ja lasketaan
vastaavan murtoviivan pituus a,. Nain saadaan nouseva ja ylhaalta
rajoitettu jono, jonka raja-arvo on kyseessa olevan kaaren pituus.
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Ympyran kaarenpituus ja kulma [l

Maaritelma

Luku 7 on yksikkoympyran puolikkaan kaarenpituus.

Kaarenpituuden avulla maaritellaan kulman yksikko radiaani (lyh. rad),
joka on dimensioton. Trigonometriset funktiot sin x ja cos x maaritellaan
yksikkoympyran kaarenpituuden avulla kaikille x € R.

-
\

— (cos x,sinx)

pa
/
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