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Integroimismenetelmia

Helpoimmat integraalit voi laskea suoraan peruskaavoja kayttamalla. Osa
hankalammista tapauksista palautuu naihin, jos integraalista onnistuu
tunnistamaan "sisafunktion derivaatan”.
Systemaattisempia menetelmia ovat

@ osittaisintegointi,

@ sijoitusmenetelma, ja

@ osamurtohajotelmat.

Osittaisintegrointi ja sijoitusmenetelma (eli muuttujanvaihtomenetelma)
ovat tulon derivoimissaannon ja ketjusiaannon soveltamista “takaperin”.

Lopuksi vilkaistaan numeerista integrointia.
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Osittaisintegrointi |

Lause

Olkoot f ja g jatkuvasti derivoituvia funktioita valilld [a, b] (eli
kaytannéssd hieman suuremmalla avoimella valilld). Tallsin

b b b
[ ) e = 100~ [ g0 o
a a a
Vastaavasti integraalifunktioille patee

/f’ g(x)dx = f(x)g(x) — /f x)g’(x

Perustelu: Tulon derivoimissaanto, integrointi ja termien ryhmittely.
Idea: Toimii silloin, kun funktion f(x)g’(x) integrointi on helpompaa kuin
alkuperdisen funktion f'(x)g(x).
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Osittaisintegrointi Il
/ X sin x dx.
0

Ratkaisu: Kokeillaan osittaisintegrointia ja valitaan f/(x) = sin x ja
g(x) = x, jolloin f(x) = —cosx ja g’(x) = 1. Niin saadaan

Laske integraali

/xsinxdx = /(—cosx)-x—/ (—cosx) - 1dx
0 0 0

s
= —mcosm+0+ /sinx =m.
0

Huom: Jos f ja g valitaan esimerkissa toisin pain, niin osittaisintegrointi
johtaa entista hankalampaan integraaliin.
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Osittaisintegrointi Il

Laske integraalifunktio

/ex sin x dx.

Ratkaisu: Valitse f'(x) = €~ ja g(x) = sinx. Taululla.

Laske integraali

/xex dx.

Ratkaisu: Valitse '(x) = e™* ja g(x) = x. Taululla.
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Osittaisintegrointi IV

Laske integraalifunktio

/xlnxdx.

Ratkaisu: Valitse f'(x) = x ja g(x) = Inx. Taululla.

Osittaisintegroinnissa on strategisena ideana valita funktioksi g sellainen
osa integrandissa, ettd muodostettaessa g’ mahdollisimman paljon
pahuutta poistuu integraalimerkin alta.

Pekka Alestalo, Jarmo Malinen (Aalto-yliopisMS-A010{2,3,4,5} (SCI,ELEC*, ENG*) Diff October 20, 2021 6/22



Sijoitusmenetelma |

Lause

Jos f on jatkuva ja g jatkuvasti derivoituva suljetulla valilld [a, b], niin

/ " Fle())e'(x) dx = / " F(u) du,

kun A = g(a), B = g(b).

Kaytannossa: Sijoitus u = g(x), jolloin

du ,
— = = du=g'(x)d

= g/(x) = du=g'(x) dx

Rajojen muutos: x =a=u=g(a)=A x=b=u=g(b)=B.
Huomaa, etta sijoituksen jalkeen ei tarvitse enaa palata alkuperaiseen
muuttujaan x (paitsi integraalifunktiota laskettaessa; kts. alla).
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Sijoitusmenetelma |l

Muunnos u = g(x) voidaan (usein) kirjoittaa myds kaanteisfunktion avulla:

x = g}t u) =

x = “(u)du = ! u= !
¢ (67 ))d g’(gfl(U))d g'(x)

joten tulos on sama kuin aikaisemmin.

du,

Integroimisrajojen vaihtaminen on helpompaa alkuperaista muunnosta
x — u kayttamalla.

Sen sijaan differentiaalin muuttuminen dx — du on joskus helpompi laskea
ylla annetun kaanteisen muodon avulla.
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Sijoitusmenetelma Il

71.2
Laske integraali / sin v/x dx.
0

Ratkaisu: Nelidjuuren hivittimiseksi sijoitetaan x = t2, kun t > 0.

Talldin dx = 2t dt ja kdanteisesta muodosta t = /x saadaan: Kun x =0,
niin t = v/0 = 0; kun x = 72, niin t = V72 = 7. Niin ollen

TI'2 s s
/ sinﬁdX:/ 2tsintdt:2/ tsint dt = 2.
0 0 0

(Viimeinen integraali laskettiin aikaissmmassa esimerkissa
osittaisintegroimalla)
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Sijoitusmenetelma IV

Myos integraalifunktio voidaan usein laskea sijoitusmenetelman avulla.

Talloin saastytaan integroimisrajojen muuttamiselta, mutta joudutaan
palaamaan uudesta muuttujasta t takaisin alkuperaiseen muuttujaan x.

Maarita integraalifunktio

Ratkaisu: Sijoitetaan x = 2, t>0elit= VX, jolloin saadaan

dx 2t dt
- = [ ——— =2arctant + C = 2arct C.
/\/§(1+x) / {1+ arctan t + arctan v/x +
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Osamurtohajotelma |

Kaikki reaalikertoimiset rationaalifunktiot R(x) = P(x)/Q(x) voidaan
integroida osamurtohajotelmien avulla.

Ensimmainen vaihe: Jakokulmassa jakamalla (tai muuten) palautetaan
tilanne siihen, ettd deg P(x) < deg Q(x).

x  (x+1)—-1 x+1 1 _ 1

x+1 x+1  x+1 x+1 = x+1

x? (x®>-1)+1 x2-1 1 1

2 - 2 ) T3 =1+
x?—1 x4 —1 x?—-1 x*—-1 x¢—1

x3 x3 —x X x(x? 1) X L=

— = =X

x2 -1 x2—-1 x2-1 x2 -1 x2—1 x2—1 |
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Osamurtohajotelma Il

Osamurtohajotelmaa voidaan kayttaa integroinnissa seuraavalla tavalla.

1
/ X dx:/ 1-—— | d«x=x—In|x+1]+C.
x+1 x+1

Toinen vaihe: Jaetaan nimittdjdssa oleva polynomi Q(x) joko 1. tai 2.

Reaalijuurisessa tapauksessa tarvitaan vain helpointa tulosta

ax+b A n B
(x—x)(x—x) x—-x1 Xx—x

kun kertoimet A, B valitaan sopivalla tavalla.
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Osamurtohajotelma Il

2x+3
Muodosta lausekkeen _XH3 osamurtohajotelma.
(x —4)(x+5)

Ratkaisu: Hajotelma on muotoa

%+3 _ A B
(x—4)(x+5) x—4 x+5

Kerrotaan yhtalo puolittain lausekkeella (x —4)(x + 5), jolloin saadaan
2x +3 = A(x +5) + B(x — 4).

Kertoimet A ja B saadaan tasta kahdella eri tavalla:

Tapa 1: Sijoitetaan vuorotellen x = 4 tai x = —5.

Tapa 2: Verrataan x:n potenssien kertoimia yhtalon eri puolilla.
Molempien tapojen tuloksena saadaan A =11/9 ja B =7/9.
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Osamurtohajotelma 1V

2x +1
X2 4+ 2x+2°

Integroi rationaalilauseke

Ratkaisu: Nyt nimittajan nollakohdat eivat ole reaalisia, joten ei yriteta
pilkkoa sitd ensimmaisen asteen tekijoihin (vaikka se olisi mahdollista
kompleksiluvuilla). Sen sijaan taydennetdan nelidksi. Taululla.
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*

Numeerinen integrointi

Hankalien integraalien likiarvoja voidaan joskus laskea kehittamalla
integrandi Taylor-polynomiksi. Tama edellyttaa kuitenkin sita, etta
integroitava funktio on annettu jonkin lausekkeen avulla, jota osataan
derivoida.

Mittausdatassa funktiosta tunnetaan vain sen arvot tietyissa pisteissa

yk = f(kAx), ja derivaatoista ei oikein ole tietoa. Toivotaan, ettd funktio
f ei kerrassaan vallan villiydy samplauspisteiden kAx, k € N, valissa, tai
kaikki toivo on mennytta.

Rauhallisesti kayttaytyvissa tapauksissa integraali (reaaliluku) voidaan
laskea likimaaraisesti numeerisilla menetelmilla, kvadratuureilla.

Eri kvadratuurit poikkevat toisistaan tarkkuuden ja laskentatyomaaran
kannalta, sekd sen kannalta, mita ne edellyttavat funktiolta f.
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Numeerinen integrointi* I

@ Yksinkertaisin tapa on puolisuunnikassaanto eli trapetsikaava, jossa
funktion kuvaajaa approksimoidaan murtoviivalla:

b
1 1
/ f(x)dx ~ Tn:h<2y0+}/1+yz+"‘+)/n—1+2Yn)7
a

jossa h = (b — a)/n on askelpituus, n € N jakovalien lukumaara,
xk = a+ kh, 0 < k < n, ovat jakopisteet ja yx = f(xk)-
y

y=fx)
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Numeerinen integrointi* |l

o Keskipistesaanto (" pylvasdiagrammiapproksimaatio”)

b
/ f(x)dx =~ M,=h(f(m)+f(m)+---+f(m,)),
me = (xk—1+xx)/2,

y=fx)
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Numeerinen integrointi* IV

@ Sileammille funktioille f Simpsonin saanto

b

h

/ f(X)dX%5n=§(YO+4Y1+2yz+4)/3+2y4+---+4yn_1+yn)
a

tuottaa tarkemman lopputuloksen samalla jakovalien lukumaaraalla n.

Simpsonin sdanndssa funktiota ensin interpoloidaan 2. asteen
polynomilla kahdella perakkaisella jakovalilla. Taman takia jakovalien
lukumaaran n taytyy olla parillinen.
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Numeerinen integrointi* V

y

y=f(x)

Hienommissa kvadratuureissa (Gaussin kvadratuuri, Gauss-Lobatto,
jne.) jakovalitkaan eivat enaa ole yhta pitkia, vaan jakoa tihennetdan
kohdissa, jossa funktion heilahtelu on suurta ja/tai ollaan Iahelld valin
paatepistetta.
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Numeerinen integrointi* VI

Laske kaarenpituus kayralle y = In (1 +x2) kun 1 < x < 2.

Etsitty kaarenpituus on

2 2

4x
| = 1+ —d
/1 e

joka nayttaa aivan hirmuiselta integrointitehtavalta. Ratkaistaan se
likimaaraisesti Simpsonin menetelmalla MATLAB-koodilla:
function [I,x,y] = simpson(n,a,b)
% Weapon of Choice: MATLAB R2017b.
% J. Malinen/8.10.2021 for DiffIntl

% The function to be integrated
£=0(x) sqrt(l + (4*x.72)./((1+x.72).72));
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Numeerinen integrointi* VII

% Subdivisions of the integration interval
h = abs(b-a)/n; x = a:h:b; m = size(x); m = m(2);

% Create Simpson’s coefficients [1 4 2 4 ... 4 1]
c = zeros(1,m); c(1) =1; c(m) = 1;
for i=2:m-1

if mod(i,2)==1

c(i) = 2;
else

c(i) = 4;
end

end

% Compute the function values and the integral
y = £x); I = (h/3)*c*xy’;

Pekka Alestalo, Jarmo Malinen (Aalto-yliopisMS-A010{2,3,4,5} (SCI,ELEC*, ENG*) Diff October 20, 2021



Numeerinen integrointi* VIII

Saadaan n = 10000 jakovalilla nain:
>> [I x y] = simpson(10000,1,2); I
I =

1.357105534751387

Kokeilemalla isompia arvoja n:lle nayttaisi, etta kahdessa viimeisessa
desimaalissa vaikuttaisi olevan epavarmuutta.

Ken joutuu numeerisesti integraalin tietokoneella laskemaan,
tutustukoon asiaan tarkemmin wikipedian ja kirjallisuuden avulla.
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