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Erilaisia lahestymistapoja:
e geometrinen (kdyrdn tangentti sekanttien raja-asentona)
e

| |
T T X
Xy Xgth

o fysikaalinen (ajasta riippuvan funktion hetkellinen muutosnopeus).

Kappaleen 1-ulotteisen liikkeen paikkakoordinaatti on x = x(t) hetkella ¢.
Sen hetkellinen nopeus on keskinopeuksien raja-arvo:

v(t) = lim
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Derivaatan maaritelma

Maaritelma

Oletetaan, ettd funktio f on maaritelty jollakin valilld |xo — 0, xo + d[. Sen
derivaatta pisteessa xp on

Fi() = Jiy FOTAZIC0) _ oy 1= 10)

X—X0 X — XO

jos raja-arvo olemassa. Funktio on derivoituva, jos silla on derivaatta
jokaisessa maarittelyjoukon (= avoin vali) pisteessa.

Merkintoja:

f'(0) = Df(x0) = |, f'=Df =
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Korkeamman kertaluvun derivaatat

Jos funktion derivaatta f’(x) on maaritelty jollakin avoimella vililla
]x0 — &, x0 + 4], niin voidaan tutkia funktion f’ erotusosamaaraa pisteessa
Xo. Nain saadaan toisen kertaluvun derivaatta

_d&f

f'(x0) = D*f(x0) =

X=Xp

Jatkamalla samaan tapaan voidaan maaritella korkeamman kertaluvun
derivaatat f/(x), f*)(x), ...
Merkinta:

C"(Ja,b[) = {f: ]a,b[— R | f on n kertaa derivoituva vililla ]a, b[
ja £ on jatkuva}

Tallaisia funktioita kutsutaan n kertaa jatkuvasti derivoituviksi.
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Linearisointi ja differentiaali

Derivaatan maaritelma johtaa approksimaatioon

F(x) = (

F(x0) ~ X0) o f(x) ~ Flx0) + F(30) (x — 0)

X — X0

Oikean puoleinen lauseke on funktion f linearisointi eli differentiaali
pisteessd xg. Sille kdytetaan merkintaa df.
Linearisoinnin kuvaaja

y = f(x0) + '(x0)(x — x0)

on funktion kuvaajan pisteeseen (xp, f(xp)) asetettu tangenttisuora.

Myohemmin kasitellaan funktion f approksimointia myos korkeamman
asteen polynomien avulla (Taylor-polynomi).
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Derivaatan fysikaalinen tulkinta

@ Jos x = x(t) on kappaleen yksiulotteisen liikkeen paikkakoordinaatti
hetkelld t, niin sen hetkellinen nopeus on v(t) = x'(t) = x(t). Naista
viimeinen on tavallinen merkinta fysiikassa.

e Vastaavalla tavalla a(t) = v/(t) = x”(t) = x(t) on kappaleen
hetkellinen kiihtyvyys.

@ Yleisemmin: Ajasta riippuvan funktion f(t) hetkellinen muutosnopeus
on f'(t).
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Polynomifunktion derivaatta

Johda funktion f(x) = x? derivaatta kohdassa xp.

Ratkaisu: Erotusosamaara on sievennettyna

fxo+h)—f(x)  (o+h2—x3  xZ+2xh+h —x3
h B h B h
= 2xp+ h,

joten rajalla h — 0 saadaan derivaataksi f'(xp) = 2x.
Derivaattafunktion lauseke on siis muotoa f’(x) = 2x, kun x € R.

Enti jos olisi pyydetty johtamaan funktion f(x) = x*, k € N, derivaatta?
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Sinin derivaatta |

Johda funktion f(x) = sin x derivaatta kohdassa xo.

Ratkaisu: Erotusosamaara saadaan yhteenlaskukaavan avulla muotoon

sin(xp + h) —sin(xg)  sinxgcos h + cos xpsin h — sin xg
h N h
cos sin h L cosh—1
= Xg ——  sin x,
0 h O h
Osoittamalla, etta

sinh cosh—1

li =1ja lm—=0

hoo  h ) h ’

niin derivaataksi saadaan f’(xp) = cosxp - 1 4 sin xp - 0 = cos xg.

Ettd limy_o SI;‘,” = 1 johdettiin jo geometrisesti ja suppiloperiaatteella.
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Sinin derivaatta Il

Koska
cosh—1  (cosh—1)(cosh+1)  cos®h—1
h B h(cos h + 1) ~ h(cosh+1)
sinh sinh 0
h coshtl 2 0

kun h — 0, niin saadaan jalkimmainen raja-arvo.

Toisella rivilld kiytettiin identiteettia sin® h + cos® h = 1.
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Laskusaantoja

@ Lineaarisuus
D(f(x) +g(x)) = f'(x) +g'(x)
D(cf(x)) = cf’(x), kun ¢ € R on vakio

@ Tulon derivoimissaanto
D(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x)

@ Osamaaran derivoimissaanto

f(x f'(x)g(x) — f(x)g'(x
D<()>— ()g(;(x)2( )g'(x)

g(x)

@ Yhdistetyn funktion derivoimissaanto
D(f(g(x)) = f'(g(x))g'(x)

Viimeiselle kaavalle kaytetaan nimitysta ketjusaanto = Chain Rule.
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Eraita derivaattoja

D(vakiofunktio) = 0
o D(x")=nm""1 r#0

@ D(sinx) = cosx, D(cosx) = —sinx

1
e D(tanx) =1 +tanx = ——, kun x # w/2 + nm
cos? x

De* =¢e*, DIn|x| =1/x, kun x # 0
(n&ihin palataan mydhemmin)
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Kaytannossa derivaatat voidaan laskea laskusaantojen ja jo tunnettujen
yksinkertaisempien derivaattojen avulla:

° D(x3—4x2+6) = 3x2 — 8x

o D(V1+5x2) = %(1 +5x2)712D(1 4 5x%) = X

V1+5x?
o D(x?cos(3x)) = D( ?) cos(3x) + x?D(cos(3x))

= 2x cos(3x) + (— sin(3x) - D(3x))

= 2xcos(3x) — 3x sin(3x)

e D(sin(1/x)) = cos(1/x)D(1/x)
= cos(1/x) - (—1/x?)
= —cos(1/x)/x?, kun x # 0

Kaksi viimeista lapi taululla.
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Derivoituva funktio on jatkuva

Jos f: [a, b] — R on derivoituva pisteessd xo € |a, b[, niin se on jatkuva
pisteessa xg.

Perustelu: Derivaatan maaritelmasta saadaan
f(X() + h) — f(Xo)
h

missa £(xp, h) on raja-arvoon liittyva virhetermi, jolle £(xp, h) — 0 kun
h—0.

= f'(x0) + &(x0, h)

Niinpa

f(xo + h) — f(x0) = f'(x0)h + he(xo, h) — 0 kun h — 0.
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Derivaatta aariarvokohdassa: Rollen lause

Jos f : [a, b] — R on derivoituva (paikallisessa) dariarvohdassa xg € ]a, b|,
niin f'(xp) = 0.

Perustelu: Tarkastellaan paikallista maksimia pisteessa xp.

Erotusosamaaran toispuoleiset raja-arvot ovat erimerkkiset paikallisessa
aariarvokohdassa, koska

f(xo+ h) — f(x0) _ negatiivinen
~ positiivinen

f(xo+ h) — f(x0) _ negatiivinen
 negatiivinen

< 0, kun h >0,

> 0, kun h<0

ja |h| on niin pieni, ettd f(xp) on maksimi valilla [xo — h, xo + h].

Koska f on derivoituva xp:ssa, nama toispuoliset raja-arvot ovat
yhtasuuria: siis molemmat = 0.
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Valiarvolause |

Jos f on jatkuva valilld [a, b] ja lisdksi derivoituva avoimella valilla |a, b],
niin on olemassa sellainen piste c € |a, b, ettd

f(c) = % ts. f(b)—f(a) = f'(c)(b— a).
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Valiarvolause I

Valiarvolauseen todistus: Sovelletaan Rollen lausetta apufunktioon

80) = ()~ f(a) - DTG )

joka toteuttaa g(a) = g(b) = 0. Sen paikallisessa aariarvokohdassa (miksi
olemassa?) ¢ €]a, b| patee g'(c) =0 < f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

y

janan pituus = 18(x)!

y=fx)
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Valiarvolauseen seurauksia

@ Jos f'(x) = 0 kaikissa avoimen vilin pisteissa x, niin f on
vakiofunktio talla valilla.

@ Jos f'(x) > 0 jollakin valilld, niin f on kasvava talla valill3;
jos f'(x) < 0 jollakin valilla, niin f on vaheneva talla valilla.

@ Jos edellisen kohdan lisdksi f'(x) = 0 ainoastaan yksittaisissa

pisteissa, niin f on aidosti kasvava/viaheneva.
Esimerkki: f(x) = x5.

Tarkastellaan nama taululla.
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I'Hospitalin saanto |

Raja-arvojen laskeminen derivaatan avulla; erilaisia versioita mm. tyyppia
"0/0" tai "oo/ox" oleville raja-arvoille; myds toispuoleisille.
Tarkein tapaus:

Lause

Oletetaan, ettd f(xo) = g(x0) = 0 ja funktiot f, g ovat derivoituvia
Jollakin valilld xo — &, xo + 6[. Jos
f/
lim ﬁ
x=x g'(x)
on olemassa, niin :
lim @ = lim f(x)
o g(x) %0 /(%)
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I'Hospitalin saanto I

Perustelu:
Jos jo tehtyjen oletusten lisaksi g’(xp) # 0 ja f, g jatkuvasti derivoituvia
pisteessa xg, perustelu on lyhyt:

ja toisaalta
o) _ | F(x)
= lim .
g'(x0)  x=x g'(x)
[Iman naita lisaoletuksia tarvitaan ns. Cauchyn yleistettya valiarvolausetta,
jonka mukaan

o) _ Fle)

gx)  &'(c)
Koko todistus loytyy mm. englanninkielisesta Wikipediasta.

jollain ¢ €]xo, x[.
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I'Hospitalin saanto Il

sin(4x)
x—0 X .

Laske raja-arvo lim

Ratkaisu: Koska sin(4x)/x on muotoa "0/0" kohdassa x = 0, niin
voidaan (yrittda) soveltaa I'Hospitalin sdantoa:

i sin(4x) — fim 4 cos(4x)
x=0 X x—=0 1

=4.

Koska derivoidulla muodolla on raja-arvo 4, niin lasku on pateva.

Huom. 1: Jos derivoitu raja-arvo on edelleen muotoa "0/0", niin saantoa
voidaan yrittad kayttaa toisen (tai useamman) kerran.

Huom. 2: Muoto "0/0" on aina tarkistettava:

Pekka Alestalo, Jarmo Malinen (Aalto-yliopisMS-A010{2,3,4,5} (SCI, ELEC*, ENG*) Dif October 20, 2021 20/23



Airiarvotehtivat |

Seuraavassa A C R on vali.

@ Funktiolla f: A — R on paikallinen maksimi/minimi pisteessa xp € A,
jos xp on funktion f maksimi-/minimikohta jollakin valilla
AN [XO —5,X0+5].

@ Paikallinen dariarvo = paikallinen maksimi tai minimi; voi esiintya
myos maarittelyvalin paatepisteessa.

o Paikallinen aariarvo voi olla ainoastaan joko
(i) derivaatan nollakohdassa,
(ii) maarittelyvalin paatepisteessd, tai
(iii) sellaisessa kohdassa, jossa funktio ei ole derivoituva. MIKSI?

@ Jos tiedetaan etukateen, ettd funktiolla on maksimi/minimi, niin
etsitadn kaikki mahdolliset paikalliset dariarvokohdat (vrt. edellinen),
lasketaan niissa funktion arvot ja valitaan naista suurin/pienin.
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Airiarvotehtivat ||

Mairita funktion f: [0,2] — R, f(x) = x3 — 6x, suurin ja pienin arvo.

Ratkaisu: Derivaatan nollakohdat: f/(x) =3x? =6 =0 < x = +1/2.
Koska —v/2 & [0, 2], niin lasketaan arvot f(0) =0, f(v/2) = —4v/2,

f(2) = —4, joista voidaan valita funktion pienin arvo —4+/2 ja suurin arvo
0.
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Kuperuus

o Kupera eli konveksi alue D C R?: jos x,y € D, niin myds niiden
valinen yhdysjana [x,y] C D

e Valilla I C R maaritelty funktio on kupera eli konveksi, jos sen
kuvaajan ylapuolinen tasoalue on kupera; tahan riittaa se etta
kuvaajalle piirretyt sekantit ovat aina kuvaajan ylapuolella, kaavana

F((1—t)x+ty) < (1—t)f(x)+ tf(y), kun x,y € I, t €[0,1].

e Erityisesti: jos f”(x) > 0 koko valilld, niin £ on konveksi

@ Funktion kaannepiste: kohta, jossa kuvaajalla on tangentti ja funktion
kuperuussuunta vaihtuu. Esimerkiksi, jos f”(x) vaihtaa merkkia.

@ Jos funktion f derivaatan nollakohdassa xg on f”(xp) < 0, niin
kyseessa on paikallinen maksimi; jos f”(xp) > 0, niin kyseessa on
paikallinen minimi. Tapauksessa f”/(xp) = 0O tilannetta taytyy tutkia
tarkemmin.
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