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Téhdella merkityt kohdat on tarkoitettu lahinna oheislukemistoksi. Lisédksi
mukana on joitakin lukiota kertaavia kohtia, joista kaikkia ei késitella luennolla.

1 Funktiot

1.1

Merkintdji

Reaalilukujen joukko R, symbolisesti | — 0o, 0o[. Sen alkioita kutsutaan
usein pisteiksi.

Avoin vili |a, b| tai |a, co| tai | — 0o, b| tai | — oo, 00].
Suljettu véli [a, b].

Puoliavoimet vélit: muotoa [a, b tai ]a, b].

Funktion maarittely

Funktio f: A — B on sdinto, joka liittdd jokaiseen joukon A alkioon a
tasmaélleen yhden B:m alkion b. Merkitdan b = f(a).

Tassa A = My on f:n méadrittelyjoukko ja B on f:n maalijoukko.

Funktion f arvojoukko (eli kuvajoukko) on B:n osajoukko

fTAl={f(a) [ a € A}.

Esimerkiksi funktion f: R — R, f(z) = 22, maalijoukko on R, mutta sen
arvojoukko on [0, col.

Edellisen esimerkin funktio voidaan toki mééritelld suoraan muodossa
f: R —[0,00[, f(x) = 22, jolloin arvojoukko on sama kuin maalijoukko.
Néin voidaan periaatteessa menetelld kaikkien funktioiden kohdalla, mut-
ta se ei yleensa ole kiytannollistd. Esimerkki: Yritd tehda sama funktiolle
[R=R, f(r)=2+2+ 1z, 2 €R.

Jos funktion maérittelyjoukko A C R, niin kyseessa on yhden muuttujan
funktio, joita télla kurssilla késitelladn.
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1.3

1.4

Jos A C R™, n > 2, niin kyseesséd on usean muuttujan funktio, joita
késitelladn kursseilla Differentiaali- ja integraalilaskenta 2-3.

Funktion jatkuvuus

Funktion jatkuvuus madritellddn usein raja-arvon avulla. Jatkuvuus on
kuitenkin raja-arvoa yksinkertaisempi késite, joten aloitamme silla.

Muista: Jos a,b € R, niin lauseke |a — b| on pisteiden a ja b vélinen
etaisyys.

Olkoon A C R ja f: A — R funktio. Funktio f on jatkuva pisteessi
a € A, kun pétee:
Jokaista € > 0 vastaa sellainen ¢ > 0, ettéd

|f(z) — f(a)] <e ainakunz € A ja |z —a| <4.

Piirrd havainnollinen kuval!

Usein funktion méarittelyjoukko A on jokin véli. Téll6in jatkuvuutta voi-
daan tutkia maaritelmén avulla myos viliin kuuluvassa paatepisteessa;
ehto x € A on olennainen.

Jos f on jatkuva jokaisessa madrittelyjoukkonsa pisteessd, niin se on jat-
kuva joukossa A (tai lyhyesti: jatkuva).

Jatkuvia funktioita ovat esim.

— polynomit: P(z) = c, 2" + ¢, 12" + -+ + 17 + ¢

— rationaalifunktiot: R(z) = P(x)/Q(z), kun P ja @) ovat polynomeja;
— juurifunktiot: f(z) = 27/, kun = > 0;

— trigonometriset funktiot sin, cos, tan ja cot;

— jatkuvien funktioiden summat, tulot ja osaméaariat (méaarittelyjouk-

ko!);
— jatkuvien funktioiden yhdistetyt funktiot.

Jatkuvien funktioiden ominaisuuksia

Olkoon f: A — R. Funktiolla f on maksimi eli suurin arvo pisteessa
agp € A, jos f(a) < f(ap) kaikilla a € A. Vastaavasti f:114 on minimi eli
pienin arvo pisteessd a; € A, jos f(a) > f(a1) kaikilla a € A. Muuttujan
arvot ag ja a; ovat funktion f diriarvokohtia. Funktion arvot f(ao) ja
f(ay) ovat funktion dariarvot.

I perustulos: Suljetulla valilla maégritellylla jatkuvalla funktiolla on mak-
simi ja minimi joissakin vilin pisteissa.



1.5

IT perustulos (Jatkuvien funktioiden véliarvolause): Suljetulla valilla I
madritelty jatkuva funktio saa kaikki arvot, jotka ovat sen minimin ja
maksimin vélissd. Toisin sanoen: funktion arvojoukko f[/] on myds vali.
Téssd muodossa viite patee myoOs avoimille tai puoliavoimille véleille
(jolloin maksimia tai minimié ei aina ole).

Erityisesti: Jos f: [a,b] — R on jatkuva ja f(a)f(b) < 0, niin funktiolla
f on nollakohta avoimella valilla |a, b|.

Naitd asioita kasitelladn yleisemmin kurssilla MS-C1540 Fuklidiset ava-
ruudet, jossa ne myos todistetaan.

Funktion raja-arvo

Jos ACRja f: A— R, niin f:n kiyttaytymista pisteen xo € R lahelld
voidaan tutkia my6s funktion arvosta f(zg) valittAmétté; ei edes tarvitse
olla oy € A. Télloin puhutaan funktion f raja-arvosta pisteessa xg.

Maarittelemme raja-arvon vain sellaisissa pisteissa zy € R, joille jokainen
vali [xg — d, 2 + 0] sisdltdd ddrettomén monta joukon A pistettd, vaikka
d > 0 olisi kuinka pieni tahansa. (Téllaisia pisteitd zy kutsutaan joukon
A kasautumispisteiksi.)

Funktiolla f: A — R on raja-arvo L pisteessid z, € R, jos pitee:
Jokaista € > 0 vastaa sellainen 0 > 0, etté

|f(z) — L] <e ainakunz € A ja 0<|z— x| <.

Talloin merkitaan
lim f(z)= L.

T—T0

Huomaa: Ehdon 0 < |z — x| ainoa tarkoitus on rajata mahdollinen funk-
tion arvo f(zg) pois késittelystd; ts. ehtoa tutkitaan vain tapauksessa

x # xg.

Vastaavalla tavalla saadaan myos toispuoleiset raja-arvot

. S
Jm f(z) ja lm f(z),

kun epéyhtélo 0 < |z — x| < J korvataan epayhtalollda 0 < z —xp < ¢
tal 0 < xop — x < §. Namé voidaan tulkita myds tavallisen raja-arvon
erikoistapauksina, kun funktion méarittelyjoukoksi muutetaan AN Jzq, 0o|
tai AN| — oo, zo].

T&lloin on voimassa: Raja-arvo

lim f(x)=1L

T—T0

on olemassa tdsmalleen silloin, kun

lim+f(x) = lim f(z)= L.



Funktion raja-arvo toteuttaa seuraavat laskusdannot: Jos

lim f(x) =a ja lim g(x) =0,

T—T0 T—T0
niin

lim (f(2) + 9(2) = a+ b, lim f()g(e) = ab, lim L2 = %

T—T0o T—T0 T—T0 g(l’) b

viimeisen kohdalla téytyy olettaa b # 0 (jolloin g(z) # 0 jossakin pisteen
xo ympéaristossi).

Jos funktion maéérittelyjoukko on vali, niin jatkuvuus pisteessd xo € My
on yhtéapitavaa sen kanssa, etta

lim f(z) = f(zo).

Tr—xQ

Jos f: A — R on jatkuva, xg ¢ A ja lim, 4, f(xz) = L, niin voidaan
maééritelld uusi funktio f: A - R, A = AU {x¢}, asettamalla

fx) =

L, kun z = x.

—= {f(x), kun x € A,

Talléin f on jatkuva. Usein merkitééin hiukan epétdsméllisesti f = f.
Tyypillinen esimerkki:
i Siﬂa x 7é 07
T) = z
o = {2
on jatkuva koko reaaliakselilla.

Myos seuraavat késitteet voidaan maéritella tasmaéllisesti:

lim f(z) =400, lim f(z)=1L, lim f(x)= 4oo, jne.
T—T0 r—3o00 rz—3o00

Esimerkiksi

lim f(z) = oo,
T—T0

jos péatee: Jokaista M € R vastaa sellainen 0 > 0, etta

f(z) > M aimakunz e A ja 0<|z— x| <6.



2 Derivaatta

2.1 Maaritelma ja perusominaisuudet

e Erilaisia ldhestymistapoja: geometrinen (kdyran tangentti sekanttien raja-
asentona) tai fysikaalinen (ajasta riippuvan funktion hetkellinen muutos-
nopeus).

e Funktio f maaritelty jossakin pisteen zy € R ympéristossa; sen derivaatta

h N CR T [ B CO R

h—0 h r—=zo T — X

?

jos raja-arvo olemassa. Funktio on derivoituva, jos silld on derivaatta jo-
kaisessa madrittelyjoukon (= avoin véli) pisteessd. Merkintojé:

f0) = Df() = 3.

e Derivaatan maéritelma johtaa approksimaatioon

f(@) = f(x0o)

T — Zo

f(xo) = & fx) = f(xo) + f'(w0)(x — o)

Oikean puoleinen lauseke on funktion f linearisointi eli differentiaali
pisteessa xg. Sille kiytetddn merkintdéd df. Linearisoinnin kuvaaja y =
f(zo)+ f'(zo)(x —x0) on funktion kuvaajan pisteeseen (zo, f(x)) asetettu
tangenttisuora.

e Fysikaalinen tulkinta: x = z(t) kappaleen yksiulotteisen liikeen paikka-
koordinaatti hetkelld ¢, sen hetkellinen nopeus on v(t) = 2/(t) = z(t).
Néistd viimeinen on tavallinen merkintéa fysiikassa.

e Laskusdantoja:

— Lineaarisuus

D(f(x) + g(x)) = f'(x) + ¢'(x)
D(cf(z)) = cf'(z), kun ¢ € R on vakio

— Tulon derivoimissaanto

— Osamaaran derivoimissaanto

D (f(ﬂf)) _ [@)g(e) — flx)g'(x)
9() g(x)?
— Yhdistetyn funktion derivoiminen (Chain Rule = ketjusdénto; nimen

tausta liittyy osittaisderivaattoihin, joista lisda kurssilla Differentiaali-
ja integraalilaskenta 2)




2.2

2.3

Eraita derivaattoja:
D(vakiofunktio) = 0,
D(z") =ra™1, r#0,
D(sinx) = cosz,
D(cosz) = —sinx

Viliarvolause: Olkoon f: [a,b] — R jatkuva ja lisiksi derivoituva valilla
Ja, b[. Télléin on olemassa sellainen piste ¢ € |a, b[, etta

fllo)==—=——=, ts. f(b)— fla) = f(c)(b—a).

—a

Seuraus: Jos f'(x) = 0 kaikissa avoimen vélin pisteissé z, niin funktio f
on vakio talla vélilla

Seuraus: Jos f'(x) > 0 jollakin valilld, niin f on kasvava,
jos f'(z) < 0 jollakin valilla, niin f on vdheneva

Jos edellisen kohdan liséksi f'(z) = 0 ainoastaan yksittéisissd pisteissi,

niin f on aidosti kasvava/vihenevi. Esim: f(z) = 3.

L’Hospitalin saanto

Raja-arvojen laskeminen derivaatan avulla; erilaisia versioita mm. tyyppié
"0/0" tai "oo/o0" oleville raja-arvoille; myos toispuoleisille.

Térkein tapaus: Oletetaan, ettd f(xg) = g(zo) = 0 ja funktiot f,g ovat
derivoituvia. Jos ,
@

=0 g'(x)

on olemassa, niin
/!
lim _f(:r:) = lim / (a:)
e g(z) e g(a)

Aariarvotehtavit

Paikallinen &ériarvo = paikallinen maksimi tai minimi; voi esiintyd myos
madrittelyvalin padtepisteessa.

Paikallinen &ériarvo voi tulla (i) derivaatan nollakohdassa (ii) méérittely-
vilin paatepisteessé, tai (iii) kohdassa jossa funktio ei ole derivoituva.

Jos tiedetdén etukéteen, ettd funktiolla on maksimi/minimi, niin etsitdan
kaikki mahdolliset paikalliset dériarvokohdat (vrt. edellinen), lasketaan
niissé funktion arvot ja valitaan néistd suurin/pienin.
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Kuperuus*

Kupera eli konveksi alue D C R?: jos x,y € D, niin my6s niiden viilinen
yhdysjana [x,y] C D

Vililla I € R maéritelty funktio on konveksi, jos sen kuvaajan yldpuolinen
tasoalue on konveksi; tahéan riittaa se etta kuvajalle piirretyt sekantit ovat
aina kuvaajan ylapuolella, kaavana

S =tz +ty) < (A —1t)f(x)+1f(y)
kaikilla x,y € I ja kaikilla ¢ € [0, 1].
Erityisesti: jos f”(x) > 0 koko vélill4, niin f on konveksi

Funktion ké&nnepiste: kohta, jossa kuvaajalla on tangentti ja funktion
kuperuussuunta vaihtuu. Esimerkiksi, jos f”(z) vaihtaa merkkia.

Kuperuutta tutkimalla pdadytéén seuraavaan tulokseen: jos funktion f
derivaatan nollakohdassa zy on f”(xg) < 0, niin kyseessd on paikallinen
maksimi; jos f”(zg) > 0, niin kyseessé on paikallinen minimi. Tapauksessa
f"(x0) = 0 tilannetta taytyy tutkia tarkemmin (esimerkiksi korkeamman
kertaluvun derivaattojen avulla).

Taylor-polynomit

Taylor-polynomi

Taylor-polynomi P,(x;z,) = funktion paras n-asteinen polynomiapprok-
simaatio (derivoinnin kannalta) pisteen z, ldhelld. Maclaurin-polynomi:
tapaus zg = 0.

Jos f on n kertaa derivoituva pisteessi xg, niin polynomilla

P, (z) = Pu(z;xp)
f//($0)
2!

F0 (o)

n!

= f(wo) + f'(w0)(x — wo) + (z—z0)” + -+ + (x — x0)"

_ En:f x—ib‘o)k

k=0

on pisteessa xy samat derivaatat kuin f:1l1& kertalukuun n saakka.

Taylorin kaava: Jos derivaatta f»*1) on olemassa ja se on jatkuva funktio,
niin f(z) = P,(z;z0) + En(x) ja virhetermille E, (z) pétee

F0(E)

En(@) = 051

(I - xo)n—&-l
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3.3

jossakin pisteessid & € [xg,x] (tai [z,2]). Jos on olemassa indeksistd n
riippumaton vakio M, jolle | "+ (z)| < M jollakin vlill4, niin talloin

M n
B ()] < mkﬁ — zo[" =0,

kun n — oo ja x on kiintea.

Eraitd Maclaurin-polynomiapproksimaatioita:

1ix ~ l4+z+a+--+2"
e’ o~ 1+x+%x2+%x3+...+%x
In(l4+2z) ~ x—%x2+%x3_...+ (_17zn_1x”
sinr &~ x—%$3+$x5_...+ (Q(n_j_)l)!x%ﬂ
cosxT = 1—%;52-1-%&_.,,_1_ i;iilxzn

Newtonin menetelma

Ensimmaéisen asteen Taylor-polynomi P;(z) = f(x¢) + f'(x0)(z — z0) on
sama kuin funktion f linearisointi pisteen xy suhteen. Sité voidaan kiyttas
erilaisissa arvioissa ja numeerisissa menetelmissa.

Newtonin menetelmé: Yhtédlo f(z) = 0 ratkaistaan likiméaéraisesti valitse-
malla alkupiste o (esimerkiksi kuvion perusteella) ja méarittelemalla

a5~ G

kun n = 0,1,2,... Néin saadaan lukujono (zg,z1,xs,...), jonka termit
yleensé antavat yhé parempia likiarvoja funktion f nollakohdalle.

Palautuskaava perustellaan geometrisesti etsimaélld funktion nollakohtaa
sen linearisoinnin (eli tangentin) avulla.

Taylor-sarja*

Jos Taylorin kaavan virhetermi F, (z) ldhestyy nollaa, kun n kasvaa, saa-
daan Taylor-polynomin raja-arvona funktion f Taylor-sarja (tai Maclaurin-
sarja, jos zg = 0).

Taylor-sarja on siis muotoa
2 R (g ' ")
S - = tim S T )
k=0 ’ k=0 '

Tama on esimerkki yleisestd potenssisarjasta, joita késitellaan kurssin lo-
pussa. Niité esiintyy kuitenkin monien alkeisfunktioiden yhteydessa, joten
jo téssa lyhyt yhteenveto.



Potenssisarja on muotoa

o n
> enle = a0 = lim - aulo = a0)*
k=0 k=0

oleva sarja. Piste zy on sarjan keskus ja luvut ¢, sarjan kertoimia.

Sarja suppenee arvolla x, jos ylla oleva raja-arvo on méaéritelty. Tamén
suhteen on vain kolme erilaista tapausta:

— sarja suppenee vain arvolla z = xy (jolloin sarjassa esiintyy vain
vakiotermi ¢y)

— sarja suppenee kaikilla r € R

— sarja suppenee jollakin vélilla |xg — R, zo + R] (ja mahdollisesti yh-
dessé tai molemmissa péétepisteissi) mutta hajaantuu muilla z:n
arvoilla.

Viimeisessa kohdassa esiintyva luku R on potenssisarjan suppenemisséde;
sovitaan liséksi, ettd R = 0 tai R = oo muissa tapauksissa.

Suppenemisvalilla I tulee siis maariteltya funktio f: I — R,

o0

flz) =) el — o),

k=0

joka on nimeltaén sarjan summafunktio.

Potenssisarjan summafunktio f on valilla |xg — R, z¢ + R[ jatkuva ja de-
rivoituva. Liséksi derivaatan f’(z) voi laskea derivoimalla sarjaa termeit-
tain:

f(x) = Z kep(a — o)1

Esimerkkejé (joista osaan palataan myohemmin):

k=0
T = 1 k
et = Zyx, reR
k=0
. = (—1)F 2k+1
siny = Z—x rzeR
' Y
k:0(2k;+1).
o] _1k
cosxr = Z((2l<;§' 2 reR
k=0
> —Dr—=2)...(r—k+1
(1+2) = 1+ZT(T )r ]1, ULt NI



4.1

Viimeinen on nimeltdéan binomisarja ja se on voimassa kaikilla » € R. Jos
r € N, niin sarjan kertoimet ovat nollia summausindeksistd & = r + 1
léhtien ja tuloksena on binomikaava.

Alkeisfunktiot

Kaanteisfunktio

Funktio f: A — B on

— injektio, jos eri pisteissd saadaan eri arvot, ts.

z1 # 12 = f(21) # f(22), bs.
f(x1) = f(x2) = x1 = 9.
— surjektio, jos arvojoukko on sama kuin maalijoukko, ts. fA = B.

— bijektio, jos se on seka injektio etta surjektio.

Huom: Funktiosta tulee surjektio, kun maalijoukko kutistetaan mahdolli-
simman pieneksi, eli jatetdan pois kaikki ne pisteet, jotka eivét ole funktion
arvoja.

Toinen tapa maéaritelld nama késitteet perustuu yhtélon ratkaisujen lu-
kumé&éran tutkimiseen: Jos y € B on kiinted, niin yhtalolla y = f(x)
on

— korkeintaan yksi ratkaisu x € A, jos f on injektio
— ainakin yksi ratkaisu, jos f on surjektio
— tasmalleen yksi ratkaisu, jos f on bijektio.

Jos f: A — B on bijektio, niin silli on kianteisfunktio f~!': B — A,
joka médriytyy ehdosta y = f(x) & z = f~(y).

Kadnteisfunktiolle pitee f~(f(a)) = a kaikilla a € A ja f(f71(b)) = b
kaikilla b € B.

Kaanteisfunktion kuvaaja on alkuperéisen kuvaajan peilikuva suoran y =
x suhteen. Perustelu: piste (a,b) on funktion f kuvaajalla < b= f(a) <
a = f71(b) < piste (b,a) on funktion f~! kuvaajalla. Lisiiksi operaation
(a,b) — (b, a) geometrinen tulkinta on peilaus suoran y = x suhteen.

Jos AC R ja f: A— R on aidosti monotoninen, niin funktiolla f: A —
f[A] on kiénteisfunktio.

Jos ylld A on vili ja f on jatkuva, niin myds f~! on jatkuva joukossa f[A].

Kaédnteisfunktion derivaatta: f: ]a,b[ — |e, d[ aidosti monotoninen surjek-
tio, jolloin f:l4 on kiénteisfunktio f~': ]c,d[— ]a,b[. Téllsin kuvaajat
y = f(z) jay = f~!(x) ovat toistensa peilikuvia suoran y = z suhteen ja
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jos f'(f~1(z)) # 0. Huom: f’(f~'(x)) = funktion f derivaatta laskettuna
pisteessi f~1(x).

Trigonometriset funktiot

Kulman yksikko radiaani = rad: kulmaa vastaavan yksikkoympyréan osan
kaarenpituus.

7 rad = 180 astetta, ts. 1 rad = 180/m = 57,3 astetta

Funktiot sin x, cosx méaéritellddn yksikkdympyrén avulla niin, etté (cos z, sin x),
x € [0, 27], on yksikkdympyran parametrisointi kaarenpituuden z avulla.

sinx

tanx = (x # /2 4 nm),
cos
cos
otz = (x # nm)
sin
Jaksollisuus:
sin(z + 27) = sinz, cos(x + 27) = cosx,
tan(x +7) = tanzx
Ominaisuuksia:

sin0 = 0, sin(n/2) =1, cos0 =1, cos(m/2) =0,
sin(—x) = —sinz, cos(—z) = cosz, tan(—x) = —tanz,

sinz 4+ cos’z =1,

Yhteenlaskukaavat:
sin(r +y) = sinxcosy + cossiny,
cos(x +y) = cosxzcosy—sinzsiny
Derivaatat:
D(sinx) = cosx, D(cosz)= —sinz

Edellisesté seuraa, ettd molemmat funktiot y(t) = sinwt ja y(t) = coswt
toteuttavat differentiaaliyhtdlon

y'(t) + w’y(t) =0,

joka kuvaa ns. harmonista varahtelya. Téssd muuttuja t on aika ja vakio
w > 0 on varahtelyn kulmataajuus. Kuten mychemmin néahdaén, differen-
tiaaliyhtalon kaikki ratkaisut ovat muotoa

y(t) = Acoswt + Bsinwt,

jossa A, B ovat vakioita. Ne méaéraytyvat yksikésitteisesti, jos tunnetaan
esimerkiksi alkutila y(0) ja alkunopeus y'(0). Kaikki ratkaisut ovat jaksol-
lisia ja niiden jaksonaika on T = 27 /w.

11



4.3

arcus-funktiot

Trigonometrisilla funktioilla on kddnteisfunktio, jos funktioiden maarittely-
ja maalijoukkoja rajoitetaan sopivalla tavalla.

Sini-funktio
sin: [-7/2,7/2] = [-1,1]

on aidosti kasvava bijektio.

Kosini-funktio
cos: [0, 7] — [—1,1]

on aidosti viheneva bijektio.

Tangentti-funktio
tan: | — 7/2,7/2[ - R

on aidosti kasvava bijektio.

Kaanteisfunktiot:

arctanx € | —7/2,7/2[, kun z € R,
arcsinz € [—7/2,7/2], kunz € [-1,1],

arccosz € [0,7], kun xz € [—1,1]
Siis:

= tana <= o =arctanz, kun a €| —7/2,7/2]
= sina < «a =arcsinz, kun o € [-7/2,7/2]

= cosa <= o = arccosz, kun a € [0,7]

Huom: arcx x x annetaan radiaaneissa, ellei kyseessd ole geometrinen
sovellus.

Kainteisfunktioiden derivaatat

1
Darctanr = ——, x € R
14 a2
1
Darcsiny = —, -1l<z<1
V1—a22
-1
Darccosr = —, -1l<z<1

12
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4.5

Eksponentti- ja logaritmi

Neperin luku

= 1 1 L "_1 1 Lyl
e = ng{.lo +E =1+ +5+§+I+...
A~ 2,718281828459. ..
Eksponenttifunktio
r_ T\~
fla) == Jim (1+2)" =35

n=0

Maéritelméd perustuu ominaisuuteen f'(x) = f(x), jonka vuoksi ekspo-
nenttifunktio on térked differentiaaliyhtéloiden ratkaisemisessa.

Yhteys erilaisten méaritelmien valilla on suoraviivainen, mutta pitkdahko
lasku, joka sivuutetaan talla kurssilla.

Ominaisuuksia:

e = 1, ¢* >0 kaikilla 2, D(e*) =¢€”, e * =1/e",

()Y = ", e'e = Y

Logaritmifunktio = eksponenttifunktion kiadnteisfunktio:

Inz, x>0

Ominaisuuksia

e = xz, In(e*) =z, In1 =0, lne=1,
In(a®) = blna, In(ab) =Ina+1Inb, Dnjz| =1/, 2 #0

Eksponenttifunktion avulla voidaan ratkaista taydellisesti differentiaaliyh-
talo y' = ky, kun k on vakio: Kaikki funktiot y = y(x), joille on voimassa

Y (x) = ky(r) kaikilla z € R,

ovat muotoa y(z) = Cek? | jossa C' on vakio. Vakio C kiinnittyy, jos funk-
tion y arvo tunnetaan jossakin pisteessa xg. Télloin differentiaaliyhtalon
ratkaisu on yksikésitteinen.

Eulerin kaava

Imaginaariyksikko 4: luku, joka toteuttaa i? = —1. Kompleksiluvut muo-
toa z = x + 1y, jossa x,y € R. Katso tarkemmin erillistd monistetta
kompleksiluvuista.
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e Kun ensponenttifunktion sarjakehitelméaén sijoitetaan muuttujan paikalle
12 ja ryhmitelldan termit sopivalla tavalla, niin saadaan Eulerin kaava

e =cosx +isinz.

e Seurauksena on kaava €™ + 1 = 0, jota jotkut pitdviit matematiikan hie-
noimpana kaavana. Se sitoo toisiinsa tarkeimmaét luvut 0, 1, 7, e ja 7 seka
kolme laskutoimitusta.

4.6 Hyperboliset funktiot

e Hyperbolinen sini sinus hyperbolicus sinh, hyperbolinen kosini cosinus hy-
perbolicus cosh ja hyperbolinen tangentti tanh:

1
sinhz = —=(e" —e™ ")
2
1
coshx = E(ez—i-e’x)
inh
tanhz = ¥
coshz

e Ominaisuuksia: cosh? z — sinh®?z = 1; kaikilla trigonometrisilla kaavoil-

la on hyperbolinen vastine, joka seuraa yhteyksistd sinh(iz) = isinz,
cosh(ir) = cosx. Kaavoissa sin®-termien merkki vaihtuu, muut pysyvit
samoina.

e Derivaatat: D sinhx = coshx, D coshx = sinh x.

o Kadnteisfunktiot; lyhenne ar viittaa sanaan area, silld kidnteisfunktioilla
on geometrinen tulkinta erdédna hyperbeliin liittyvana pinta-alana:

sinh 'z = ar sinhz =In(z +V1+22), z€R
cosh™2z = ar coshz=In(z+Va2—-1), 2>1
5 Integraali

5.1 Maaritelma ja ominaisuudet

e Olkoon f: [a,b] — R jatkuva. Muodostetaan vélin [a, b] jako
Aa=Tg< T <Xy <---<xT,=b

ja siihen liittyvé ylasumma

S = ZMk(mk — 1), My =max{f(z) |z <x <},

k=1

14



ja alasumma
n
s = ka(xk — 1), mp =min{f(z) | xp_1 <z <31}
k=1

e Aina pitee:
(i) s < S,
(ii) Kun jako tihenee, niin s kasvaa ja S pienenece.

e Funktio f on integroituva vélilla [a, b], jos jokaista e > 0 vastaa sellainen
jako, jossa
S—s<e.

Funktion f integraali I € R on télloin se yksikésitteinen luku, jolle s <
I < S kaikissa jaoissa; merkitaéan

/abf(w)drc=

Pétee: integraali on maéritelty kaikille jatkuville funktioille ja se voidaan
laskea raja-arvona

lim E flzp) Az
n—oo
k=1

kiyttaméalla tasavilisid jakopisteitd zx = a + kAx, jossa Az = (b—a)/n
on askelpituus ja 0 < k < n.

Maéritelméa yleistyy myos paloittain jatkuville funktioille (ja vieldkin ylei-
sempéaén tilanteeseen)

/aaf(x)dxz(), /baf(:n)dx:—/abf(x)dx

Omin%lsuuksm Lineaarisuus

() /(clf( )+ eag(s >>das—c1/ e dx+c2/abg<x>das

()/ m_/f m+/f ) dz

kaikilla a, b, ¢ Jarjestyksesta ruppumatta

(i) f(z) < g(z) = / f() de s/ o(z) de
Erityisesti +f(z) < |f(x)], joten

< [ r@as

Sopimus:

x)dx
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Keskiarvoperiaate: jos f on jatkuva, niin

b
/ f(z)dx = f(c)(b—a) jollakin ¢ € [a, b],
toisin sanoen

1 b
fle) = . / f(z) dx = funktion f keskiarvo vélilla [a, b]

Analyysin peruslause: Jos f: [a,b] — R on jatkuva, niin
& | rwi= s

Seuraus: Jos F'(z) = f(z) kaikilla z, ts. F" on funktion f integraalifunktio,
niin

kaikilla = € |a, b].

[ 1@de = [F@) = )2 = FO) - Flo)

Integraalifunktio ei ole yksikésitteinen, mutta eri integraalifunktiot poik-
keavat toisistaan ainoastaan vakiolla; merkitaan

/f (z) +C, C € R vakio,

jos F'(x) = f(x)

Kaikilla jatkuvilla funktioilla on integraalifunktio, mutta sita ei aina voida
esittaé alkeisfunktioiden avulla, vaikka f olisi alkeisfunktio; esim. f(z) =

2
6$

5.2 Epaoleellinen integraali
Kaksi eri perustyyppié:
Tyyppi I: Integroimisvéling [a, co| tai | — oo, b] tai koko R

Tyyppi II: Funktio f: Ja,b]— R ei ole rajoitettu tai sillé ei ole toispuo-
leisia raja-arvoja paatepisteissa

Tyyppi I: Esim. f: [a,00[— R jatkuva. Télloin

/aoof(x)dx:}%i_r&/al%f(x)dx

jos raja-arvo olemassa ja aarellinen.
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6.1

Jos f: R — R jatkuva, niin

/_Zf(x)dx:/_;f(x)der/Ooof(a:)d:c,

jos molemmat oikean puolen integraalit suppenevat

Jos f(z) > 0 kaikilla x € R, niin pétee

/00 f(x)dxz}%iin Rf(x)dac

—R

Tyyppi II: poistetaan ongelmakohta ja tutkitaan raja-arvona; esim. f :
la,b] — R jatkuva, mutta silld ei dérellistd raja-arvoa, kun x — a+.
Talloin

b b
/ f(z)dr = lim f(z)dx,

e—0+ ate

jos raja-arvo on olemassa ja darellinen. Téll6in sanotaan: epéoleellinen
integraali suppenee; muuten se hajaantuu.

Jos ongelmia molemmissa paétepisteissi tai vilin sisillé, jaetaan [a, b] niin
moneen osaan, ettd kussakin osassa vain yksi ongelmakohta: vaaditaan,
ettd jokainen erikseen antaa adrellisen tuloksen, jolloin koko integraali =
osien summa

Integroinnin sovelluksia

Geometrisia sovelluksia

Jos f(z) > 0, niin fabf(x) dx on funktion kuvaajan ja x-akselin rajoitta-
man tasoalueen pinta-ala vélilla [a, b]

Yleisemmin: jos 0 < g(x) < f(z), niin f:(f(:v) — g(x)) dx on kuvaajien
y = f(z) jay = g(x) viliin jadvin alueen pinta-ala

Funktion kuvaajan y = f(x) kaarenpituus valilla [a, b] on
b
(= / V14 fl(x)?dx

Kun funktion f kuvaaja y = f(x) pyorahtaa z-akselin ympéri, niin saadun
pyorahdyspinnan pinta-ala on

A= 27r/ @)1+ @) da
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6.2

Jos kappaletta leikataan yz-tason suuntaisella tasolla kohdassa = ja poik-
kileikkauksen pinta-ala on A(z), kun z € [a,b], niin kappaleen tilavuus
on

vle@mm

Kun funktion f kuvaaja y = f(x) pyorahtdd z-akselin ympéri, se rajaa
pyordahdyskappaleen, jonka tilavuus on

vzwl%@fm

Yleisemmin: Jos 0 < g(z) < f(z) ja kuvaajien y = g(x) ja y = f(x)
vélinen alue pyorahtaa x-akselin ympari, niin saadun kappaleen tilavuus
on

b
V=n [P~ gla) ds
Huom: Tulos ei ole sama kuin 7 f:(f(x) —g(2))?dx

Kun kiyrd y = f(x) pyoréhtdd y-akselin ympéri, niin vastaava tilavuus
on

V= 27r/abxf(m)dx

Ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtalot

Integroinnin avulla voidaan ratkaista mm. seuraavat 1. kertaluvun diffe-
rentiaaliyhtalot:

Lineaarinen differentiaaliyht&lo

y +a(z)y =r(z),

jossa a(z) ja r(x) ovat jollakin avoimella valilla jatkuvia funktioita. Rat-

kaisu saadaan kertomalla yhtilo puolittain integroivalla tekijalla eA®,

jossa A'(z) = a(x). Yleiseksi ratkaisuksi saadaan
y(z) = Cem 4@ 4 =A@ / eA@r(z) dr,

jossa C' on vakio.

Separoituva differentiaaliyhtélo

y = f(z)g(y)
voidaan ratkaista muuntamalla se (formaalisti) muotoon
dy
9(y)

ja integroimalla. Menetelmén tarkempi perustelu vaatii sijoitusmenetel-
man kayttod, josta mychemmin lisda.

= f(z)dx
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e Differentiaaliyhtéloisté on erillinen moniste, jossa ratkaisumenetelmié se-
litetdén tarkemmin. Monien differentiaaliyhtaloiden ratkaisemiseksi tarvi-
taan myos uusia integroimismenetelmié.

7 Integroimismenetelmia

Perusongelma: Derivointi on helppoa, sithen on kaavat, joilla kaikki funktio voi-
daan derivoida. Integrointi on usein vaikeaa: vaikka kaikilla jatkuvilla funktioilla
on integraalifunktio, on sen méarittdminen usein kiytdnnossa hankalaa tai jopa
mahdotonta (alkeisfunktioiden avulla).

7.1 Osittaisintegrointi

e Osittaisintegrointi:

/ F(@)g(z) da = / F(e)g() - / f(2)g(z) da

tai ilman rajoja
/ f@)g(x) dr = f(z)g(z) - / f(2)g () da

7.2 Sijoitusmenetelmai

e Sijoitusmenetelma:

b g(b)
/ F(9(2))g (x) da = / s

Kaytannossa: Sijoitus u = g(z), jolloin

j—z =¢'(x) = du= ¢ (z)dz

Rajojen muutos: z = a = u = g(a), r = b = u = g(b)
e Muunnos voidaan kirjoittaa myos kddnteisfunktion avulla:
v =g (u) = dv=(97") (u)du = (1/¢'(x)) du,

joten tulos on sama kuin aikaisemmin. (Adamsin kirjassa nama késitellaan
erikseen kohdissa 5.6 ja 6.3, mikd on tavallaan turhaa)

7.3 Osamurtohajotelma™

e Osamurtohajotelma: Rationaalifunktiot voidaan integroida hajottamalla
ne yksinkertaisempiin osiin. Tyypillinen esimerkki: a,b € R vakioita,
ar +b A B

(x—l)(x—?):x—l—i_x—Q7
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jossa kertoimet A, B saadaan selville kertomalla puolittain lausekkeella
(x — 1)(x — 2) ja sijoittamalla vuorotellen x = 1 tai x = 2.

Toinen tapa: verrataan z-termien kertoimia yhtélon eri puolilla. Tamén
avulla voidaan laskea

ar +b
de=Aln|r—1|+ Blnjz —2
/(m—l)(x—?) x njz—1+Blnjz—-2|+C

7.4 Numeerinen integrointi*

e Numeerinen integrointi: Yksinkertaisin tapa on puolisuunnikas- eli trapet-
sisaanto:

b
[ 1o~ = () 4 o) + S 4k Fan) + (),

jossa h = (b — a)/n on askelpituus, n € N jakovilien lukumé&éré ja xp =
a+ kh, 0 < k <n, ovat jakopisteet.

e Muita approksimaatioita ovat mm. keskipistesaanto

b
/ F(x) da ~ My, = h(F(m) + f(ma) + -+ F(ma)), mp = (2p1 +24)/2,

ja Simpsonin sdanto

[ #@)de xS, = S0+ ) 42 () )42 ) )+ (02),

jossa funktiota interpoloidaan 2. asteen polynomilla kahdella perédkkaisella
jakovélilla; luvun n taytyy olla parillinen.

Toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyh-
talo

e Toisen kertaluvun lineaarinen ja vakiokertoiminen differentiaaliyhtéld on
muotoa
y' +py +aqy =r(2),

jossa p,q ovat vakioita ja r(z) on (ainakin paloittain) jatkuva funktio.
Differentiaaliyhtdlé on homogeeninen, jos r(z) = 0 kaikilla x; muussa ta-
pauksessa se on epahomogeeninen.

e Yhtalon ratkaisumenetelmé on esitetty erillisessd monisteessa.
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9.1

9.2

Lukujonot

Induktioperiaate*®
Todistettavana jokin ominaisuus (esim. kaava) P,, jonka viitetdén olevan
voimassa kaikillan = 0,1,2,3,... Induktiotodistus tekee tdméan kahdessa
vaiheessa:

— Osoitetaan, ettd Py on tosi. Tdma on yleensa helppoa.

— Lé&hdetédan oletuksesta, ettd P, on tosi jollakin £, ja paatellaan sen
avulla, ettd myos Pyy; on tosi.

Néistéa seuraa, ettd P, on tosi kaikilla n.
Induktiotodistus voi alkaa myos arvosta n = 1 tms.
Binomikaava: Jos a,b € R ja n € Ny, niin
" /n
(a+b)" = % (k) akbn k.

n!

" kl(n—k)

rustuu induktioon ja siiné tarvitaan binomikerrointen ominaisuutta

(1) ()= ()

jonka perusteella binomikertoimet saadaan ns. Pascalin kolmiosta.

n
Téassé esiintyy binomikerroin ( k;) . Kaavan todistus pe-

Lukujonot

Lukujonolla tarkoitetaan daretonta jonoa reaalilukuja a,, € R, kun indeksi
n € N. Merkitaan

(an)nen = (an)eey = (a1, as,as,...).

Lukujono tdsméllinen tulkinta on funktio f: N — R, jolle f(n) = a,.
Tama selventdd esimerkiksi lausekkeiden a, 11 = f(n+1) jaa,—1 = f(n—
1) tulkintoja (indeksin siirrot).

Jonon indeksointi voi alkaa myd6s jostakin muusta arvosta kuin 1. Jos in-
deksin alkuarvo ei ole tarked tai tilanne on muuten selvi, voidaan kiayttia
merkintdé (a,).

Lukujonoja voidaan maéaritella

— antamalla yleisen termin lauseke: esim.
a, = 2" kun n € N = lukujono (2,4, 8,16, ...)
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— rekursiivisesti palautuskaavojen avulla:

fO =0, fl =1, fn = fn—2 +fn—1> kun n > 2
= Fibonaccin lukujono (0,1,1,2,3,5,...)

— tekemalld mittauksia jostakin systeemistéd, esim. ddnen voimakkuus
tasaisin aikavélein (idealisoituna ddrettoméksi jonoksi).

e Ongelmia:

— Miten palautuskaavasta saadaan yleisen termin lauseke?

— Mité jonon ominaisuuksia saadaan selville yleisen termin tai palau-
tuskaavojen avulla?

e Jonojen ominaisuuksia: Lukujono (a,) on

— ylhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen C' € R, ettd a, < C
kaikilla n

— alhaalta rajoitettu, jos on olemassa sellainen ¢ € R, ettd a,, > ¢
kaikilla n

rajoitettu, jos se on sekd ylhaalta ettd alhaalta rajoitettu

— nouseva, jos a,1 > a, kaikilla n

laskeva, jos a,.1 < a, kaikilla n

— monotoninen, jos se on nouseva tai laskeva

— jaksollinen, jos on olemassa sellainen £ € N, etta a, . = a, kaikilla

n.

9.3 Lukujonon suppeneminen

e Lukujono (a,) suppenee kohti raja-arvoa L, jos lausekkeen |a, — L| ar-
vo lahestyy nollaa, kun n — oo; tdsmallisemmin: jokaista ¢ > 0 vastaa
sellainen indeksi n. € N, etta |a, — L| < € aina kun n > n..

Talloin merkitddn lim a, = L.

n—oo

e Jos lukujono ei suppenee, niin se hajaantuu.

e Suppenevien jonojen ominaisuuksia:

— suppeneva jono on rajoitettu

— jos lim a, =a ja lim b, = b, niin
n—oo

*

*

*

n—oo

an +b,) =a+b,

lim (a,/b,) = a/b, jos b # 0 (jolloin my6s b,, # 0 jostakin indek-
—00

sistd alkaen).
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e Esimerkkeja:

— Geometrinen jono (¢") suppenee, jos suhdeluku —1 < ¢ < 1, jolloin
sen raja-arvo on joko 0 tai 1. Muissa tapauksissa geometrinen jono
hajaantuu.

— Jonon suppenemista kohti nollaa voi tutkia lausekkeen |a,i1/a,|
avulla: jos jostakin indeksistd alkaen on |a,i1/a,| < ¢, jossa 0 <

g < 1, niin lim a, = 0.
n—0o0

— Suppiloperiaate: Jos a,, < b, < ¢, jostakin indeksistéd alkaen ja

lim a, = lim c,,
n—oo n—o0

niin jono (b,) suppenee ja lim, ., b, = lim, ., a,.
— lim, ;0o Wa=1,kun a > 0

— lim, (1 + %)n = e¢ = Neperin luku ~ 2,7182818 ... Tahéan pala-
taan mychemmin.

e Seuraavista ominaisuuksista ensimmaéinen on aksioma, ominaisuus jota
ei todisteta, vaan se otetaan paittelyn lahtokohdaksi. Jalkimmainen omi-
naisuus seuraa ensimmaisestd tarkastelemalla samaa jonoa vastakkaisella
etumerkilla.

— Nouseva ja ylhaalta rajoitettu jono suppenee.

— Laskeva ja alhaalta rajoitettu jono suppenee.

e Reaaliluvulla tarkoitetaan desimaalilukua n,d;ds ..., jossa kokonaisosa n
on kokonaisluku ja desimaalit dy, ds,--- € {0,1,2,...,9}. Edellisestd koh-
dasta seuraa, etté téllainen luku on jarkeva kéisite monotonisen rationaa-
lilukujonon raja-arvoksi tulkittuna.

e Kaarenpituus yksikkdympyralld 22 + y? = 1 mééritelliéin seuraavalla ta-
valla: jaetaan tutkittava kaari tasavélisesti 2":44n osaan ja lasketaan vas-
taavan murtoviivan pituus a,. Néin saadaan nouseva ja ylhaalta rajoitettu
jono, jonka raja-arvo on kyseessi olevan kaaren pituus.

e Miaritelméa: Luku 7 on yksikkéympyrén puolikkaan kaarenpituus.

e Kaarenpituuden avulla méaritelldadn kulman yksikkoé radiaani (lyh. rad),
joka on dimensioton. Trigonometriset funktiot sinx ja cosx méaritellaan
yksikkéympyran kaarenpituuden avulla kaikille x € R.

e Myos kasitteet lim a, = oo ja lim a, = —oo voidaan maaritella tasmal-
n—oo n—oo

lisesti. Esimerkiksi

lim a, = 0 & jokaista lukua M vastaa sellainen indeksi n,y,
n—oo

ettd a, > M aina kun n > nyy.

Talloin sanotaan, ettéa jono hajaantuu kohti daretonta (tai vast. —adretontd).
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9.4 Jatkuvuus ja jonot

e Funktion jatkuvuus voidaan maééritelld myos jonojen avulla. Seuraava
maédritelmé on yhtépitava kurssin alussa esitetyn € — J-maaritelméan kans-
sa.

e Jos f: A — B jaa € A, niin funktio f on jatkuva pisteessa a, kun
patee:
Jos jonolle (a,) on voimassa a, € A kaikilla n ja lim, ,, a, = a, niin
silloin lim,, .« f(a,) = f(a).

e Lyhyesti kirjoitettuna jatkuvuus tarkoittaa yhtaloa
lim f(a,) = f( lim a,).

n—0o0 n—oo

10 Sarjat

10.1 Sarjan suppeneminen

Téassé luvussa tutkimme kysymysté, kuinka voidaan laskea yhteen déreton méa-
ra lukuja. Koska tété ei voida kiytdnnossa tehda "yhdella kertaa", niin ongel-
maa ldhestytddn raja-arvon kautta.

e Lukujonosta (a,)n,en voidaan muodostaa sen osasummien jono (s,):

n

S1=a1, S2=0a1 +az, S3=a1+azx+as, ..., S, = E Q-
k=1

e Jos osasummien jonolla (s,) on raja-arvo s € R, niin sanotaan, etté jo-
nosta (ay) muodostettu sarja suppenee ja sen summa on s. Talloin mer-

kitaan
00
E ap = S.
k=1

Jos sarja ei suppene, niin se hajaantuu.
e Huomautuksia:

— Osasummat indeksoiddén samalla tavalla kuin jono (ag); esim. jonon
(ag)72; osasummat ovat ss = as, S4 = ag + a4 jne.

— Suppenevaan sarjaan voidaan tehda summausindeksin siirtoja: esim.

(o.) o0 o0
ST S P
k=1 k=0 k=2
o
e Geometrinen sarja Zaqk suppenee, jos |q| < 1 (tai a = 0), jolloin sen
k=i

)

a
Summa on T Jos lg| > 1, niin sarja hajaantuu.
—q
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e Suppenevien sarjojen ominaisuuksia:

o 22021<a’k + bk) = ZZOZl ay + 22021 bk
- 2211<6ak) = 022021 ag, jos c € R

— jos Y /.~ ai suppenee, niin limy_,, a; = 0;
ts. jos limy_,0 ag # 0, niin sarja Y .- | ax hajaantuu.

Esimerkki. Harmoninen sarja

| =

0o
k=1

hajaantuu, vaikka sarjan yleisen termin raja-arvo on nolla.

10.2 Positiiviset sarjat

e Sarja ) .-, pj on positiivinen (tai positiiviterminen), jos py > 0 kaikilla
k.

e Positiivisille sarjoille suppenemisen tutkiminen on suoraviivaista:
Positiivinen sarja suppenee tdasmaélleen silloin, kun sen osasummien jono
on ylh&alta rajoitettu.

Syy: Positiivisen sarjan osasummien jono on nouseva.

e Esimerkiksi sarja
1
> %
k=1
suppenee, koska s, < 2 kaikilla n (luennot).

[ee] o0
e Sarja E aj suppenee itseisesti, jos vastaava positiivinen sarja E |ag|
k=1 k=1
suppenee.
Pétee: sarjan itseisestd suppenemisesta seuraa (tavallinen) suppeneminen,

ja talloin
Dk <Dl
k=1 k=1

10.3 Suppenemistesteji

e Yleistyksena saadaan ns. majorantti- ja minoranttiperiaatteet:

— Jos |ag| < pr ja > pr suppenee, niin myos Y | ax suppenee.

— Jos 0 < pi, < ag ja Y pr hajaantuu, niin myos »  ax hajaantuu.

o Kiytannossa tarkein tapa suppenemisen tutkimiseen perustuu ns. suh-
detestiin, jossa sarjan termeja verrataan sopivaan geometriseen sarjaan:
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— Jos jostakin indeksistd alkaen on voimassa

Qf+1
Qg

<Q<1,

niin sarja Y ax suppenee (ja "suppenemisnopeus" vastaa geometrista
sarjaa Y Q" tai on vielikin suurempi).

e Edellisen kohdan kaytannollisempi versio on:

. . Af+1 ..
Jos on olemassa raja-arvo lim = ¢, niin
k—oo (I,k
suppenee, jos 0 < g < 1,
sarja Y ax < hajaantuu, jos g > 1,

voi olla suppeneva tai hajaantuva, jos ¢ = 1.
Viimeisessé kohdassa ei siis saada mitddn tietoa suppenemisesta.

10.4 Vuorottelevat sarjat™

e Jos pp > 0 kaikilla k, niin muotoa

S (1) p tal > (—1)py
k=1 k=1

oleva sarja on vuorotteleva.

e Suhdetestin lisdksi vuorottelevan sarjan suppenemista voidaan tutkia Leib-
nizin lauseen avulla:

k41, pétee

— Jos vuorottelevassa sarjassa » -, (—1)
(i) Prs1 < pr, ja
(ii) lim px = 0,
niin sarja suppenee. Jos lisiksi sarja katkaistaan kohdasta n, niin
vastaavalle jadnnostermille

[o.¢]
— _ k+1

Thil =S — Sp = E (=) pr

k=n+1
on voimassa |ry,11| < Pni1.
o0 1y\k+1
a0 : . (—1 .
e Leibnizin lauseen perusteella esim. sarja E suppenee, vaikka

k=1

aikaisemman perusteella se ei suppene itseisesti.

10.5 Potenssisarjat

e Taman jalkeen onkin hyvé kdydéa uudelleen ldpi potenssisarjoja koskevat
asiat kohdasta 3.2.

26



