Differentiaaliyhtilot (¢) Pekka Alestalo 2013

Téassd monisteessa kiaydéaan lapi tavallisiin differentiaaliyhtéloihin liittyvia
peruskasitteitd ja ratkaisuperiaatteita. Luennolla lasketaan esimerkkitehtavia
ja oppikirjoista niita 16ytyy lisaé.

4 Korkeamman kertaluvun differentiaaliyhtalot

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtéloita esiintyy varsinkin mekaniikassa liikeyh-
taloiden kohdalla ja neljannen kertaluvun yhtéloitd esimerkiksi lujuusopissa
palkkien taipumiseen liittyvissd tehtéavissd. Muiden kertalukujen differentiaa-
liyhtéloita tulee sovelluksissa vastaan selvdsti harvemmin, mutta matemaatti-
sessa mielessa niiden késittely ei juurikaan poikkea toisen kertaluvun tapauk-
sesta. Lisaksi korkeamman kertaluvun yhtéal6illa on suora yhteys 1. kertaluvun
differentiaaliyhtaloryhmiin, kuten mychemmin nahdééan.

Seuraavassa esitellddn yhtaloihin liittyvia késitteité yleisessé lineaarisessa ta-
pauksessa, mutta kiytannon esimerkeissé keskitytadn toisen kertaluvun vakio-
kertoimiseen tapaukseen, joka on myos sovellusten kannalta kaikkein téarkein.

4.1 Lineaarinen differentiaaliyhtalo

Kertalukua n oleva lineaarinen differentiaaliyhtélé on muotoa
an ()Y + a1 ()" 4 a(2)y + ao()y = (),

missé funktiot a;(z) ja r(x) tunnetaan. Yhtalo on homogeeninen, jos r(z) = 0,
muuten epdhomogeeninen. Se on vakiokertoiminen, jos jokainen a;(z) =
vakio; sen sijaan funktion r(z) ei tarvitse olla vakio.

Yhtaloa kutsutaan lineaariseksi, koska homogeenisen yhtalon ratkaisujen
y1(x) ja ya(x) lineaarikombinaatio y(x) = Ay;(z) + Bys(z) on edelleen rat-
kaisu, kun A, B ovat vakioita. Tdmé ominaisuus yleistyy my6s useamman kuin
kahden ratkaisun lineaarikombinaatioille.

Toisin kuin 1. kertaluvun yhtéloiden tapauksessa, ei kertaluvusta kaksi eteen-
péin ole mitaan helppoa ja kiaytannollista tapaa johtaa yhtalon yleista ratkaisua.
Sen vuoksi tutkimme asiaa aloittamalla homogeenisesta tapauksesta.

4.2 Lineaarinen homogeeninen differentiaaliyhtalo
4.2.1 Kertaluku kaksi

Paastiksemme jollakin tavalla alkuun, yritimme ratkaista vakiokertoimisen 2.
kertaluvun yhtalon
y'+py +qy=0



kokeilemalla integroivan tekijan kiyttod samaan tapaan kuin 1. kertaluvun yh-
taloiden tapauksessa. Téssa siis p, ¢ € R ovat vakioita.

Ensimméisen kertaluvun yhtélsille integroiva tekiji on muotoa e** sopivalla
kertoimella A, joten kokeillaan téllaista kerrointa. Ndin saadaan

My (x) + pey (z) + geMy(z) = 0. (1)

Jotta tulos voitaisiin integroida kaksi kertaa, sitd tdytyy verrata tulon toisen
derivaatan lausekkeeseen

d2
T3 (€7Y(2) = MY (@) + 220Xy (2) + Ney(x).
Yhtélon (1) vasen puoli voidaan siis kirjoittaa 2. kertaluvun derivaataksi ainoas-
taan silloin, kun p = 2\ ja ¢ = A?, ts. ¢ = (p/2)%. Témén tapauksen pystymme
kuitenkin ratkaisemaan taydellisesti:

y'(2) + 20/ (2) + Ny(z) =0 < e/\zy”(:v) + 2)\6)‘$y'(x) + )\26’\xy(x) =0
2
& d—(y(x)e’\x) =0 y(@)e™ =C) + Cox

dx?
& y(x) = Cre ™ + Coze ™",
jossa C', Cy € R ovat vakioita. Olemme siis johtaneet seuraavan tuloksen.
Lause 4.1 Jos A € R, nun differentiaaliyhtdlon
Y+ 20 + Ny =0
kaikki ratkaisut (= yleinen ratkaisu) ovat muotoa
y(z) = Cre™ 4 Cyre™,

jossa C1,Cy € R ovat vakioita.

Kyseesséd olevan differentiaaliyhtélon yleinen ratkaisu on siis kahden "eri-
laisen" ratkaisun y;(z) = e ** ja yy(x) = ze ** lineaarikombinaatio yleisilld
kertoimilla. Osoittautuu, ettd vastaava ominaisuus péatee yleisemminkin, mutta
ennen ko. tuloksen muotoilua tutkitaan tarkemmin ratkaisujen "erilaisuutta".
Y1I4 olevassa tuloksessa ya(x)/y1(x) = x ei ole vakio, ts. yy # vakio - y;. TAmé
ominaisuus vastaa kahden vektorin lineaarista riippumattomutta, joten yleisem-
min funktioita y;,y2: I — R kutsutaan lineaarisesti riippumattomiksi (LRT)
valilld 1, jos yo(z)/yi(z) el ole (sama) vakio valilla /. Méadritelmédd voidaan
muokata myos tasmaéallisempéadn muotoon

cy1(x) + coyo(r) = 0 kaikilla x € [ = ¢; = ¢ =0,

josta se yleistyy myos useamman funktion tapaukseen (myohemmin).
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Esimerkki 4.2 Osoita, ettd funktiot sinz, cosx ovat LRT reaaliakselilla.

Toisen kertaluvun lineaaristen homogeenisten differentiaaliyhtéldiden rat-
kaiseminen perustuu seuraavaan tulokseen.

Lause 4.3 Olkoot ICR avoin vili ja p,q: I — R jatkuvia funktioita. Tdlloin
(i) differentiaaliyhtalolla

y' +p@)y +q(x)y =0

on LRT ratkaisut y1,y2: I — R,
(ii) ja sen yleinen ratkaisu saadaan minkd tahansa LRT ratkaisuparin yy, ys
avulla muodossa

y(r) = Ciyi(z) + Coya(z), C1,Cs € R.

Lisdkst
(71) ratkaisu on yksikdsitteinen, jos kiinnitetddn alkuehdot y(xo) = «, y'(xo) =
B jossakin pisteessd xg € 1.

Lauseen todistus yleisessd tapauksessa on hankalahko ja sivuutetaan. Pa-
laamme kuitenkin kohtaan (iii) alempana esimerkin jalkeen.

Lauseessa esiintyvida LRT ratkaisuja y;,y. kutsutaan differentiaaliyhtalon
perusratkaisuiksi, jotka yhdessd muodostavat ratkaisujen perusjirjestelméin.

Perusjarjestelma ei ole yksikésitteinen, vaan siiné esiintyvét funktiot voidaan
valita monilla eri tavoilla.

Esimerkki 4.4 Differentiaaliyhtilon y”—y = 0 ratkaisuja! ovat ainakin y, (z) =
e~ ja yo(z) = €. Ne muodostavat perusjérjestelmén, koska y,(x)/yi(z) = €**
ei ole vakio. Yleinen ratkaisu on siis muotoa

y(m) = Che " + Ce®, C1,C5 € R.

Toisaalta myo0s hyperboliset funktiot cosh x ja sinh x toteuttavat yhtalon, eika
niiden suhde sinhx/coshz = tanhz ole vakio. Yleinen ratkaisu voidaan siis
antaa myos vaihtoehtoisessa muodossa

y(x) = Acoshz + Bsinhz, A, B € R.

Kerrointen C4,Cy ja A, B yhteys selvidd, kun hyperboliset funktiot esitetdén
eksponenttifunktioiden avulla.

IPalaamme hieman myShemmin siihen, miten nima 16ydetéiin systemaattisella tavalla.



Lauseen 4.3 kohdan (iii) ominaisuus liittyy kiintedsti perusratkaisujen li-
neaariseen riippumattomuuteen. Jos nimittdin yleisen ratkaisun lausekkeeseen
sijoitetaan annetut alkuehdot, padadytaan yhtalopariin

Cry1(wo) + Caya(z0) =
Cryy (wo) + Cayy(xo) = B,

jossa tuntemattomia ovat kertoimet C7, Cs. Yhtaloryhmén kerroinmatriisin de-
terminantti on

W (on) yz(xo)

o (o) vhlzo)| = y1(w0)ys(20) — Y1 (w0)y2(20),

W (y1,y2)(20) =

joten kertoimet maaraytyvat yksikésitteisesti tasmélleen silloin, kun

W (y1,y2)(w0) # 0.

Suoraan yht#lon perusteella? voidaan osoittaa, etti ratkaisuille y;, yo joko W (yy, yo) ()
on identtisesti nolla tai Wy, ys)(z) # 0 kaikilla z. Toisaalta

d (yz(x)) _ n@)s(@) —yi(@)ya(z) _ Wiy, v2)(2)
Y () y(x)? y(x)?

dx

joten vakioiden yksikésitteisyys on yhtépitavad LRT-ehdon "yo/y; ei vakio"
kanssa.

Determinanttia W (y1,y2)(z) kutsutaan funktioiden yi,y, Wronskin deter-
minantiksi, ja sen avulla lineaarista riippumattomuutta voidaan helposti tutkia
my0s useamman kuin kahden funktion tapauksessa.

Alkuehtojen liséksi differentiaaliyhtéléihin voi liittyd reunaehtoja, jotka
ovat esimerkiksi muotoa y(z1) = 51, y(xe) = Po. Télloin ratkaisu ei aina ole
yksikésitteinen tai niita ei ole lainkaan.

Esimerkki 4.5 Reuna-arvotehtévilla v’ +y = 0, y(0) = 0, y(w) = 1, ei ole
ratkaisua.

4.2.2 Kertaluku n > 2
Tarkastellaan yleistd homogeenista n:nnen kertaluvun differentiaaliyhtaloa
Y™ a1 (2)y" Y+ ()Y + ao(z)y =0, (2)

jossa kerroinfunktiot a;(z) ovat jatkuvia jollakin vélilld /. Sen ratkaisujen erilai-
suutta ei voida endé tutkia yksinkertaisesti funktioiden suhteiden avulla, vaan
on kaytettava yleista lineaarisen riippumattomuuden késitetté.

2Harjoitustehtivi: Osoita, ettd W’ = —p(z)W, joten W (z) = Ce (@)
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Maaritelma 4.6 Vililla ICR maaritellyt funktiot vy, ..., y, ovat lineaarisesti
riippumattomia (LRT), jos pétee:

ay(z)+ -+ epyp(r) =0kaikilazr e Il = =co=---=¢, =0.

Esimerkki 4.7 Osoita, ettd polynomit 1, z, 22, ..., 2" ovat LRT reaaliakselilla.

Differentiaaliyhtélon (2) yleinen ratkaisu saadaan seuraavalla tavalla.

(1)

(i)

Jos y1 ja yp ovat yhtalon ratkaisuja, niin myos y = Chy; +Cays on ratkaisu,
kun C, C5 ovat vakioita. Sama yleistyy myos useammalle ratkaisulle, eli
ratkaisujen lineaarikombinaatiot ovat ratkaisuja.

Yhtalolld on vélilla I maaritellyt perusratkaisut y;(z), ..., y,(z), joilla
on se ominaisuus, ettd kaikki muut ratkaisut saadaan kaavasta

y(x) = Crya(x) + - + Cryn(@),

kun C1, ..., C, ovat vakioita. Sanotaan: v, ..., ¥y, muodostavat perusjar-
jestelmén.
Jollakin tavalla 16ydetyt ratkaisut y; (), ..., y,(x) muodostavat perusjér-

jestelmén, jos ne ovat lineaarisesti riippumattomia valilla 1.

Ratkaisusta tulee yksikésitteinen, jos vaaditaan alkuehdot
y(z0) = a0, ¥ (70) = an, ...,y V(z9) = a1 jossakin pisteessd g € I.

Kaytanndssa lineaarinen riippumattomuus on yhtépitavaé sen kanssa, etta
funktioiden Wronskin determinantti W(x) # 0 jollakin x. Funktio W (x)
muodostetaan laskemalla determinantti n x n-matriisista, jonka ¢:nnella
rivilla ovat luvut ygi) (x),... Ly (z),0<i<n—1. Huom: y@ =y.



4.3 Vakiokertoiminen erikoistapaus

Vakiokertoimisessa toisen kertaluvun yhtélossa " + py’ +qy = 0 luvut p,g € R
ovat vakioita. Yhtélon yleiseen ratkaisuun tarvittavat perusratkaisut saadaan
sijoittamalla yht#loon yrite y(x) = e, joka johtaa ns. karakteristiseen yh-
tal6on

M4 pA+q=0.

Sen juurten Ai, Ay € C avulla perusjarjestelmé saadaan seuraavalla tavalla:

(i) Jos juuret ovat erisuuret ja reaaliset, niin
yi(x) = " ja yo(x) = e,

(ii) Jos kyseessd on (reaalinen) kaksoisjuuri A = A\; = Ag, niin

yi(x) = N ja yy() = e,

(iii) Jos juuret ovat imaginaarisia ja muotoa A = a + bi, niin
y1(x) = e* cos(bx) ja ya(x) = €™ sin(bx).



4.4 Eulerin lineaarinen differentiaaliyhtilo

Toinen kaytédnnon sovelluksissa esiintyva lineaarinen yhtal6tyyppi on
22y + azxy + by =0,

jossa a,b € R ovat vakioita. Sitd kutsutaan Eulerin lineaariseksi differentiaa-
liyhtéloksi, ja sen perusratkaisut saadaan muotoa y(x) = z” olevaa yritettd
kiayttamalla. Yritteen sijoittaminen johtaa yhtaloon

r?+(a—1)r+b=0,

jonka juurten avulla Eulerin differentiaaliyhtélon perusjérjestelmé saadaan seu-
raavalla tavalla:

(i) Jos juuret ovat erisuuret ja reaaliset, niin
(@) = || ja ya(x) = |2|™.
ii) Jos kyseessid on (reaalinen) kaksoisjuuri r = r; = ry, niin
(i) y ]
yi(x) = [z]" ja yo(x) = [2["In |2].
iii) Jos juuret ovat imaginaarisia ja muotoa r = « + i, niin
J g J

yi(x) = |2|* cos(B1n |2]) ja yo(x) = || sin(F In |x]).

Itseisarvojen tarpeellisuus riippuu potensseista r ja « seké siité, tutkitaanko
ratkaisuja alueessa x > 0 vai z < 0.



4.5 Epahomogeeninen DY

Epadhomogeenisen toisen kertaluvun differentiaaliyhtalon

y' + o)y +q(x)y =r(z)

yleinen ratkaisu on muotoa

y(x) = Ciyi(x) + Coya(x) + yo(w),

missd y; ja yo ovat vastaavan homogeenisen yhtalon perusratkaisut ja 1y, on
jokin epahomogeenisen yhtalon yksittaisratkaisu.

Yksittéisratkaisuksi kelpaa siis miké tahansa yhtélon y” + p(z)y' + q(x)y =
r(x) toteuttava funktio yo(x). Jos p, ¢ ovat vakioita, niin yksittédisratkaisu 16y-
detéédn kiytannossd yritteelld, joka on muotoa "r(x) yleisilla kertoimilla" tai
joskus hieman hankalampi. Yhtaloon sijoittamalla saadaan selville nama kertoi-
met, mikéli yrite oli oikean tyyppinen. Joissakin erikoistapauksissa yritteeseen
taytyy lisdta ylimaaraisia x-kertoimia.

Vastaava tulos on voimassa myos korkeamman kertaluvun yhtéldille, mutta
emme Kkésittele niita talla kurssilla.

Seuraavassa taulukossa on annettu yritteen yleinen muoto vakiokertoimisille
toisen kertaluvun yhtéléille, kun r(z) on jokin alkeisfunktio. Jos r(x) koostuu
useista eri tyyppisistd osista, niin yritteeseen taytyy ottaa mukaan kaikkia eri
osla vastaavat termit.

r(z) sisaltdd yritteen muoto on

n-asteisen polynomin | Ag + Az + -+ + A2™ ( +A4, 12", jos ¢ = 0)

sin kx, coskx Acos kx 4+ Bsin kx

e“rsinkx, e coskxr | Ae“ coskx + Be® sinkx

ekx Aekx

ek Axe* | jos k on karakteristisen yht#lon juuri

ek Ax%eM  jos k on karakteristisen yht#lon kaksoisjuuri

Muistisaanto: ylimaéraisia x-kertoimia lisdtdéan niin paljon, etta yrite antaa
ratkaisun.



4.6
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Varahtelyilmiot

Tarkastellaan differentiaaliyhtélod, joka on muotoa y” = f(y). Téssd f on
jokin funktio, joka esimerkiksi litkeyht&loissa (voima = F' = ma = my”(t))
on muotoa f(y) = F(y)/m.

Systeemin tasapainotiloja vastaa erikoisratkaisu y(t) = yo, missé yy on
funktion f nollakohta.

Jos f(0) = 0 (eli tasapainossa y(t) = 0), niin alkuperédinen DY voidaan
linearisoida korvaamalla lauseke f(y) sen sarjakehitelmén lineaarisella
termilla:

f(0) 4

fy) = f(0) + f(0)y + oY + = f'(0)y,

jos |y| on pieni. Tutkimalla linearisoitua yhtélod y” = f'(0)y saadaan
tietoa systeemin kayttaytymisesta tasapainotilan y = 0 lahella.

Jos f/(0) = —w? < 0, niin tasapainotilan lihelld ratkaisut ovat likiméérin
muotoa y(t) = A cos(wt) + Bsin(wt), joka esittaa varahdysliikettd kulma-
taajuudella w. Sanotaan: w = pienten vardhtelyjen kulmataajuus.

Yleisessa tapauksessa linearisointi taytyy tehda tasapainotilan gy, suhteen,
jolloin viirdhtelyehto tulee muotoon f’(yy) = —w? < 0.

Differentiaaliyhtaloryhmat

Differentiaaliyhtiloryhmassa esiintyy n kappaletta tuntemattomia funktioi-

ta y1, ...

. Un, joiden valilla on n kappaletta differentiaaliyhtéloitéa. Tapauksessa

n = 2 differentiaaliyhtédloryhmé on esim. muotoa

yll = fl(x7y17y2)
yé = fQ(xa?/lan?),

jonka kertaluku on yksi. Differentiaaliyhtéloryhmié syntyy tilanteissa, joissa sys-
teemin osat vaikuttavat toisiinsa.

Kaytannossa ainoa tapaus, johon ei tarvita numeerisia menetelmié, on li-
neaarinen vakiokertoiminen DY-ryhmaé, jossa f;(z, y1,vy2) = ajyi + ainys+
ri(x).

Alkeellisin ratkaisumenetelmé on ns. eliminointimenetelma3, jonka avul-
la esimerkiksi lineaarisen vakiokertoimisen DY-ryhmén

Y1 = ayr + by,
Yo = cy1 + dyo
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yleinen ratkaisu saadaan seuraavien vaiheiden kautta:
(i) Ratkaistaan ensimmaéisestd yhtéalosta ye funktioiden ], y; ja muut-
tujan z avulla.

(ii) Derivoidaan tata lauseketta, jolloin saadaan vy, funktioiden yf, v} ja
muuttujan z avulla.

(iii) Sijoitetaan yj ja yo jalkimmaéiseen yhtaloon, jolloin siihen jé& ainoas-
taan y; ja sen derivaattoja.

(iv) Ratkaistaan téstd DY:stéd funktio y.
(v) Ratkaistaan lopuksi yo kiyttamélla kohdassa (i) saatua lauseketta.

e Tehokkaammat menetelmét perustuvat DY-ryhmén kerroinmatriisin omi-
naisarvoihin ja -vektoreihin. (KP3-II)

e DY-ryhméén voi myés liittyd alkuehtoja, jotka ovat muotoa
y1(xg) = a1,...,Yn(x0) = @,. Kun ndmé otetaan huomioon yleisen rat-
kaisun lausekkeessa, saadaan yleensa yksikésitteinen ratkaisu.
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