Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu Alestalo/Kuznetsova
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

MS-A0204 Differentiaali- ja integraalilaskenta 2
Kurssitentti ja yleinen tentti 17.2.2020 klo 9.00-12.00.

Kokeessa ei saa kiyttda laskimia eikéd taulukoita. Tayta kaikki otsaketiedot kaikkiin
vastauspapereihin.

Kurssitentti: Viisi parasta tehtidvii otetaan mukaan arvosteluun.
Yleinen tentti: Laske kaikki kuusi tehtidvaa.

Jokainen voi halutessaan yrittéda kuutta tehtavié, jolloin arvosana méaraytyy parem-
man vaihtoehdon mukaan: ”viisi parasta koetehtdvida + laskaripisteet” tai ”pelkét
kuusi koetehtavaa”.

1. Parametrisoidun tasokéyrian x = x(t), y = y(t) kaarevuus mééritellddn kaavalla

_ @y () —2"()y'(¢)
K(t) = (2 (1) + y/(t)2)3/2

ja sen kaarevuusside on R(t) = 1/|K(t)|. (Perustelu: Diff-int-3)

a) Muodosta R-séteisen ympyrin parametrisointi ja osoita, ettd sen kaare-
vuuséde on vakio.

b) Muodosta paraabelin kaaren y = 2 parametrisointi ja laske paraabelin kaa-
revuusside origossa (0, 0).

2. Tutkitaan alla olevan kuvion ”solmukayraa”

g(z,y) = (* —1)> = *(3+2y) = 0.

Kuviosta voi katsoa vihjeitd, mutta vastaukset taytyy perustella laskemalla.
a) Osoita, ettd piste (0,1/2) toteuttaa kidyrdn yhtdlon, ja perustele gradientin
tai implisiittisen derivoinnin avulla, ettd kdyrdn tangentti on téssd pisteessi
vaakasuora.
b) Kuvion perusteella kdyra leikkaa itseddn kolmessa pisteessé, joka on mah-
dollista vain silloin, kun

Vg=0

g = 0.

Maaritd ndma pisteet ratkaisemalla tdméa yhtéloryhma.




3. Tarkastellaan funktiota f: R®> — R,
f(x>y7 Z) = 172 + y2 + 22 + Qt(xy + Yz + [L'Z),

kun t € R on parametri.

a) Osoita, ettd funktiolla f on kriittinen piste origossa.

b) Mééritd funktion f Hessen matriisi H¢(0, 0,0).

c) Matriisin H(0,0,0) ominaisarvot ovat 1 + 2¢ ja 1 — ¢t (kaksinkertainen).
Mill& parametrin ¢ arvoilla funktiolla f on paikallinen minimi kohdassa (0, 0, 0)?
Vastaukseksi riittda avoin vali, jonka paatepisteité ei tarvitse tutkia.

4. Madrita tason z = 2x 4+ y — 12 pienin etéisyys origosta tutkimalla etdisyyden
nelién f(x,y, z) = 2% + y* + 2? #éiriarvoja ehdolla

g(r,y,2) =2x4+y—2—12=0.

5. Laske paraabelin y = 4 — 2 ja z-akselin rajaaman (rajoitetun) tasoalueen P
pinta-ala A ja keskion y-koordinaatti

1
7= — A.
] A//Pyd

6. Jos valitset (kurssitenttiin) tdmé&n tehtédvén, niin riittdi laskea a- tai
b-kohta. Jos vialttaméatta haluat laskea molemmat kohdat, niin pa-
remmat pisteet jaavat voimaan.

a) Satunnaismuuttujan X arvo on yksikkokiekosta

D={(z,y) e R*[2* +¢y* < 1}

satunnaisesti valitun (ts. tiheysfunktio = vakio = 1/A = 1/7) pisteen etéisyys
origosta. Laske sen odotusarvo

EX:%// Va2 +y?2dA
D

integroimalla napakoordinaatistossa.
b) Satunnaismuuttujan Y arvo on yksikképallosta

B={(z,y,2) e R* | 2® +9* + 22 < 1}

satunnaisesti valitun (ts. tiheysfunktio = vakio = 1/V = 3/(4)) pisteen etéisyys
origosta. Laske sen odotusarvo

1
EY:—/// Va4 y?+ 22dV
V)]s

integroimalla pallokoordinaatistossa, kun tunnetaan tilavuuden paikallinen suu-
rennussuhde 72 sin .

Huom. 1: Palautekyselyyn vastaamisesta saa yhden koepisteen!

Huom. 2: Kurssitentin voi uusia seuraavan tentin yhteydessé, jolloin laskaripisteet
otetaan huomioon ja parempi tulos jda voimaan. Myos uusintaan osallistuvien taytyy
ilmoittautua tenttiin.



