ELEC-C1230 Saatotekniikka
2. laskuharjoitus
Vastaukset

1. On osoitettava, etté alla oleva differentiaaliyhtalo ja tilaesitys ovat yhtipitavit.
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Matriisien kerto- ja yhteenlaskusidintgja kdyttden yhtdloryhma saa muodon:

0] [ 0x@®+1x0 ] [0u@] X, (1)
)| | -3-x,(0)—4-x,(2) i 2-u(f) || =3x,(6) —4x, () + 2u(t)
y(@)=1-x,()+0-x,(¢) = x,(¢)

X, () = x,(t)
= 4%, () = =3x,(£) — 4x, (£) + 2u(?)

y(#)=x,(1)
Naéistd yhtdloistd tahdotaan saada selville [O-kuvaus (input-output) eli herdtteen u(?) ja
lahtosuureen y(¢) vdlinen riippuvuus. Eliminoidaan 10-kuvauksen kannalta turhat

muuttujat x1(7) ja x2(¢). Sijoitetaan aluksi viimeinen yhtdlo y(¢) = x,(¢) kahteen
edelliseen:

Y1) =x, (1)
X, () = =3y(1) = 4x, () + 2u(t)

Sijoitetaan nyt ensimmaéinen yhtdld y(¢) = x,(¢) jalkimmaiiseen:

V(O ==3y(O) = 4y(O) +2ut) = y(@)+4y(0) +3y(t) =2u(r)

Todetaan tilaesityksen ja differentiaaliyhtdlon kuvaavan samaa jarjestelmaa.



2. Kirjoitetaan ensin sama yhtélo hiukan toisella tavalla kdyttimalla derivaatalle

merkintia
_d 5 _d
P P Tar

Y(O)=3y() +2y(2) = 2u(1)

d’ d d
& —5 (1) -3—y()+2y(1) =2—u(t
2 Y3y +2y(0) =2~ u(?)

< p’y()=3py(t)+2y(t) =2 pu(t)

Siirretddn kaikki p:td eli derivaattaa siséltivdt termit vasemmalle ja kaikki muut
oikealle

< p*y(t)=3py(t) =2 pu(t) =-2y(1)
Otetaan p yhteiseksi tekijdksi. (Huom. jos yhtdlo on korkeampaa astetta, jatketaan

yhteisen tekijén ottamista niin kauan, ettd p:n ykkosti korkeampia potensseja ei esiinny
yhtdlossa.)

< p(py(0)=3y(1) —2u(t)) =-2y(1)

Nyt valitaan tilat siten, ettd kaikki ne termit, joita jokin p kertoo tulevat jonkin
tilamuuttujan arvoksi.

X

pry(t)3y(t)2u(t)J—2y(t) (1

Eli:

X (1) = 1(0)
x,(0) = 3, () =3%, () = 2u(1)

Jalkimmaiseen yhtdloon on sijoitettu ensimmaéinen ja siitd voidaan ratkaista x,(¢) (alla).
Lausekkeelle x,(¢) saadaan yhtélosté (1).

x,(1) = 3%, () + x,(£) + 2u(t)
5(6) = -2x,(0)

Huomataan viel, ettd y:lle on edelld saatu yhtélo

y(0) = x,(2)



Kolmen viimeksi mainitun yhtilon perusteella voidaan kirjoittaa seuraava tilaesitys

o2 ool
e +| Jut)
X, () -2 0 x,(0) 0

¥ =[1 O]Km

Tilamuuttujat voidaan valita toisinkin, kunhan tulos on vain hyviksyttivdi muotoa
oleva tilaesitys. Itse asiassa tilamuuttujat voidaan valita ddrettomaélla eri tavalla.
Kaikki ne johtavat samaan tulo-lahtokayttdytymiseen; tietenkin, eihin systeemid
muuteta mihinkédén tilamuuttujien valinnoilla. Kaésilld olevassa tehtivissa
tilamuuttujien valinta toisin kuin edelld voi tosin olla haastavaa, silld
differentiaaliyhtdlon oikealla puolella oleva derivaatta on ongelmallinen.
Tilaesityksesséd yhtidloiden oikealla puolella ei saa esiintyd derivaattoja.

. x; (¢)sin (u(2))+8x, (1)
O 2 (05, 1) cos (1) +1
y(0) =[5 (1) 5, (1)

Kun systeemi on saavuttanut tasapainotilan, tilasuureiden arvot eivdt muutu, ts.
tilojen derivaatat ovat nollia. Koska tilaesityksen tilamatriisin rivit ovat tilojen

derivaatat, 10ytyy tasapainotila yksinkertaisesti etsimélld nididen derivaattojen nol-
lakohdat.

Etsitddn tilojen tasapainopiste, kun ohjauksen u(f) tasapainopiste on
u, #nr, n=0,x1,£2,...

2 .
. X2 sinu
X sin (u, ) +8x,, =0 X, =2 s
=t 8
x, x, +cos(u )+1=0
172 (u,) X%y, +cos(u, ) +1=0

Sijoitetaan ensimmaéinen yhtdlo jalkimmaéiseen.

3 .
—M+cos(us)+l=0

Ratkaistaan tilojen tasapainoarvot.



X =23 c0§(us)+1
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Lahtosuureen tasapainotilan arvo on:
2 sin (u s )
cos(u s )+ 1

y(t) =[x (t)+x, ()]
i |

ys==—4-(
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b. Tasapainotilaan linearisoitu tilaesitys:

cos(u,)+1
sin (u, )

ox ox :
(3_361(XS) a_xl(XS) %(u,)

Ax(1)= a'l 8,2 Ax+ a?’ Au
X X )
ox, (x.) ox, (x.) ou (1)

% %
Ay=|— — A
o 20 2w
Osittaisderivoidaan tilayhtilot:
Ax = [les sin(ug) 8 }Ax N xlzs cos(uy ) Au
X2 X1s —sin(u)

Ay = [— 2x1¢ l]Ax

Sijoitetaan edelleen tasapainotilat paikalleen.




4.3 %SJ)FIsin(us) 8 5
sin (u
) ’ 2 4 cos(us)+1 gcos(u )
AX=|( og(uy ) +1 ) A Tin(u,) s/ A
sin (i ) * 5.5/ 008Ws +1 —sin (ug
i 2 sin (uy ) |
Ay=|— cos(u(S)J)rl }

Erikseen voit vield johtaa linearisoidun esityksen, kun u =nz, n=0,£1,£2,...

a. Valitaan tilamuuttujat x, =6, x, = 0 (aika-argumentit jétetty

merkitsemattd). Saadaan suoraan
X=X

i, =—Esin (x,)

joka on vaadittu epdlineaarinen tilaesitys. Ladhtomuuttujaa ei ole maaritelty, mutta
se voi olla esim. y = x, eli kappaleen kulma vertikaalitasoon nihden.

b. Tasapainopiste on x,, =x, =0. Tuolloin kappale riippuu levossa

pystysuorassa olevan langan pddssd. Tilayhtdlon oikean puolen termit ovat
nollia eli tilat pysyvét vakioina.

Merkitddn Ax, =x, —x,, =X, Ax,=X,—X, =X,.
Lasketaan epélineaarisen tilayhtdlon oikean puolen funktioiden

osittaisderivaatat (kummallakin rivilli muuttujien x, ja x, suhteen) ja

sijoitetaan tasapainopisteet. Saadaan

a] 0 r A ) 0 1rar
A% | —%:os(xl)s 0l Ax, | —% 0] A,

eli tissd tapauksessa myds absoluuttiarvoina



c. Kayttdmailld annettua approksimaatiota ja a-kohdan tilamuuttujia saadaan
suoraan

eli sama tulos.

5. * RLC-piirien mallitus tapahtuu sdhkdtekniikan peruskaavojen (Kirchhoff I & 1I...)
avulla. Téssa tehtdvissa tarvittavia komponentteja kuvaavat yhtalot ovat:

vastus
U=RI
kondensaattori

1-cY
dt

Tarkoituksena on johtaa differentiaaliyhtild, josta ndhdddn ohjauksen ja lahtosuureen
vilinen riippuvuus. Tehtdvin tapauksessa vastauksen tulisi olla kutakuinkin muotoa:

VA @)+ aV "D (@) 4 ay VD @)+ agVy (6) = D @) by VD () + bV (0)

Muodostetaan Kirchhoffien vaatimat silmukat ja virtamerkinnét:
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Jatetddin laskemisen (ja etenkin kirjoittamisen) helpottamiseksi aikariippuvuuden
merkitseminen pois. Jinnitteet vastusten yli:

Uy =Ry jaUy =Ryip

Virrat kondensaattoreiden “’14dpi”:



iy =CoVy ja iz =Ci1
Kirchhoffit:
il =i2 +i3 = ClVl +C2V2

Silmukka 1: [V, =Ri +V]
Silmukka 2: |V, = R,i, +V,

Sijoitetaan virrat paikalleen:

Vo=R(CV,+CVy)+V,
V=R, Csz +V,

Tehddén lopullinen differentiaaliyhtdlo ylemmastd yhtdlostd havittdimalld siitd

“tarpeeton” V1. Kdytetddn Vi:n hédvittdmiseen alempaa yhtdlod derivoimalla se kerran:

Vi =RyCyVy +V,
Vi = RyCoVs + 1

Sijoitetaan ndma paikalleen:

Vo =Ri(CiV) +CoV)+ 1
=7, =RI[CI(RZCJ/'2 +I?2)+C2V';]+R2C2VZ +7,
= VO =R1C1R2C2V2 +R1C1V2 +R1C2V2 +R2C2V2 +V2

Jarjestetddn yhtdlo oikeaan jarjestykseen, hdvitetddn 7, :n korkeimman derivaatan
vakio ja lisdtdén aikariippuviin suureisiin aikaisemmin pois jitetty aikariippuvuuden
merkinti:

RCi+RCHr+R,CH .
e S (=W
RiC1RyCy RIC1RyCy RiC1RyCy

Va(n)+

Tilaesitystd varten huomataan, ettd piirissd on kaksi energiaa varastoivaa elementtié
(kondensaattorit). Léhdetéddn siis etsimda kahta tilaa. Tdméan voisi huomata my®os siité,
ettd edelld johdettu differentiaaliyhtilo (tulo-ldhtdesitys) on toista astetta.

Valitaan tilamuuttujiksi jinnitteet kondensaattoreiden yli. Edelld esitetyistd yhtdloista
voidaan koota



Vo=—i
1 Cl 3
.1
Vy=—1
CZ
=T
Rl 1 1
R
R2 R2 R2
i3:il_i2:_LV1+LV;)_LV1+LV2 = — L+L V1+LV2+LVO
R R R, R, R R, R R,
Tilayhtdlot ovat
Vl=—Rl+Rle+ 1 v, + 1 V.
RIRZCI RZCI RICI
V==,
R,C, R,C2
Matriisimuodossa saadaan tilaesitys
R +R, 1
: Vi(t RR,C, RC |[ViO)] | ==
V(t): 1() — 1721 21 1() + RICI Vo(t)
7,(0) I W LAY
RZCZ R2C2

no=[0 1V @)=V,

Havaitaan, ettd tilaesityksen muodostaminen oli jopa helpompaa kuin tulo-
lahtokayttaytymistd kuvaavan differentiaaliyhtdlon. Myohemmin opetettavilla tavoilla
voitaisiin tilaesityksesti laskea suoraan siirtofunktio (Laplace-tasossa), josta tulo-1dht6-

differentiaaliyhtdlon muodostaminen olisi aivan suoraviivaista.



