ELEC-C1230 Saatotekniikka
3. laskuharjoitus
Vastaukset

Huom. (Laplace-muunnos): Laske alla olevista harjoituksista kohdasta 1.11. tehtavét
a, b jac seka kohdasta 1.111. tehtdvét a, b ja c. Huom. harjoituksen ratkaisuissa ndma
on esitetty aika kompaktisti. Varmista siis nyt, ettd osaat itse laskea.

Ratkaisu:

Tassa on ensiksi annettu hieman selvennetyt ratkaisut ylla mainittuihin
tehtaviin.

1.1l.a. Etsitadn nimittajan tekijat. Ne ovat reaalisia ja molemmat -3. Lauseke
saadaan suoraan muotoon, jonka kaanteismuunnos loytyy taulukosta.

1.11.b. Nimittajalla on tassékin reaalijuuret. Tehd&an osamurtokehitelma ja
saadaan

4 A B A(s+3)+B(s+1)
= + =
(s+1)(s+3) s+1 s+3  (s+1)(s+3)
= As+3A+Bs+B=4
= (A+B)s+3A+B-4=0
= A+B=0, 3A+B-4=0
=>A=2, B=-2

F(s)=

f(t) = (Ze_t — 2673t )JS (t)

1.1l.c. Tamakin faktoroituu helposti. F(s) = _ 10s+8 . Tehdaan
s(s+1)(s+2)

osamurto mutta maaritetdan kertoimet vaihteen vuoksi Heavisiden kaavalla.

Kaava on aluksi hankalan tuntuinen, mutta se on helppo mnemonisoida. Jos
on esimerkiksi

1 __A A

= ——, neN
(s—a)"(s-b) (s,—a)"jL(s—a)“'lJr +(s—a)+5—b "
N L j1d® " 1
Yleisesti A :ISLng {ﬁ@{(s—a) (s—a)“(s—b)}}’ B samalla tavalla.

Jos on siis moninkertaisia nimittajan nollakohtia, taytyy osamurto tehd& nain,
jotta onnistuisi. Kertoimien laskussa kertoma (!) ja derivaatan otto on
huomioitava. Tehtévassa



10s+8 A B C

F(s)=__~->"¢% _~, P , >~
(s) s(s+1)(s+2) s+s+1+s+2
. 10s+8
2% (5+1)(s+2)
B lim 10s+8 5
51 5(s+2)
c=lim 15*8 _ ¢
s>2 5(s+1)

ft)=(a+ 207t 62 i)

Jos nimittdjan juuret ovat imaginaarisid, menetelladn kohtien d - f tapaan.
L.111. a, b, c. Loytyvat suoraan taulukoista.

Sitten kaikki ratkaisut peréjalkeen.

1.
I.  Laplace-muunnoksen maaritelméan mukaan

o0

F(s)=[f(t)e "dt

0

r AT A A A
a. F)=|Aedt=——|-sedt=——|7e ¥ =——[0-1|=—
) ! s! s‘o s[ ] s
a. Tapa2: F(s) = fOOOA* 1+ e Stdt =Af(:01*
eStdt = —Alte~st=—2[0-1] =2
S S S
_00 —at 4—st _OO —(a+s)t _ _ 1
b. F(s)—je e dt-je dt=...=——
! ! s+a

[l.  Kohdissa ii ja iii palautetaan mieliin Laplace-muuntaminen ja
Laplace-kdanteismuuntaminen. Laplace-muuntaminen tapahtuu
muuntotaulukoissa olevien perusmuunnosten avulla. Aikatasossa
oleva funktio, joka halutaan Laplace-tasoon, jarjestetdan sellaiseen
muotoon, jonka komponentit 16ytyvat taulukoista.

4
(s+3)?
f(t) = 4te ug (1)

a. F(s)=

4 A B 2 2

®) (s+1)s+3) s+1 s+3 s+l s+3




f(t) = (Ze_t — 2673t )JS (t)

A B C 4 2 -6
c. F)=—+——+ =—+—+——
s s+1 s+2 s s+1 s+2

Ft)=(a+ 207t 62 i)

d F(s)= 10(s +2) .30
(s+2)2+9 (s+2)%+9
f (t)=10e "2 (cos3t +sin 3t)ug ()

4
_T 22
e. F(S)=L

s? (2x/§)2
f(t) = (V2 sin 24/2t g (1)

f F(S):AS+B+ Cs+D
52+16 52+4s+20

165+16 = Als® + 452 +20s )+ B[s2 + 45+ 20)+ C[s° +165)+ D[s2 +16)
= A=0,C=0,B=4,D=-4

4 4
s2+16 (s+2)%+16

1) =1 e~ Jin 4t (1

F(s)=

2
a f(t)=2~1+3~t+8-%—2-e_3t
2 3 8 2 9s?+17s+24
F(S)=—+—+—F— =
s2 s3 s+3  $3(s+3)
tle4t
b. f(t)=3 ——+2.1-2.¢™

F(s) = 3 2 2  11s+32

(s+4)2 S S+4 g(st4)?
c. f(t)=4-sin2t+5-cos2t




F(s) = 4.2 N 58  5s+38

s2+4 52+4_ s2+4
d. Jos L{f (t)ug(t)}= F(s), niin

L{f(t—a)ug(t—a)}=e 2F(s)

2 _
F(s)=—¢e"°

52
e. ft)= 4-(e_3t sin 2t) +4- (e_3t Cos 2t)
Fo) =42 As+3)  4s+20

(s+3)2+4 (s+3)2+4 s2+65+13

a. Laplace-muunnetaan prosessia kuvaava differentiaaliyhtéld termeittain olettaen
alkuarvot nolliksi (Tdma vastaa tilannetta, jossa systeemi on aluksi
toimintapisteessé (s, Us) , ja tulomuuttujaan tehd&an askelmainen muutos.
Lineaarisella jarjestelmé&ll& on aivan sama onko tasapainopiste aluksi (0,0) tai
jokin muu arvopari. Vasteen dynamiikka on aivan vastaava):

y(®) +3y(8) + 2y (t) = 3u(t)
= 5%Y (5)+3sY (s)+2Y (s)=(s* +3s+2)Y (5)=3U (s)
Y (s) 3

G(s)= _
=G(s) U(s) s*+3s+2

b. u(t) on yksikkéimpulssifunktio &(t).

Sijoitetaan siirtofunktion ja heratteen lausekkeet Y(s):n lausekkeeseen:

3 3
Y(s)=G(sJ(s)= A=
() ()J() s2+35+2 s2 +35+2

Ké&anteismuunnetaan Y(s) aikatasoon:

YO=L <s>}=v{ﬁ}=3'~{m}

N (S I )

(2-1)

Hahmotellaan heratteen ja vasteen kayttdytyminen aikatasossa:



herate
B A

0
1 1 (I [ N B

6 | | 1 t
c. u(t) on yksikkoaskelfunktio = U(s) = =
S

3 1 3 3
Y(s)=G(sJ(s)= - = =
(6)=GleMs) s2+3s+2 S s(sz+33+2) s(s+1)s+2)
y(t):g—fﬁe_t +ge_2t

Hahmotellaan herétteen ja vasteen muodot aikatasossa:
A

heréate

0
| R T N N T T N -
d. u(t) on yksikképengerfunktio = U(s) = iz
s
3 1 3 3
Y(s)=G(sM(s)=5——— 5= -

243542 §2 52(52+35+2) s2(s+1)s +2)

Y(s):lle ei tassa tapauksessa 10ydy suoraa k&anteismuunnosta taulukosta. Jaetaan se
tekijoihin Heavisiden menetelmallé:



Y(s) 3 _A LA c

s2(s+1)s+2) 52 s s+1 s+2

. 3
=lim —

’*'m{<3<z>}{ﬁ}lz

R

. 3(25+3) 2 g
=i - — ===,
(s +3s+2)

B:!Lml{s e “*1)}‘!'&{523%}:3

“(s+1)(s+2) (s+2)

] R R e
{( )(s+2) (s+1)

3
2

Ké&anteismuunnetaan vaste nyt termeittain:

:>y(t):gt—%+3e“—§e‘2t

{x(t) _ [ x(t) +] ) 0] u(t)
(t) = [1 0]x(t)

Differentiaaliesityksessa ovat mukana ainoastaan herdte u(t) ja vaste y(t).
Tilaesityksessad ovat ndiden liséksi systeemin tilasuureet xi(t) ja xz(t), joista
differentiaaliesitystd muodostettaessa halutaan tietysti paéastad eroon. Kirjoitetaan

aluksi matriisit auki:
e R e | R A TIC

yo=n a[l'{

Kayttdmalla matriisien yhteen- ja kertolaskus&énttja saadaan yhtaloryhma:
X1 (t) = =5x1(t) + x5 (t) + 4u(t)
X, (t) = —6x1(t) + 10u(t)
y(t) = x1(t)

Sijoitetaan aluksi viimeinen yhtalo ensimmaiseen ja toiseen



{Y(t) = —=5y(t) + x2(t) + 4u(t)
%, () = —6y(t) + 10u(t)

Ratkaistaan ensimmaisesta x(t) ja derivoidaan se:

x(8) = y(t) + 5y(t) — 4u(t)
= %,(t) = y(t) + 5y(t) — 4u(t)

Sijoitetaan tdma yhtaléryhman jalkimmaiseen yhtdléon ja saadaan
differentiaaliyhtalo:

y(t) + 5y(t) —4u(t) = —6y(t) + 10u(t)
Jarjestetddn yhtalo vield oikein:

y(t) + 5y(t) + 6y(t) = 4u(t) + 10u(t)
Siirtofunktio saadaan Laplace-muuntamalla edellinen

%Y (S) +5sY (s) +6Y (s) = 4sU (s) +10U (s)
Y (s) _ 45 +10

G(S):U(s) s°+55+6

w0 =7 S)xo+[]uw
y(@©) =12 1]x(®)

Lukijan mielenkiinnon séilyttdmiseksi kuljetaan tdman tilaesityksen kanssa
toista reittid ja muodostetaan ensin siirtofunktio kaavan

G(s)=C(sl-A)'B

avulla.

2x 2 -matriisi voidaan kaantaa helposti liittomatriisin avulla:

d -b
Al =det‘1A~ade:det‘lA-{ 3 a}



1 .s+3 0
(s+2)(s+3) | 0 s+2

Sijoitetaan kadnnetty (s1-A)*-matriisi paikalleen ja pyoritetaan eteenpain:

G(s,):[2 q{sg3 SSZM;}_[Z ﬂ{zéiii

(s+2)(s+3) (s+2)(s+3)
_2s+6+2s+4  4s+10
C (5+2)(s+3)  (s+2)(s+3)

Siirtofunktiosta saadaan differentiaaliyhtalo kéatevasti Laplace-
kaanteismuuntamalla:

G(s) = 4s+10 Y (s)

(s+2)(s+3) U(s)
%Y (S) +5sY (s) +6Y (s) = 4sU (s) +10U (s)
y(t) + 5y(t) + 6y(t) = 4u(t) + 10u(t)

Lasketaan alla olevan kuvan systeemin siirtofunktio Y(s)/R(s).
Y(s)

R(s) + |20 -
g - s+2
H |

(Huomaa, ettd vaikka H on t&ssd skalaari, se voisi olla mielivaltainen
siirtofunktio H(s).)

Merkitadn mydétahaaran siirtofunktiota G(s):11a

20
G(s)=——=
©) S+2

Kuvasta saadaan yhtalot erosuureelle E(s) ja ulostulolle Y(s):

E(s) = R(s) - H(s)Y(s)
Y (s)=G(s)E(s)

Sijoitetaan ylempi yhtél6 alempaan ja ratkaistaan kokonaissiirtofunktio:

Y (s) =G(s)(R(s) - H(s)Y (s)) = G(s)R(S) = G(S)H (5)Y ()
=Y (s)+G(s)H ()Y (s) = G(s)R(s)
= [L+G(S)H () () = G(S)R(S)

YO ___BO)___g
R(s) 1+G(s)H(s)




Saatiin kaava negatiivisesti takaisinkytketyn jarjestelmaén

kokonaissiirtofunktiolle. Tulos on syyta osata ja myds johtamisen pitdd onnistua.

20
. Gt(s)=
Jos H = 0.4, niin $+10 = napa s = -10.
20
. Gt (s) =
Jos H = 0.9, niin $+20 = napa s = -20.

Lasketaan impulssivasteet:
impulssin (eli Diracin deltafunktio &(t) ) Laplace-muunnos R(s) =1

20 1
= Y(S) = Gut(S)R(s) = $+10 = y(t) = L"}{Y(s)}=20 s +10 =20¢ 10
20 1

Y(s) = Gut(S)R(s) = 520 = y(t) = LI{Y(s)}=20 s +20 =20e"2""

Lasketaan askelvasteet:

w |~

askeleen (eli yksi, kun aika suurempi kuin nolla) Laplace-muunnos R(s) =
120 _1 @(]__eflot)

=Y(s) = Gu(S)R(s) = S S+10 = y(t) = L'{Y(s)}=20 S +10) =10

-10t

2-2¢10

1_e—20

%. 20 1 20 (1_e—20t)

Y(s) = Guot(S)R(s) = § $+20 = y(t) = L{Y(s)}=20 s5+20) - 20 _

Tehd&an sama viela MATLABIIla:
Polynomien kertoimet syotetddan MATLABIIn vektorimuodossa .

>> G=tf(20,[1 2])
Transfer function:
20

S+2
>> H=0.9; Gtot=feedback(G,H)
Transfer function:

20

Simuloidaan vasteet:

>> impulse(Gtot);hold on;impulse(Gtot2)



Impulse Resgonse
From: U(1)

20 ¢~
\\
151 \
s
=2 d
5 > 10
E 2
5,,
\\
ok r D — )
0 0.1 0.2 0.3 0.6
Time (sec.)
>> step(Gtot,0.6);hold on;step(Gtot2,0.6)
Step Responge
2 T
15+
s _
2 <
Er
< /
0.5 /
0 0.1 0.2 0.3 0.6
Time (sec.)

* Muodostetaan osa-ainetaseet ideaalisekoittimille vihjeen mukaisesti

d(V,C,(D))
dt

d(Vz G, (t))
dt

=QC(t) — QG ()
= QG (1) —QG()

dCyi(t)

dt
dGy(t)

dt

Vi = V4G, () = Q(C;(t) — C1(t))

V, = V,C,(t) = Q(C1(t) — C(1))

Ci(t) = %(Ci(t) — Gi(1)

Co(t) = V%(Cl(t) —G(®)



Sijoitetaan numeroarvot

{Ql(t) = 2(Ci(t) = C1(1)) = 2C;(t) — 2C4(1)
C2() = 5(C1(8) — G2 (1)) = 5C, () — 5C(b)
Edelld johdetut yhtalét on helppo esittdd tilaesityksend, jonka tiloilla on

fysikaalinen merkitys. Valitsemalla herétteeksi u(t):Ci(t)’ lahtdsuureeksi
y(t)=Ca(t) ja tiloiksi X (t)=Ca(t) ja X2(t)=C2(t) saadaan tilaesitykseksi

X2 (t) = 5x1(t) — 5x,(¢)
y(t) = x2(t)

{x(t) - [‘52 _05] x(t) + [g] u(t)
y()=[0 1]x(t)

{Xl(t) = 2u(t) — 2x.(t)

Siirtofunktion voi ratkaista useilla eri menetelmilla, esimerkiksi &sken
ratkaistusta tilaesityksesta kaavalla:

G(s)=C(sl-A)'B+D

Madritetdén siirtofunktio talla kertaa niin, etta Laplace-muunnetaan prosessiyh-
talot, havitetddn muut kuin tulo- ja lahtdsuureet ja ratkaistaan saadusta yhtalosta
I&hto- ja tulosuureiden suhde.

o Us)=Ci(s) j5 Y(s)=C2(8)  Ejiminoidaan Ca(s).
Y

Sijoitetaan ylempi yhtélo alempaan:

5Cs(s) =52 Ci(5)-5C,(s)

(s+5)C,(s) = —=Ci(s)

S+2
6(s)= Cy(s) 10

Ci(s) (s+2)s+5)




a. Yksikkoimpulssivaste: Ci(s)=1

Calt)- L o= Lo - L - )

s+2)s+5) 3

b. Yksikkoaskelvaste: C;(s) = %

10 AL, 5 2 s
Calt)=L {(s+2)(s+5) s} =3¢ 7150

c. Yksikkoaskelvasteen raja-arvo, kun aika lahestyy aaretonta:

lim {Cy(t)}= lim {1—§e_2t +§e_5t}:1

t—>w 1>

Sama tulos saadaan myds loppuarvoteoreemalla:

iim {C(t)} = fim (C,(s)-s}= fim {(1—0)23}— 10_,

t—o0 s—0 s—0 S+2)(S+5 _E_

d. Askelheréatteen ja vasteen loppuarvot ovat samat (c-kohdan perusteella), joten
prosessin staattinen vahvistus on yksi. Tdma tarkoittaa taman esimerkin tapauksessa
sité, ettd kun sisdéntulovirtauksen konsentraatio muutetaan askeleellisesti uuteen
arvoon, poistovirtauksen konsentraatio muuttuu ennen pitkaa samaksi.

Voidaan luonnollisesti myos tarkistaa staattisen vahvistuksen kaavalla:

k = lim {G(s)} =1

s—0

e. Painofunktio on sama kuin yksikkdimpulssivaste. Laskettiin a-kohdassa:

g(t) _ %(e—Zt _ e—5t)



