MS-A0305 19.10.2023, ratkaisut

Tehtiva 1

_> int( (8 + 4'cos((p))-r-r2-sin((p), r=0.3)
81 (8 +4cos(¢)) sin(o)

4
L b
> int(%, (p=0..71j
405
2
> T:=int(%,6=0.2-Pi)
T:=405m

Tehtava 2

> x = t~4-cos(?)
X =t~ 4-cos(t)

> y = t->4- sin(t)
y:i=t~4-sin(t)

> =3.p(0)x'(1) + 3x(1)y'(1)
i 48 sin (1) + 48 cos()*
> simplify(%)

48

Pi
> int(%, t=0..71j

241

[ Potentiaalia ei ole, koska osittaisderivaattaehto ei toteudu: —3 # 3. Myos laskuyritys johtaa

ristiriitaan.

(1.1)

(1.2)

(1.3)

2.1)

2.2)

2.3)

2.4)

2.5)

Periaatteessa voi myds todeta, ettd koordinaattiakseleita pitkin samoilla alku- ja loppupisteilld saadaan
tulokseksi nolla, koska kaikissa kohdissa sekéd y dx =0 ettd x dy =0. Koska vastaus on erisuuri kuin

| ympyrinkaarta pitkin, ei potentiaalia voi olla olemassa.

Tehtava 3

| > restart
| Léhdetaén liikkeelle yleisestd muodosta
, v dy
Ly 2wy
|_josta voidaan ensin supistaa y ja sen jalkeen separoida muotoon
| > dy=2xdx.




| Integroimalla saadaan
> y =X 4+C
y=x'+C @3.1)

oten kenttdviivat ovat paraabelin kaaria. Téssd vakio C voi saada kaikki reaaliarvot.

I

| Piirretdédn kuvaajia:

> plot( [Seq(x2 + C,C=—1.1 ) ], x=—2..2, color = [red, blue, yellow], scaling=constrained)
5 —

—_
o

Tehtiva 4
;> restart
> F[1]=x 4y, F[2] =)y’ — x; F[3] =3z

F = X +y

F2 = y2 —X
] F =3z @.1)
(> div = diff (F[1], x) + diff (F[2],y) + diff (F[3], 2)

divi=2x+2y+3 “4.2)

> subs({x=1,y=2,z=3}, %)
(4N



9 4.3)
;Lasketaan pyorteisyyden koordinaattifunktiot:

> dlff(F[3],y) —dzﬁ‘(F[2],z),dzﬂ(F[l],zO—az’zﬁ‘(F[3],x),dyj‘(F[2],x) _dlﬁp(F[l]ay) 44

;Pyérteisyys on siis vakio —2 k.
| Tarkistetaan vield ohjelmalla:

> with(VectorCalculus)
[&x, *, "+, -V, <, >, <|>, About, AddCoordinates, ArcLength, BasisFormat, Binormal,  (4.5)

ConvertVector, CrossProduct, Curl, Curvature, D, Del, DirectionalDiff, Divergence,
DotProduct, Flux, GetCoordinateParameters, GetCoordinates, GetNames, GetPVDescription,
GetRootPoint, GetSpace, Gradient, Hessian, IsPositionVector, IsRootedVector, IsVectorField,
Jacobian, Laplacian, Linelnt, MapToBasis,N, Norm, Normalize, Pathint, PlotPositionVector,
PlotVector, PositionVector, PrincipalNormal, RadiusOfCurvature, RootedVector,
ScalarPotential, SetCoordinateParameters, SetCoordinates, SpaceCurve, Surfacelnt,
TNBFrame, TangentLine, TangentPlane, TangentVector, Torsion, Vector, VectorField,
VectorPotential, VectorSpace, Wronskian, diff, eval, evalVF, int, limit, series |

> ?VectorField
> vkenttd := VectorField((F[1], F[2], F[3]), 'cartesian'|x, y, z])

vkentti = (X2 + J/)Ex + (yz - x)éy + (32)e, (4.6)
> Divergence (vkenttd)
2x+2y+3 4.7)
(> Curl (vkenttd)
(0)e,+ (0)e,+ (—2)e, (4.8)

Tehtava 5

Taydennetddn puolipallon pinta umpinaiseksi pinnaksi lisidmélld ympyrdn muotoinen pohja tasossa
z=0. Tdméan vaakasuoran pinnan yksikkdnormaali on n=—#, jolloin F-n=—3z=0.
Alkuperiinen vuo on siis sama kuin vuo tdméin umpinaiseksi tdydennetyn pinnan lépi, joten kysytty vuo
| saadaan Gaussin lauseen avulla. Lasketaan ensin V-F :
> diﬁf(xz, x) + diﬁ”(yz,y) + diff(zz, Z)

2x+2y+2z 5.1)

_Téiytyy siis laskea tdmin avaruusintegraali umpinaisen puolipallon yli. Symmetrian perusteella
lausekkeiden x ja y integraalit ovat nollia, joten integroidaan vain 2 z pallokoordinaattien avulla,
jolloin z=r-cos(¢) jadV'= rz-sin((p) :
> int(2+r cos(o) -rz-sin((p), r=0.3)
81 cos(@) sin(@)
2

(5.2)

Pi
> int(%, (p=0..71)




e (5.3)
> int(%,0=0.2-Pi)
8l m
4
5 (5.4)
[ Y1l4 oletettiin vuon suunta "origosta poispdin", jolloin Gaussin lause on voimassa umpinaiselle
| puolipallolle. Jos suunta vaihdetaan vastakkaiseksi, niin vuon etumerkki vaihtuu.
| Tarkistetaan vield laskemalla vuo mééritelmén avulla.
1 1
Pallon pinnalla yksikkdnormaali onn=e = 3 (xi+yj+zk), joten F - n= 3 (x3 + y3 + 23).
Tamin lausekkeen pintaintegraalissa puolipallon yli - ja y3 -termit integroituvat jélleen nollaksi
symmetrian vuoksi, ja jdljelle jaa lausekkeen
3
Z? pintaintegraali, joka kannattaa laskea pallokoordinaatiston kulmien avulla. Téll6in z=3
-cos(@) ja dS=9-sin(¢), joten saadaan
1 Pi
> 3 int( (3-cos(o) )3-9-sin(<p), 10} =O..71)
81
— 5.5
4 (3.5
> int(%, 6=0.2-Pi)
8l m
5.6
5 (5.6)
Tehtiva 6
;> restart :
> x:= (2—u)-cos(v);y:= (2 —u)-sin(v);z:= W’
x:= (2 —u)cos(v)
y:i= (2 —u)sin(v)
7= 1 6.1)
;Lasketaan tangenttivektorit osittaisderivaattoina:
| > with(linalg) :
> r[u] := vector([ —cos(v),—sin(v), 2-u]); r[v] := vector([ — (2 — u)-sin(v), (2 — u)
-cos(v),0])
r= [ —cos(v) —sin(v) 2u ]
roi= [ —(2—wu)sin(v) (2—u)cos(v) 0 ] (6.2)

Laskujen helpottamiseksi kannattaa sijoittaa parametrien arvot ennen ristituloa. Jos ristitulon laskee
yleisessd tapauksessa, kannattaa determinantin alimmalta riviltd ottaa yhteinen kerroin 2 — u koko
| determinantit kertoimeksi.

> a = simplify(subs({u=1,v="Pi}, %%)); b = simplify(subs({u=1,v=Pi}, %%))




a=[10 2|

b:=][0 —1 0| (6.3)

> crossprod(a,b)
[ 20 —1 ] (6.4)

Ylanormaali on tdmin vastavektori, mutta tdmakin kdy. Sen pituus \/ 5 on pinta-alan paikallinen
| suurennussuhde ja kaltevuuskulma saadaan ylédnormaalin ja kantavektorin k vélisend kulmana:

—2:0+0-0+1-1
sqrt(5)-1

> cos(a) =

cos( o) 5

| Tama riittdd vastaukseksi, mutta voidaan laskea likiarvo:

> evazf(arCCOS( sqrt1(5) )j

> convert( %, degrees)

1.107148718 (6.6)

63.43494883 degrees 6.7

[ En usko, ettd tilld kaltevuudella pystyy kiipeileméén, vaikka olisi kuinka tahmea pinta. Toisaalta kohta
u =1 on vaakasuorassa suunnassa siteen puolivilissd, mutta paraabelissa vain 1/4 huipun korkeudesta
| eli 2,5 metrid. Ehké sithen voisi kidelld ylettya?




