Aalto-yliopiston perustieteiden korkeakoulu Alestalo/Kurki
Matematiikan ja systeemianalyysin laitos

MS-A0301 Differentiaali- ja integraalilaskenta 3
Kurssitentti ja yleinen tentti 19.4.2023 klo 9.00-12.00.

Kokeessa ei saa kayttda laskimia eikd taulukoita. Tayté kaikki otsaketiedot kaikkiin vastaus-
papereihin.

Kurssitentti: Viisi parasta tehtivaia otetaan mukaan arvosteluun.

Yleinen tentti: Laske kaikki kuusi tehtavaa.

Jokainen kurssille IV /2023 osallistunut voi halutessaan yrittda kuutta tehtéviad, jolloin arvo-
sana maardaytyy paremman vaihtoehdon mukaan: ”viisi parasta koetehtévaa + laskaripisteet”
tai "pelkét kuusi koetehtavad”.

1. Pallon
B={(z,y,2) e R* | 2 +¢* + 2> < 4}

lampdotila T riippuu pallokoordinaatiston muuttujasta r niin, ettd ytimessda 0 < r <1
lampotila on 30 ja kuorella 1 < r < 2 lampdtila on 6. Laske pallon keskilampotila

T:%///BTdV.

Pallon tilavuus V = 47 - 23/3 oletetaan tunnetuksi.

Tarpeeton lisdtieto: Jos lampdtilajakauma hetkelld ¢ = 0 on kuvauksen mukainen ja
pallon pinta téysin eristetty ulkomaailmasta, niin koko pallon lampdétila lahestyy ajan
kuluessa tasapainolampétilaa 7.

2. Méérita vektorikentéan F(z,y) = 2xi + 4yj viivaintegraali pisteestd (2,0) pisteeseen
(—2,0) pitkin ellipsin 2?/4 + y*> = 1 ylemmissi puolitasossa y > 0 kulkevaa kaarta
pitkin.

3. Madrita vektorikentédn F(z,y) = i — 2zyj kenttédviivojen yhtdlot ja hahmottele kuvioon
ainakin kolme eri kenttaviivaa. Kuvion mittakaavasta ei tarvitse valittaa.

4. Vektorikentta
F(z,y,2) = (v +azy + 2)i+ (2% — yH)j+ (b — c2)k

tiedetééin lihteettomiksi (V- F = 0) ja pyorteettomiksi (V x F = 0) koko avaruudessa.
a) M&drita vakioiden a, b ja ¢ arvot.

b) Kun vakiot a, b ja ¢ kiinnitetdén a-kohdan mukaisesti, niin yleisen teorian perusteella
vektorikentélld F on seké skalaari- ettd vektoripotentiaali. M&4ritd néistd jompikumpi.

5. Laske vektorikentén
F(z,y,2) = 21+ 3% + 2(3 — 2)k
vuo pinnan S = {(z,y,2) € R* | 22 + y* =1, 0 < z < 3} ldpi Gaussin lauseen avulla,
kun (sylinterin vaippa) S on ensin tdydennetty umpinaiseksi pinnaksi niin, ettd F-n = 0
taydennetyilld osilla. (Namé ehdot taytyy myos todentaa laskuilla.)



6.

Luennoitsija yritti keksid tenttiin sopivaa pintaa, mutta padtyi rauskun (?7) prototyyp-
piin, jolla on parametrisointi

r(u,v) = (u+sinv, v + sinu, u + v),

kun parametrialueena on nelié 2 = {(u,v) |0 <u <7, 0<ov <7}.

a) Maarita rauskun keskipisteen (joka vastaa parametrien arvoja u = v = m/2) normaa-
livektori ja pinta-alan paikallinen suurennussuhde téssé pisteessi. (4 p.)

b) Kuvion perusteella néyttéa siltd, ettd rauskun pyrstén padssi parametrisoinnin avul-
la muodostetut tangenttivektorit eivit ole lineaarisesti riippumattomat. Perustele tama
véite laskujen avulla. (2 p.)

Huom: Kuvaa on kierretty, joten normaalin suuntaa ei voi tarkistaa kuvasta.

Eriita kaavoja:

de dy
Fl(xay) F2(x7y>

2?/a® +y?/b* =1 +— x = acost, y = bsint

V- (aF+bG)=aV-F4+0V -G, VX (aF+bG)=aV xF+bV x G, a,beR.
V- (V) =Af,VxVf=0,V-(VxF)=0
V- (fF)=Vf -F+ f(V-F),Vx(fF)=VfxF+ f(VxF)
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—Z//di,y—A//ydA
75 Fldx+F2dy://(%—%)dA
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Télla kurssilla n = yksikkonormaali.

//DV-FdV://aDF-ndS

//(VxF)-ndS:yg F-dr:§£ Fide + Fydy + Fydz
P oP oP

(r,¢,0): x = rsin(p) cos(d), y = rsin(p) sin(0), z = rcos(y), dV = r?sin(y) dr dp df

8|

(ri,0,2): x=rycos(f),y=rysin(d), z=z,dV =r dr, dfdz

sin(r/6) = cos(m/3) = 1/2, sin(r/3) = cos(n/6) = V/3/2, sin0 = cos(n/2) = 0,
sin(m/2) = cos0 = 1, sinm = 0, cosm = —1, sin?x + cos?x = 1, sin(2z) = 2sinz cosz,
cos(2z) = 2cos’r — 1 =1 — 2sin?x.

Huom. 1: Kurssin palautekyselyyn vastaamisesta saa yhden koepisteen!
Huom. 2: Kurssitentin voi uusia seuraavan tentin yhteydessd. My06s uusijoiden taytyy
ilmoittautua tenttiin.



