MS-A0301 19.4.2023, ratkaisut

Tehtiva 1

- A3
4-Pi-2
> V=
3
32rn
Vo= 2=
3
> int(30--sin(@), r=0..1) + intf(6-*sin(¢), r=1.2)
24 sin( o)
(> int(%, ¢ =0..Pi)
48
> T:=int(%,0=0.2-Pi)
T:=9m

T
> keski = —
eskiarvo 7

keskiarvo := 9

Tehtava 2

> x = t—>2-cos(t)
X = tr 2-cos(t)

> y = t-sin(?)

] y =t sin(t)
(> 2x(1)x'(£) + 4-y(2) ¥ (1)

i —4 cos(t) sin(t)
(> int(%,t=0.Pi)

| Tai potentiaalin ) y2 avulla sama tulos.

Tehtiva 3

| > restart

;Léihdetééin liikkeelle yleisestd muodosta
& __dy

1 C —2xy°
| joka voidaan separoida muotoon
d
> —2xdv="2,
L y
| Integroimalla saadaan

(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

@2.1)

2.2)

2.3)

2.4)



> C[1]—x"=In(abs(y))
—x 4+ €, =In(]y]) 3.1)
:josta edelleen
[ > y=% exp(C[l ]—xz) =C-exp( —xz).
| Téssd C voi saada kaikki reaaliarvot, myds 0 kéy triviaaliratkaisun vuoksi (titd ei vaadita).
| Piirretddn kuvaajia:

> plot( [seq( C-exp( —xz), C=—1.1)],x=—4.4, color = [ red, blue, yellow), scaling

= constrained)
1
0.5
—4 -3 3 4
Tehtava 4
;> restart
> F[l]l=x+axy+zF[2]:= xz—yz;F[3] =bx—cz
Fl=axy+x+z
22
F2 =X —y
F,=bx—cz “4.1)

3
(> ehto[ 1] = diff (F[1],x) + diff (F[2], ) + diff (F[3],z) =0

A A\



ehto,:=ay—c—2y+1=0 4.2)

> ehto[2] = diff (F[31,y) — diff (F[2], 2) =0, diff (F[11, 2) — diff (F[3}, x) =0, diff (F[2], x)
— diff (F[1],y) =0
ehto, = 0=0,1—-56=0, —ax+2x=0 4.3)

;Kaikki ehdot toteutuvat koko avaruudessa vain arvoilla
> a=2b:=1,c:=1

a:=72
b:=1
c=1 4.4)
> F[11, F[2], F[3]
2xy+x+z,x2—y2,x—z “4.5)
:Integroimalla ndhdéén, ettd skalaaripotentiaali on muotoa
> xz-y-i- x?z + x-z— y; — Z; +C

;Tarkistetaan vield ohjelmalla, my6s vektoripotentiaali:

> with(VectorCalculus)
[&x, *, "+, -, L, <, >, <|>, About, AddCoordinates, ArcLength, BasisFormat, Binormal,  (4.6)

ConvertVector, CrossProduct, Curl, Curvature, D, Del, DirectionalDiff, Divergence,
DotProduct, Flux, GetCoordinateParameters, GetCoordinates, GetNames, GetPVDescription,
GetRootPoint, GetSpace, Gradient, Hessian, IsPositionVector, IsRootedVector, IsVectorField,
Jacobian, Laplacian, Linelnt, MapToBasis,N, Norm, Normalize, Pathint, PlotPositionVector,
PlotVector, PositionVector, PrincipalNormal, RadiusOfCurvature, RootedVector,
ScalarPotential, SetCoordinateParameters, SetCoordinates, SpaceCurve, Surfacelnt,
TNBFrame, TangentLine, TangentPlane, TangentVector, Torsion, Vector, VectorField,
VectorPotential, VectorSpace, Wronskian, diff, eval, evalVF, int, limit, series]

> ?VectorField
> vkenttd := VectorField((F[1], F[2], F[3]), 'cartesian'[x, y, z])

vkenttd := (2xy +x+ Z)éx + (x2 — yz)éy + (x —2)e, 4.7)

=> ScalarPotential (vkenttd)
x2y+%x2+xz—%y3—%zz 4.8)

=> VectorPotential(vkenttd)
(xzz—yzz—xy)éx—I— (—nyz—xz—%zz)ey—k (O)éz 4.9)

[ Témd ei tietenkdidn ole yksikisitteinen, paljon muitakin vaihtoehtoja eli +V¢ millé tahansa
| skalaarikentélld ¢.

Tehtava 5

rTéiydennetéiéin sylinterin vaippa umpinaiseksi pinnaksi lisddmailld ympyrdn muotoinen pohja tasossa




z=0 ja ympyrdnmuotoinen

kansi tasossa z = 3. Néiden vaakasuorien pintojen yksikkdnormaali on n =% K, jolloin

F-n=% z(3 — z) =0 pohjalla ja kannella.

Alkuperdinen vuo on siis sama kuin vuo tdimédn umpinaiseksi tdydennetyn pinnan ldpi, joten kysytty vuo
saadaan Gaussin lauseen

avulla. Lasketaan ensin V-F :

> diff (2, x) +diff (v, y) + diff (- (3 — z). 2)
3 +3)7P—2z43 (5.1)
:Integroidaan ensin z-suunnassa:
(> int(%,2z=0.3)
9x° + 9,7 (5.2)

[ Seuraavaksi tdytyy laskea timén tasointegraali yksikkOympyréssd, joten kannattaa kayttaa
| napakoordinaatteja:

> int(9~r2-r, r=0.1)

9
" (5.3)
> int(%,6=0.2-Pi)
o
> 54
:Téiméi on siis kysytty vuo.
Tehtiva 6
;> restart :
> x:=u+sin(v);y:=v+sin(u);z:=u+v
X = u+ sin(v)
y:i=v+sin(u)
zi=u-+v 6.1)
;Lasketaan tangenttivektorit osittaisderivaattoina:
| > with(linalg) :
> r[u] = vector([1, cos(u), 1]); r[v] := vector([cos(v), 1, 1])
ro= [ 1 cos(u) 1 ]
i r, = [ cos(v) 1 1 ] (6.2)
> crossprod(r[u], r[v])
[ cos(u) —1 —1+cos(v) 1 — cos(u) cos(v) ] (6.3)
Sijoitetaan tdhdn u=v= 5
I Pi _ Pi
> simpliﬁ/(subs( {u = 71, v= 71 }, %) )

[ -1 -1 1] (6.4)



| Kysytty suurennussuhde on tdimén normaalivektorin pituus:

> norm (%, 2)
V3 (6.5)

Huomataan, ettd tangenttivektorit ovat samat, jos cos(#) =cos(v) =1. Annetussa parametrialueessa

tdima toteutuu vain
| arvoilla u =v =0, joka vastaa parametrinelion nurkkaa ja samalla rauskun pyrston kérkea.




