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Luku 1

Johdanto

Kaikki tutkimus on siis suhteuttavaa vertailua, joskus helppoa, joskus vaikeaa.
— — Suhde — — merkitsee yhtélaisyyttd jossain asiassa ja eroa jossain muussa,
eikd sitd siksi voida ajatella kdyttdméttd avuksi lukuja. Luvut sisdltdvat néin
ollen kaiken sen, miké voidaan suhteuttaa keskendédn. Luvut eiviat nimittdin lii-
ty pelkdstadn méaaraédn, josta suhde syntyy, vaan kaikkeen siihen, miké voi joko
olemuksellisesti tai ominaisuuksiltaan olla yhté tai erota toisistaan. Ehka Pyt-
hagoras juuri tdméan vuoksi padtteli, ettd kaikki sekd rakentuu etta tulee ym-
mirretyksi lukujen voimasta.!

Nicolaus Cusanus (1401-1464)
Ottaessamme kirjan kidteemme kysykddmme, onko siind abstraktia jarkeilyé
maéaristd tai numeroista? Ei. Onko siind empiirista jérkeilya tosiasioista ja ole-

vaisesta? Ei. Heitd se tuleen, silld se ei voi sisaltdd muuta kuin viisastelua ja
harhaluuloja.?

David Hume (1711-1776)

1.1 Tehdaan tasta numero

Mittaamisessa on voimaa. Miké voidaan kertoa numeroin, se konkretisoituu.
Yhteiskunnallinen mielenkiinto ja keskustelu herédé, kun ongelma osoitetaan lu-
vuilla. Toimenpiteiden onnistumista voidaan arvioida uskottavasti, jos sitd voi-
daan kuvata numeroin. Kvantifioitu motivoi toimiin, koska tulos on mitatta-
vissa. Mikd mitataan, se tulee tehdyksi (Handin 2016, 38, lainaama sanonta).
Mité ja miten mitataan vaikuttaa toimiimme, yhteiskuntaamme ja tavoittei-
siimme. Mahdollisuus teettda vaikkapa kyselytutkimus ja kertoa sen tuloksista
on oikeus ja yksi vapaan yhteiskunnan tunnusmerkki. Yhteiskunnan numeerista
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kuvaamista pidetéén niin tarkednd, etté tilastolaissa (23.4.2004/280) on sdddet-
ty valtion tehtéavéksi “yhteiskuntaoloja ja niiden kehitysté kuvaavien tilastojen”
laatiminen “yleistd kdyttoa varten”.

Myos tieteessd mittaaminen on valtaa. Leonardo da Vincin (1452-1519) pyr-
kimys oli selvittda “taysi tieto ihmisen mitasta ja siitd, mika on ihmisen paik-
ka maailmankaikkeudessa — — mikd on wuniversale misura del huomo, ihmisen
universaali mitta” (Isaacson 2019, 243). Nykyisenlaisen tilastotieteen alkuun-
polkaisija Francis Galton (1879) arvioi psykometriikkaa (tilastotieteen sovelta-
mista psykologiaan) pohtiessaan tieteen ylipddnsa kiinnittyvin mittaamiseen ja
numeroihin:

——mikéin tietdmyksenala ei ansaitse tieteen arvonimed ennen kuin sen tutkimaa
ilmiota voidaan mitata ja kuvata numeroilla.

Fyysikko William Thomsonin (sittemmin lordi Kelvinin) nédkemys 1883 on kuu-
luisa (Thomson 1889, 73-74):
Jos pystyy mittaamaan ja ilmaisemaan numeroilla, mistd puhuu, tietdad asiasta
jotakin. Jos asiaa ei pysty mittamaan eiki esittdméén sitd numeroilla, tietdmys
on niukkaa ja epatyydyttdvaid. Tietdmys saattaa olla tdlléin aluillaan mutta on
tuskin tieteellista, mika asia onkaan.
Teksti on kaiverrettu Chicagon yliopiston sosiaalitieteiden rakennuksen kiveen
(McCloskey 2000, 80). Luvut mahdollistavat tieteellisten teorioiden testaamisen.

Mittaamista yritetdén, vaikka se olisi vaikeaa tai pohdituttaisi moraalisesti.
Suomen museoliitto tiedotti 26.1.2023, ettd kunkin museokédynnin koetun hyvin-
voinnin arvo on keskiméérin 864 euroa.® Galton (1901b) piétteli William Farrin
(1853) laskelmista, ettd “huonompilaatuisen” vauvan arvo saattaa olla viisi pun-
taa mutta “huippuluokan” vauvan tuhansia puntia. Tané paivandkin ihmisalun
rahallista arvoa voidaan yrittdd mitata (Clarke 2021). Vaikeudesta huolimatta
kvantifiointi voi olla valttdmatonté. Yhteiskunta joutuu puntaroimaan ihmiselé-
maén ja luonnon arvoa paattiessidan, kuinka paljon resursseja kdytetdan tervey-
denhoitoon tai vastatoimiin ilmastonmuutokselle (esim. Broome 1985, Almond
2006, Saarni ja Nyblin 2022, jakson 6.2 harjoitustehtava).

Kaikki tdmé ei merkitse, ettd numeroitavissa oleva olisi tdrkedd tai ettd
se, mitd el voida ilmaista lukuarvolla, ei olisi merkityksellistd. Oscar Wilden
pistelids tiivistys ihmisestéd, “joka tuntee kaiken hinnan muttei minkdan arvoa”,
on kuuluisa.

Robert Kennedy kritisoi puheessaan Kansasin yliopistolla 18.3.1968 laajem-
min ja konkreettisemmin mittaamisen roolia yhteiskunnassa (John F. Kennedy
Presidential Library and Museum 2017):

Vuotuinen bruttokansantuotteemme on yli 800 miljardia dollaria — — . Se sisal-
tad ilman saastumisen, tupakan mainonnan ja ambulanssit, joilla kiiddtetadn
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liikenneonnettomuuksien uhrit. Se sisdltda turvalukot ja vankilat niiden rikkojil-
le. Se sisaltdd punapuiden tuhoamisen ja luonnonihmeittemme menettdmisen —
— . Se sisaltad napalmin ja ohjusten ydinkarjet seké aseistetut autot, joilla poliisi
taistelee mellakoita vastaan kaupungeissamme. Se sisdltdd murhaajien kivaérit
ja puukot seka televisio-ohjelmat, jotka glorifioivat vikivaltaa, jotta lapsillemme
saataisiin myydyksi leluja. Silti bruttokansantuote ei kata lastemme terveytté,
heiddn koulutuksensa laatua tai iloa heidan leikeistaén. Se ei kata runojemme
kauneutta tai avioliittojemme lujuutta, julkisen keskustelumme &lykkyyttéd tai
viranomaistemme lahjomattomuutta. Se ei mittaa nokkeluuttamme tai rohkeut-
tamme, tietdmystdmme, oppineisuuttamme, myotdtuntoamme tai kiintymysté
maahamme. Se mittaa kaikkea paitsi sitd, mika on elaméssa arvokasta.

Kennedyn ajatukset ovat edelleen ajankohtaisia ja soveltuvat nykypaivin suo-
malaiseen yhteiskuntaan. Maailman rikkaimmaksi arvioitu nainen Liliane Bet-
tencourt tiivisti:*

Elamassd merkityksellisintd on se, mitd ei voi mitata.

Kvalitatiivisella tutkimuksella voi olla mahdollista selvittdéd asioita syvélli-
semmin kuin numeroiden avulla. Kaikkea ei voi takoa numeroiksi. Suuri kuvio
on silti selvd: Numeroiden mahti on valtava. Kvantifioimalla asia konkretisoituu,
sithen kiinnitetddn enemmén huomiota, sen analysointi helpottuu ja tarvittaes-
sa asialle ollaan halukkaampia tekeméan jotain. Néin on sekéd yhteiskunnassa
etta tieteessa.

1.2 Opiskelija ja tilastotiede

Tilastotiede on maailman jannittdvin oppiaine. Sitd voi hyodyntaé likipitden
kaikilla eldmén- ja mielenkiinnonalueilla. Vahvan teorian ja modernin tietotek-
niikan avulla se rontgenséteiden tapaan paljastaa silmélle ndkyméttoméan to-
dellisuuden. (Hand 2008, 2009.) Tilastotiede on silta matematiikan ja empirian
valilla.

Tilastotieteen juuret ovat empiirisissd ja yhteiskunnallisissa kysymyksissa.
Jos haluaa ratkaista globaaleja ongelmia, tilastotiede on ratkaisu. Naldnhadét,
tyottomyys, yksindisyys, maahanmuuton ongelmat, fyysiset tai psyykkiset sai-
raudet, biodiversiteetti, ilmastonmuutos. Kaikkeen saa otteen tilastotieteella.
Jos rikastuminen kiinnostaa maailman parantamista enemmén, jilleen tilasto-
tiede on oikea ala. Tyopaikkojen lukumééaréan ja ansiotason ennusteet lupaavat
mannaa soveltajille, varsinkin jos maustaa CV:tdan koodaustaidolla ja suuntaa
liike-elamé&an.

Paitsi ettéd tilastotiede on hauskaa, se on hyodyllinen pda- tai sivuaine ja
monissa opinndytteissd valttdméton tyokalu. Opiskelijan eldmén sdadnnénmu-
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kaisuuksia on katumus opinnéytteen tekovaiheessa, miksen opiskellut enemmaén
tilastotiedetté.

Opiskeluasenteeksi ei sovi kiire. Luetun sivuméédrian paivad kohden ei ole
suotavaa olla kovin suuri. On oleellista, ettd teoriaa opiskellaan kyné kadessé
tekemadlld laskuja ja merkintojd sivujen syrjaédn ja apupapereille. Tilastotieteen
ymmartdmiseen tarvitaan aikaa; tilastotieteen soveltamiseen tilasto-ohjelmis-
to (jollei aineisto ole pieni ja tehtdvd hyvin yksinkertainen). Tilastotiedetté ei
kannata yrittdéa opetella vain lukemalla.

Tutkimusetiikka kannustaa tilastotieteen huolelliseen opiskeluun. Menetel-
mié ei tule opiskella kikka-asenteella ilman kunnon ymmérrystd. Menetelmié
voi kéyttad luotettavasti vain, jos ymmaértaé ne.

Tilastotieteen peruskurssit ovat pisimmélle kantavia kursseja. Oman alansa
tehtaviin sijoittuva maisteri hyodyntaa uransa alkuvaiheessa erityistietamystaan
— ja mahdollisesti kvantitatiivista tietoa. Tyouralla moni erkaantuu asiantun-
tijaroolista ja siirtyy johtajuutta vaativiin tehtéviin. Edelleen ellei enenevésséa
médrin hin tekee pédtoksia kvantitatiiviseen tietoon perustuen. Miten kukin
eteneekin, maailma kehittyy kiivaasti suuntaan, jossa kyky ymmartaé ja kéasi-
telld numeerista aineistoa eli dataa on yhi tirkedmp#d.® (Hand 2008, 2009.)

Tilastotiede ei ole helppoa. Onko se liian vaikeaa vaikkapa sosiaali- tai kéyt-
taytymistieteiden opiskelijalle, joka ei ole tarvinnut matematiikkaa muissa opin-
noissaan? Karl Pearson piti toivottomana Galtonin yritystd 1899 saada antro-
pologit ymmaéartaméin korrelaatiota (Pearson 1930, 57). Ajat ovat muuttuneet.
Harva ajatellee tdna pédivané, ettd antropologi ei voisi ymmaértaéd nykyisin yleis-
sivistykseen kuuluvaa korrelaatiota. Entinen mahdottomuus on nykyinen itses-
tddnselvyys.

Kaikki alla on opittavissa lukion lyhyen matematiikan tietopohjalta, jos on
motivoitunut ja valmis kéiyttdmadn aikaa opiskeluun. Ilo uudesta kielestd ja
tavasta hahmottaa maailmaa sekd kyky ymmartéa ja tutkia sitd ovat palkintoja
aherruksesta.

Esimerkki. Nancy Reidin (kuva 1.1) tutkimus on matemaattista tilastotiedetta.
Hén on toiminut Canadian Journal of Statisticsin paatoimittajana sekd Ka-
nadan tilastoseuran (Statistical Society of Canada) ettd Matemaattisen tilas-
totieteen instituutin (Institute of Mathematical Statistics) presidentting, hé-
net on kutsuttu Yhdysvaltain Kansallisen tiedeakatemian (National Academy
of Sciences) jiseneksi, hinelle on myonnetty Kanadan korkea-arvoisin kunnia-
merkki, Iso-Britannian Kuninkaallinen tilastoseura (Royal Statistical Society)
on myontanyt hénelle kultaisen Guy -mitalin hinen elaméntyostaan ja Amerikan
tilastoseura ASA (American Statistical Association) David R. Cox Foundations
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Kuva 1.1: Nancy Reid (18 vuotta).

of Statistics -palkinnon ensimmaéisend tdmén kunnian saaneena. Reid ei alkuun

ymmaértinyt tilastotiedettd ja innostui siité vasta alkuvaikeuksien jéilkeen:®
Minulla ei ollut lainkaan lahjoja ohjelmointiin, joten vaihdoin pid&daineeni tilasto-
tieteeseen. — — Kaikkien tdytyi ottaa toinen tilastotieteen kurssi. Se oli tietenkin
meisté vaikea, emmekd ymmartineet sitd kunnolla, mutta sain hyvén arvosanan.
Niinpé kivin seuraavaksi Tilastollisen padttelyn kurssin, mitd emme myoskidin
ymmartianeet, ja saimme kaikki melko huonon arvosanan. Kurssin loppuosa oli
regressiota. Se oli todella hauskaa.

Shayle Searle teki uraauurtavaa matemaattista tilastotiedettd ja hénen op-
pikirjojaan kdytetddn ympéri maailmaa. Searle (2005) kertoi vastoinkéymisis-
tdan: Hanen professorinsa kieltdytyi suosittelemasta héanelle stipendid sanoen,
ettd hén ei ole tarpeeksi hyva. Han reputti pddsykokeen. Toinen professori neu-
voi, ettd hinen ei kannata yrittdd esittdd opinnédytettdan vaitoskirjana. Maiste-
rin tutkinnon kokeen hén suoritti rimaa hipoen pettden ohjaajansa odotukset.
Searle neuvoi opiskelijaa: “Ald anna vastoinkiymisen tyrmétd. Ald luovutal”

Seké péda pyorélla olevasta opiskelijasta Reidistd ettd vastoinkdymisesté toi-
seen kompuroineesta Searlesta kehittyi molemmista ylistettyja maailmankuuluja
taitajia. [J

1.3 Mita tilastotiede on?

Tilastotieteesséd olennaista on epdvarmuuden arviointi, joten siséllytetdan se ti-
lastotieteen (statistics) méaaritelmaan:
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Tilastotiede on tiede aineiston keradmisestd, kuvauksesta ja analyysista. Tilas-
totieteelld arvioidaan aineistoon ja siitd tehtdviin padtelmiin liittyvad satunnai-
suutta ja epdvarmuutta.

Maéritelméssa ylla ei mainita tilastoja. Niilld tarkoitetaan yleensé jarjestelmél-
lisesti koottuja numeerisia yhteiskuntaa koskevia aineistoja (vrt. Luther 1993,
11). Nimestdédn huolimatta tilastotieteelld tutkitaan aineistoja ylipddnsa eika
vain tilastoja.

Keskeinen osa tilastotieteellistd analyysia on tilastollinen pddttely eli aineis-
toon perustuva pédttely tutkittavasta satunnaisilmiostd sekd péadtelmien epé-
varmuuden mittaaminen. Tilastollinen pééttely on tyypillisesti induktiivista:
Yksittdisesta aineistosta pyritddn tekeméédn yleispatevid padtelmid maailmasta.
Tilastollinen paéttely tehddan useimmiten tilastollisen mallin avulla. Tilastolli-
nen malli asettaa satunnaisilmiolle rajoituksia kuten oletuksia havaintojen syn-
tymekanismista tai todenndkoisyysjakauman (luku 6). Tilastolliseen paattelyyn
liittyy tyypillisesti satunnaisuutta mittaavien tunnuslukujen ja luottamusvélien
laskua sekéd hypoteesien testausta (luvut 10-11). Tilastollinen malli on mate-
maattinen yksinkertaistus maailmasta. Malli selkeyttdd ajattelua ja helpottaa
paattelya.

1.4 Muuta

Téllaisten viivojen vélissd on teoreettisesti vaikeampaa tai tdydentévad tietoa tai osoitan lu-
kijalle parempia menetelmié tilanteisiin, joissa padtekstissid opettamani menetelmét eivit ole
riittavid. Lisdysten toivon herdttdvan kiinnostusta teoriaan ja auttavan aitojen tutkimuson-
gelmien kanssa painivia.




Luku 2
Ailneistot

Jos meilld on aineisto, katsotaan sitd. Jos meilld on vain mielipiteitd, mennédén
minun mielipiteelléni.”

Jim Barksdale (1943-)

Onko muuta aineistoa? Usein on, ja toinen aineisto voi olla hyvin hyédyllinen.®

Bradley Efron (1938-)

Luvussa késitellddn aineistoja tdrkeyden, luotettavuuden ja mitta-asteikkojen
néakokulmista. Nakokulma siirtyy empiirisesté teoreettiseen.

Ennen nykytiedetta tieto ajateltiin olevan johdettavissa aiemmasta ymmér-
ryksesté loogisella paéttelylla. Nykyaédn ajatellaan, ettéd tiedon tulee pohjautua
empiiriseen aineistoon. Pyrkimys on oikea, kunhan aineisto on luotettavaa. Lu-
vussa varoitetaan tilastojen ja aineistojen ongelmista. Aineiston tarkoituksen-
mukaisuutta ja soveltuvuutta otantateorian, kyselyjen ja tilastollisen péaattelyn
kannalta pohditaan luvussa 8.

2.1 Keskeisin kasite

Aineisto on tilastotieteen keskeisin késite. Ilman aineistoa — teoreettista tai
empiiristd — ei ole tilastotiedettikadn. Jos asiaa ei ole tutkittu, mahdollinen
eikd lainkaan harvinainen syy on, etta aineistoa on vaikea saada. Priima aineisto
on arvokas.

Aineisto koostuu havainnoista. Mitd enemmén havaintoja, sitd informatiivi-
sempi aineisto yleensé on, jos se on kerétty tarkoituksenmukaisesti.

15
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2.2 Mitta-asteikot

Sopiva tilastotieteellinen menetelmé riippuu mitta-asteikosta, jolla havaintoja
on mitattu. Sopivuus riippuu nimenomaan kaytetystd mitta-asteikosta; ei vélt-
tadmattd mitatusta muuttujasta. Muuttujaa saatettaisiin voida mitata toisella-
kin mitta-asteikolla. Neljé toistaan tarkempaa mitta-asteikkoa tavataan erotella
(Stevenson 1946).

Karkein mitta-asteikko on luokka-asteikko (nominal scale). Silla havainnot
jaotellaan luokkiin, jotka eroavat toisistaan laadullisesti. Luokkia ei voida aset-
taa jarjestykseen.

Esimerkki. Tyomarkkinoilla olevat ovat tyottomia tai tyollisid. Yliopistossa on
monta tiedekuntaa. Wikipedia luettelee puolisen tuhatta musiikkityylid: Am-
bient, ooppera, progressiivinen rock, rap jne.” Luokilla ei ole esimerkeissd il-
meisté jarjestysta. [

Monia asioita voidaan mitata jarjestysasteikolla (ordinal scale). Téallaiset mit-
taukset voidaan asettaa jarjestykseen, mutta luokkien valisid eroja ei voida mi-
tata numeerisesti.

Esimerkki. Jaetaan tyomarkkinoilla olevat ihmiset tyottomiin, osa-aikatyota tai
tayspaivityotd tekeviin. Adnestdjit saatetaan jakaa poliittisen kantansa mu-
kaan luokkiin, jotka kuvaavat poliittisen kannan liberaaliutta tai konservatiivi-
suutta. Luokat voidaan jarjestdd tyoméaran tai aseman liberaali—konservatiivi
-akselilla mukaan. [

Useimmiten tilastotieteellisid analyyseja tehdaan vdlimatka-asteikolla (interval
scale) mitatuilla muuttujilla. Mittausten erojen — vélimatkojen — suuruudet
ovat talloin todettavissa numeerisesti.

Esimerkki. Mitataan tunnin tarkkuudella ihmisten tekemét ty6tunnit (esim.
kuukaudessa). Mitataan lampotila ulkona 0.5 celsiusasteen tarkkuudella. Mo-
lemmissa tilanteissa voidaan todeta numeroin ilmaistavissa oleva ero tyGtuntien
tai lampotilojen valilla. (I

Suhdeasteikko (ratio scale) on informatiivisin asteikko. Suhdeasteikollinen mit-
taus on tehty vélimatka-asteikolla. Lisdksi asteikolla on nollapiste, joka kuvaa
mitattavan ominaisuuden tdydellistd puuttumista. Jos yhden suhdeasteikolla
tehdyn mittauksen tulos on x ja toisen 2x, niin voidaan sanoa, ettd ensim-
maéisen mittauksen tilanteessa mitattavaa suuretta on kaksinkertaisesti jalkim-
méisen mittauksen tilanteeseen ndhden. Vilimatka- muttei suhdeasteikollisesti
mitatun suureen tilanteessa vastaava kuvaus ei ole mielekas.
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Juuri mikaédn tilastotieteellinen menetelmé ei edellytéd suhdeasteikollisesti
mitattuja havaintoja. Sen merkitys on tilastotieteen kannalta ldhinné tulkinnal-
linen edelléd todetulla tavalla.

Mittausasteikoille pétee, ettd jos muuttuja on mitattavissa

« suhdeasteikollisesti, on se mitattavissa myos vilimatka-, jirjestys- ja luok-
ka-steikollisesti.

o véalimatka-asteikollisesti, on se mitattavissa myos jarjestys- ja luokka-as-
teikollisesti.

o jérjestysasteikollisesti, on se mitattavissa myos luokka-asteikollisesti.

FEsimerkki. Tyotunteja voidaan mitata vélimatka-asteikollisesti, ja tyotunneilla
on 0-arvo, joka kuvaa tilannetta, jossa tyota ei tehdéd lainkaan. Ty6tunnit ovat
suhdeasteikollinen muuttuja. Jos joku teki kuukaudessa 40 tuntia ty6ta ja toinen
20 tuntia, ensiksi mainittu teki toitd kaksinkertaisen méarén toiseksi mainittuun
verrattuna.

Celsiusasteilla on 0-arvo, joka ei kuitenkaan kuvaa lammon téaydellistda puut-
tumista. Jos lampdtila on 20 celsiusastetta, lampotila ei ole kaksinkertainen
verrattuna paivdan, jolloin lampotila on 10 celsiusastetta. Sitd ilmentéé se, ettd
lampotilaa voidaan mitata fahrenheitasteilla, ja ettd vastaavat fahrenheitasteet
ovat 68 ja 50. Celsius- ja fahrenheitasteiden O-arvoilla lampdétila ei ole absoluut-
tisessa mininissdan. Siksi kumpikaan asteikko ei ole suhdeasteikollinen. Kelvin-
asteikko olisi: 0 kelvinastetta on lampdétila, jota kylmempéé ei voi olla. Edella
todetut lampdtilat ovat kelvinasteissa 293.15 ja 283.15. Edellinen 1lampdétila on
noin 1.04-kertainen jéalkimmaéiseen verrattuna. OJ

Aina ei ole selvid, milla mitta-asteikolla suure on mitattu. T4lloin on turvallisin-
ta valita karkeammalla mitta-asteikolla toimiva tilastotieteellinen menetelma.

FEsimerkki. Pro gradu -tutkielmia on arvosteltu ja arvostellaan erilaisilla as-
teikoilla. Yksi asteikko on téallainen: approbatur, lubenter approbatur, non sine
laude approbatur, cum laude approbatur, magna cum laude approbatur, eximia
cum laude approbatur, laudatur. Arvosanat ovat yksikésitteisessa jarjestyksessa.
Onko asteikko myos vélimatka-asteikollinen, eli ovatko arvosanat koodattavissa
numeroiksi ja olisivatko numeroiden erotukset tulkittavissa arvosanojen valisik-
si etdisyyksiksi? Eritoten ovatko vilimatkat huonoimmasta (approbatur) arvo-
sanasta seuraavaan tai toiseksi parhaasta parhaimpaan (laudatur) yhté suuria
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kuin muiden arvosanojen véliset etdisyydet? Joissain yliopistoissa tai oppiaineis-
sa myonnetddn huonoin tai paras arvosana hyvin harvoin. Se viittaa mahdolli-
suuteen, ettd téllaisen arvosanan saaneet tutkielmat eroaisivat muista tutkiel-
mista enemmén kuin yhden arvosanan ero viereiseen arvosanaan ehdottaa.

Nykyédan kaytetadn tyypillisesti arvosana-asteikkoa 1, 2, 3, 4, 5. Téalloink&an
vierekkéisten arvosanojen véliset tosiasialliset etdisyydet eivit ole valttaméatta
kaikki samoja, vaikka arvosanat on koodattu numeroiksi. [J]

Mitata saatetaan, vaikka se olisi objektiivisesti mahdotonta. Suhdeasteikkokaan
ei takaa mittaamisen patevyytti. Kyselytutkimuksilla ja ajatuskokeilla on py-
ritty selvittdmaéén, kuinka paljon arvokkaampana ihmiset pitdvéit vaikkapa ras-
kaana olevaa naista kuin naista. Se, etti asteikkoja voi soveltaa, ei merkitse, etté
suure todella olisi objektiivisesti suhde-, vilimatka- tai jarjestysasteikollinen.

Toisaalta vaikka mittaukset olisivat epédtarkkoja, tilastotiedettd voidaan usein
hyodyntéaéd hedelmaéllisesti. Itse asiassa tilastotiede on tarpeen nimenomaan ti-
lanteissa, joihin liittyy jonkinlaista epatarkkuutta. Asiayhteydesta riippuu, kuin-
ka suuri ongelma itse mittaamisen epétarkkuus on. Ylipddnsad patee, mita tar-
kemmat mittaukset, sitd luotettavammat analyysit.



Luku 3
R: Nano-opas

Asiat, jotka on opittava tekeméiin, opitaan vain tekemaélld niit.10

Aristoteles (384-322 eKr.)

Ald vain lue tétd lukua! Tottuneet R:n kiyttdjit hyppiivit tistd seuraavaan
lukuun. Muiden kannattaa tulkita ohje nédin: Luvun oppiaines ei avaudu vain
lukemalla. Luku tulee kayda lépi tietokoneen kanssa R-kaskyja toteuttaen.

R on ohjelmointikieli, joka sopii erityisen hyvin tilastotieteellisten analyysien
ja kuvioiden tekemiseen. Ross Thaka ja Robert Gentleman loivat R:n kaupallisen
S-kielen vastineeksi Aucklandin yliopistossa Uudessa-Seelannissa. Nimi R kun-
nioittaa S:&4 ja viittaa R:n luojien etukirjaimiin. S-kielen tarkeimpid kehittdjid
oli John Chambers. Edelld mainittujen lisdksi R:44 ovat kehittdneet ja kehit-
tavit lukuisat tutkijat ympéri maailmaa. Kehitystyotd johdetaan R-séétiosté
(R Foundation), joka on rekisteréity Wieniin Itdvaltaan. Versio 1.0 julkaistiin
helmikuussa 2000. R:sté tulee vuosittain useita paivityksid. R on niin laajasti
kaytetty, etté sitd voi kutsua tilastotieteen lingua francaksi.

Tarkeita syitd R:n menestykseen ovat, ettd R:114 voi tehdd mité erilaisimpia
analyyseja ja ettd se on luotettava. Yksi syy R:n suosion takana on epéilemétta
myo6s sen ilmaisuus. Se on koulutuksellisesti tdrked ndkokulma. Yliopisto-opinto-
jen tarkoitus on kouluttaa ihmisié opintojen jélkeista elaméa varten. R-koulutus
ei mene hukkaan, silld R:44 voivat kaikki kédyttaé yliopisto-opintojen jilkeenkin.

Lisatietoja R:std on The Comprehensive R Archive Network (CRAN) -sivulla
https://www.r-project.org/. CRAN on valtaisa tietovarantoverkosto.
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3.1 R:n asennus

Tésséd opastetaan asennus Windows-kéyttojarjestelméan:

Mene sivulle https://ftp.acc.umu.se/mirror/CRAN/.!

Klikkaa linkkiketju Download R for Windows — install R for the first
time — Download R “versionumero” for Windows ja kuvaketta Tallen-
na tiedosto. R:n asennusohjelma imuroituu nyt tietokoneellesi (vie véhén
aikaa).

Avaa imuroitu tiedosto (16ytyy selaimesi oikean yldkulman valikoista tai
tiedostonhallinnasta kohdasta Ladatut tiedostot (Downloads). Hyviksy
klikkaamalla asennus ja seuraavat esiintulevat oletusarvoiset ehdotukset
ja lopussa ruksaa kuvakkeen tyopdydaélle ja pikakadynnistysndppédimen luo-
miset. R-ohjelma asentuu.

Tietokoneesi aloitusndkyméssd on nyt ‘R-logo.

3.2 R:n kaytto

Merkint6ja:

komentokehote >

sijoitusoperaatio <-

R:n palautteen n. alkio [n]

R:n jatkamiskehote (esimerkki alempana) +
kommentti (esimerkki alempana) #

R:n palaute (luentomateriaalin merkintétapa) ##

R-palautteesta poistettua tekstid (luentomateriaalin merkintitapa) - - .

R kaynnistyy kaksoisklikkaamalla “R-logoa. R:44 komennetaan kirjoittamal-
la tekstia komentokehotemerkilla > alkavalle komentoriville ja painamalla syot-
tonappainta .

Yksinkertaisimmillaan R on (symbolinen) laskin:
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> 1+2
## [1]1 3
>a<-1
>b <=2
> a
## [1] 1
> b
## [1] 2
> at+b

## [1] 3

Ensin laskettiin 1+2 = 3. R:n palaute oli [1] 3. Siind [1] osoittaa palautteen 1.
alkion — téssé 3:n. Kaksi risuaitaa ## ovat luentomateriaalin kéyténto osoittaa
R:n palaute. R ei tuota tallaista merkintaa.

Seuraavaksi ohjattiin lukuarvot 1 ja 2 muuttujien a ja b arvoiksi sijoituso-
peraatiolla <-. Komennoilla a ja b katsottiin, millaisia a ja b ovat. Késkylld a+b
laskettiin summa ja saatiin vastaukseksi 3.

Palaute voi koostua useammasta alkiosta, jolloin R osoittaa hakasuluissa,
kuinka mones palautteen alkio on rivilld ensimmaisenéd. Komento seq(1,30,1)
(sequence) tuottaa luvut 1:std 30:een yhden véilein ( - - osoittaa poistettua
R-palautetta):

> seq(1,30,1)
## [1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 - -
## [26] 26 27 28 29 30

Palaute koostuu luvuista 1,...,30. Toisen rivin ensimmainen alkio on pa-
lautteen 26. alkio. Siksi R on tulostanut sen edelle [26]. Yleensd alkioiden
jarjestysnumero ei ole yhtd helposti hahmotettavissa. Silloin R:n kéytdnté on
avuksi.

Huom! Komentokehotetta > ei osoiteta komentojen edell jatkossa.

Havaintoja voi tuoda monella tavalla R:44n. Yhden muuttujan havainnot
saa R:ddn kétevasti ketjutuskomennolla c(-) (concatenate):

x <- c(49,35,32,39,45)
X

## [1] 49 35 32 39 45
y <- c(45,37,30,

#H o+

32,40)

y
## [1] 45 37 30 32 40

Havainnot luettiin ensin muuttujaan x. Sen jilkeen katsottiin, ettd x todella
koostuu niisté. Toiset havainnot luettiin seuraavaksi kahdessa erédssid muuttu-
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jaan y. Ylla + on jatkamiskehote, joka ilmoittaa, ettd R odottaa komennon lop-
puosaa. Seuraavalla rivilld komento tdydennettiin loppuun. Huom! Jatkamiske-
hote + ei suorita yhteenlaskua!

Suuret aineistot kannattaa tuoda R:&4n esimerkiksi read.table-komennol-
la. Sitd ei havainnollisteta téssé.

R erottelee isot ja pienet kirjaimet:

X

## Error: object ’X’ not found
X

## [1] 49 35 32 39 45

R ei tunnista X:44, koska sitad el méaaritelty edelld. Vain pieni x méariteltiin.
Huom1! Kokeile komentoja edelld! Tietokoneohjelmia oppii vain kayttamalla
niitd. Huom?2! Komentoja kutsutaan R:ssd funktioiksi. Ne eivdt ole funktioita
matemaattisessa mielessé. Selvyyden vuoksi tédssd puhutaan komennoista.
R:ssd on lukuisia komentoja, joilla analysoida aineistoja. Muuttujan x otos-
keskiarvo, otoshajonta ja muita tunnuslukuja saadaan mean(x)-, sd(x)- ja
summary (x)-komennoilla:

mean (x)

## [1] 40

sd(x)

## [11 7

summary (x)

## Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
#it 32 35 39 40 45 49

Otoskeskiarvo ja -hajonta ovat 40 ja 7. Aineiston pienin ja suurin havainto ovat
32 ja 49. Mediaani on 39, ja 1. ja 3. kvartiili ovat 35 ja 45.
Muuttujien x ja y otoskorrelaatio lasketaan cor (x,y)-komennolla:

cor(x,y)
## [1] 0.8725105

Tarkempia tietoja laskuista edelld saa komennolla help: help (mean), help(sd)
tai help(summary). Edelld lasketut tunnusluvut selitetdén jaksoissa 6.1 ja 8.2.

R operoi sujuvasti lukuisilla jakaumilla kuten normaali-, x2-, t- ja F-jakau-
milla (luku 7). Komennot pnorm(x) ja gnorm(x) laskevat standardinormaalija-
kauman kertyméfunktion arvon pisteessd x ja vastaavan kvantiilin pisteessd x
(p <> probability; q <+ quantile) (jakso 6.1). Vastaavat komennot normaalijakau-
malle odotusarvolla m ja keskihajonnalla s ovat pnorm(x,m,s) ja gnorm(x,m,s)
(jakso 6.2). Esimerkkejé:
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pnorm(-1.964)

## [1] 0.02476505
qnorm(0.02476505)

## [1] -1.964
pnorm(-1.964,-2,2)

## [1] 0.5071806
qnorm(0.5071806,-2,2)
## [1] -1.964

Huom! Normaalijakauma mééaritellaan oppikirjoissa jarjestadn odotusarvon
(1) ja varianssin (02) — ei keskihajonnan (o) kuten edelld — avulla: N(yu, 02).

Vastaavat komennot y?2-, t- ja F-jakaumille ovat pchisq(x,df), pt(x,df)
ja pf(x,df1, df2) sekd qchisq(x,df), qt(x,df) ja qf (x,df1l, df2). Niissd
df, df1 ja df2 viittaavat jakauman vapausasteisiin (degrees of freedom).

Samalla rivilld voidaan antaa useampia komentoja ;-merkilla erotettuna:

pt(-1.964,20); qt(0.03179091,20)
## [1] 0.03179091
## [1] -1.964

3.3 Hyvia kiytantoja

Usein komennot kannattaa ajaa tiedostosta késin ja lopuksi tallettaa tiedos-
to: Valitse Rissd File (ndyton vasen ylikulma) ja New script. R:n tekstieditori
avautuu. Kirjoita tarvitsemasi komennot perédkkéiisille omille riveille, ja aja ne
painamalla ndppéinyhdistelmaé Ctrl-R kunkin rivin kohdalla. Kaikki komennot
saa toteutettua perdjilkeen maalaamalla (Windows-komento) komentorivit ja
painamalla Ctrl-R.

Talleta tiedosto valitsemalla File ja Save as. Tiedoston voi hakea uudelleen
kaytettdviksi valinnoilla File ja Open script. Ndin voi helposti toistaa aiem-
mat analyysinsa tai muokata niitd samantapaisiin uusiin tehtéviin. Jos antaa
tiedoston jollekulle, hén voi toistaa ja tarkistaa analyysit.

R sivuuttaa risuaidalla # merkityt kommenttirivit. Ne helpottavat hahmot-
tamista, mitd on tehty:

x <- c(49,35,32,39,45)
# y on laskettu Albert Neron artikkelissa ‘‘El&m&n salaisuus’’:
y <- c(45,37,30,32,40)

Kommentoi koodiasi!
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3.4 Korjaaminen ja peruminen

Virheellisen komennon voi korjata painamalla nuoli ylos -ndppainta 1:

x <- c(49 35 32 39 45)

## Error: unexpected numeric constant in "x <- c(49 35"
x <- c(49,35,32,39,45)

X

## [1] 49 35 32 39 45

Nuolindppéin tuo virheellisen komennon x <- c¢(49 35 32 39 45) komentori-
ville, josta sen voi korjata helposti lisidmélla pilkut lukujen véliin. (Tehty 3.
rivilla ylla.)

R:n tekstieditorissa korjaaminen on erityisen helppoa, koska komento jaa
esille sen ajamisen jélkeen.

Jos R pyytaé tdydentdméén komentoa, muttet halua tai osaa, peru toiminto
poistumisnédppéaimella Esc:

y <- c(45,37,33,
## o+

Jos nyt huomaat antaneesi kolmannen lukuarvon véirin (33 eikd 30), keskeyté
komento painamalla Esc.

3.5 Ohjelmoinnista ja paketeista

R:n yksinkertainen kéytto ei vaadi ohjelmointitaitoja. Hyvin paljon saa tehtyé
simppeleilld komennoilla tai lyhyilld komentoketjuilla.

Monia vaativampia tehtévid varten on lisdosia eli paketteja (package). Niita
on jo yli 20000 (https://cran.r-project.org/web/packages/). Esimerkiksi
psykologeille erityisen sopivia tilastollisia menetelmid on koottu psych-paket-
tiin. Se haetaan Internetistd omalle koneelle ja otetaan kiyttoon komennoilla
install.packages("psych") ja library(psych). Ensimméistd pakettia asen-
nettaessa R kysyy, miltd palvelimelta paketti haetaan. Sopiva valinta on esi-
merkiksi Ruotsissa (Sweden) sijaitseva palvelin, jolle CRANin tietovaranto on
kopioitu.

Monimutkaisiin tehtdviin 16ytyy usein valmiita komentojonoja R-oppaista
tai Internetistd. Koodit voi kopioida ja sdétdé omiin tarpeisiin. Koodin tekijaén
tulee viitata, kun néin tekee. Esimerkiksi erikoisen kuvion piirtdminen voi olla
téallainen tehtéva. Télloinkin vaihtoehto saattaa olla ladata sopiva paketti (esim.

ggplot2).
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3.6 Lopettaminen ja viittaaminen

Lopeta R-istunto quit ()- tai lyhyemmin q()-komennolla:
qO

Vastaa R:n esittdmiin seuraaviin kysymyksiin kieltdvésti. Istuntosi on sen jil-
keen padttynyt.

Jos kaytat opinndytteessdsi tai muussa teoksessasi R:44, kerro se. Ohjeen
viittaamiseen saat citation()-komennolla:

citation()

## To cite R in publications use:

##

## R Core Team (2022). R: A language and environment for statistical
##  computing. R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria.
##  URL https://www.R-project.org/.

## We have invested a lot of time and effort in creating R, please cite it
## when using it for data analysis. See also ’citation("pkgname")’ for
## citing R packages.

(Lainausmerkkeja on muokattu ylla.)

3.7 Oppaita ja neuvoja

R-opintoja voi syventéda vaikkapa seuraavien opusten avulla: Braun ja Murdoch
(2021), Crawley (2013), Kabacoff (2022) ja Vikeviinen (2018). Oppaita ei ole
tarkoitettu luettaviksi kannesta kanteen! Oppaasta kannattaa tyypillisesti lukea
vain alkuluvut, ja sen jilkeen konsultoida sitéd tarpeen tullen. Oppaita kannattaa
opiskella ei vain lukien vaan samalla itse koodeja kokeillen. Internetista 16ytyy
usein nopeasti apu mita erilaisimpiin kysymyksiin R:n kaytostd. Internetisté
16ytyvit myos ohjeet helppolukuisen R-koodin kirjoittamiseen (https://google
.github.io/styleguide/Rguide.html ja https://style.tidyverse.org/;
haettu 5.10.2021). Oppaita ei tarvita luentomateriaalin ymmaértamiseen.






Luku 4

Todennakoisyyslaskentaa

— — eldmén tarkeimmét kysymykset — — ovat suurimmilta osin vain todennikoi-
syysongelmia.l2

Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

Eldmén térkein asia on ammatin valinta; siitd paittas sattuma.ls

Blaise Pascal (1623-1662)
Thmisen elaméinkulussa, kuten urassa ja muissa valinnoissa, on lopulta erittdin
paljon sattumaa.4

Kari Raivio (1940-)
Vaikka sitd omahyviisesti kuvittelee, ettd tdma illansuuta kohti kaartuva elama

on rakentunut omille valinnoille, yhd vastaansanomattomammaksi kdy totuus:
ylivoimainen osa elamésts on ollut silkan sattuman sanelemaa.l®

Pekka Sauri (1954-)

Sattumaahan tdméi kaikki on, mutta en ole harmitellut.'6
Yrj6 Kukkapuro (1933-)

Laplacesta (1840/1902, 196) todennékoisyyslaskenta on pohjimmiltaan lasken-
naksi pelkistettyd maalaisjirked. Venkateshin mielestd (2013, xxvii—xviii, 3) to-
dennékéisyyslaskenta on matematiikan aloista geometrian ohella intuitiivisin
ja kaytdnnonlaheisin, ja todennédkoisyyslaskennan intuitiivisuus on myos hé-
nen opiskelijoidensa kokemus. Hand (2014, 69) kuvaa todennékoisyyslaskennan
péinvastoin tunnetusti matematiikan aloista intuitionvastaisimpana. Cobbista
(2015) todennékoisyyden kisite on késistéalipsuva ja intuition ja teorian vélinen
kuilu on matematiikan aloista suurin todennékéisyyslaskennassa. Tijms (2012,

27
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214) viittaa nakemykseen, ettd millddn muulla matematiikan alalla ei asiantun-
tija erehdy yhté helposti. Spiegelhalterista (2011) vuosikymmenien aiheen paris-
sa puurtamisen jilkeenkin todennédkoisyyslaskenta on epéintuitiivista, vaikeaa
ja jotkut sen késitteet konstikkaita. Jos hidneltd kysyy todennékéisyydesté, hén
ei luota vainuunsa vaan vastaa vasta paneuduttuaan ongelmaan. Savagen (1976,
466) mukaan kukaan téssid maailmassa ei tiedé, mitd on — suurimman koskaan
elaneen tilastotieteilijan Ronald Fisherin luomus — fidusiaalinen todenn&koi-
syys. Kirjoittajasta todennédkéisyyslaskenta on kaytannonldheistd mutta intui-
tio ja todenndkoisyys eivit aina kohtaa, ja se on osa aiheen viehétysta.

Todennékéisyyslaskenta on tilastollisen padttelyn kivijalka. Lisdksi toden-
néakoisyyslaskenta on hauskaa. Ja merkityksellista.

Esimerkki.'™ Yhdysvallat suunnitteli maailman ensimmaéisen ydinpommin Man-
hattan-projektissa II maailmansodan aikana. Ennen ensimmaistd koerdjaytys-
té, jonka taytyi olla suuri, Richard Hammingié pyydettiin tarkistamaan lasku.
Hamming ajatteli tyrkkéaavéinsa tehtdvan alaiselleen. Hamming kysyi, mita pi-
taisi tarkistaa. Tutkija vastasi: Todennédkoisyys, ettd koerdjaytys sytyttdd maa-
pallon ilmakehén. Hamming péaéttikin tarkistaa laskun itse. Seuraavana paiviné
Hamming kertoi tutkijalle, ettd laskunsa ovat oikein mutta hinté askarruttavat
happeen ja typpeen liittyvit kaavat, silld niihin liittyvid kokeita ei ole mahdollis-
ta tehda tarvittavilla energiamaédrilla. Tutkija totesi, ettd han pyysi Hammingia
tarkistamaan laskut eiké fysiikan kaavoja ja poistui. Hamming jii hermostu-
neena kévelemédn edestakaisin portaita kysyen itseltdén, mitd on mennyt te-
keméén. Han on mukana riskeeraamassa kaikkea eldméé maapallolla ymméarté-
méttéd tarkistamansa laskun perusteita. Ystdvd ndki Hammingin ja kysyi, miké
hénté vaivaa. Hamming kertoi. Ystdva lohdutti: Unohda koko juttu. Kukaan ei
tule koskaan syyttdmaéaéan sinua. [J

4.1 Otosavaruus, tapahtuma ja satunnaismuut-
tuja

Koe (experiment) on menettely, josta seuraa tulos, jonka tulosvaihtoehdot ovat
madritellyt. Mielenkiinnon kohteena ovat kokeet, joiden lopputulokseen voi liit-
tya ja tyypillisesti liittyy satunnaisuutta. Kokeen tulos ei silloin ole valttaméatta
sama, jos koe uusitaan, vaikka olosuhteet olisivat muuttumattomat. Koe on tas-
sé lavea késite eiké viittaa esimerkiksi kokeeseen, jonka tarkoitus on vahvistaa
tai saada uutta tietoa.

Kokeen otosavaruus (sample space) S on sen kaikkien mahdollisten tulos-
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vaihtoehtojen eli alkeistapahtumien joukko. Monesti tulosvaihtoehtoja (a;) on
aarellinen maara ja ne voidaan luetella: S = {ay,aq,...,a,}.

Tapahtuma (event) A on otosavaruuden osajoukko. Alkeistapahtuma-nimitys
korostaa, ettd alkeistapahtuma on yksinkertaisin tapahtuma.

Esimerkki. Lantin heitto. Otosavaruus S = {kruuna, klaava}. Alkeistapahtu-
mia on kaksi. [J

Esimerkki. Nopan heitto. Otosavaruus S = {1,2,3,4,5,6}. Alkeistapahtumia on
kuusi. Tapahtuma A voisi olla, ettd nopan silmédluku on parillinen: A = {2, 4,6}.
|

Esimerkki. Kahden nopan heitto. Otosavaruus S = {(1, 1), (1,2),...,(1,5), (1,6),
(2,1),(2,2),...,(6,5),(6,6)}. Sen alkiot ovat siis:

(1 (1
(2 (2
(3 (3
(4, (4,
(5 (5
(6 (6

4

Alkeistapahtumia on kolmekymmentikuusi. Tapahtuma A voisi olla esimerkiksi,
ettd molempien noppien silméluku on sama ja parillinen: A = {(2,2), (4,4), (6,6)}.
O

Satunnaismuuttuja (random variable) tavataan mééritelld kuvaukseksi otosava-
ruudesta reaalilukujen joukkoon. Intuitiivisempi maéritelmé (Everitt 2003) on,
ettd satunnaismuuttuja on muuttuja, joka saa arvoja jonkin todenndkoisyysja-
kauman (jakso 6.1) méardaamalla tavalla. Satunnaismuuttujaa merkitddn usein
isolla ja sen toteumaa (realization) pienelld kirjaimella (vaikkapa X ja x).

Esimerkki. Lantin heitto (jatkoa). Kuvataan “kruuna” ykkoseksi ja “klaava”
nollaksi. Lantin heittoon liittyy nyt satunnaismuuttuja X, joka voi saada arvon
1 tai 0. Kun on saatu kruuna, x = 1. [J

4.2 Todennikoisyyden maaritelmia

Todenndkoisyys (probability) voidaan mééritelld monin tavoin. Seuraavassa se-
litetddn kolme keskeisintéd mééritelméé. de Finettin (1974, x) kuuluisa nikemys
on, ettd todennédkoisyytta ei ole olemassa. Han tarkoitti, ettei ole yhtd objektii-
vista todenndkoisyyttd vaan on monia subjektiivisia ndkemyksié siitd. Savagen
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(1972, 2) mukaan sitten Baabelin tornin on harvoin ollut tdydellisempéé erimie-
lisyyttéd ja kommunikaatiokatkosta kuin kysymyksistd, mitd todennakoéisyys on
ja kuinka se liittyy tilastotieteeseen. Nykytilanne ei ole yhta jyrkka. Silti edel-
leenkin voidaan arvioida, ettd todennékoisyyden késitteestéd vallitsee “massiivi-
nen epéselvyys” (Weisberg 2014, xii). Méaérittelytavasta alla riippumatta toden-
nakoisyys noudattaa samoja laskusdantoja. Todennédkoisyyden muita tulkintoja,
filosofiaa ja historiaa kisitteleviat Galavotti (2013), Gillies (2000), Gorroochurn
(2012, luku 14), Hacking (2006), Niiniluoto (1975) ja von Plato (1994).

4.2.1 Klassinen todenniakoisyys
Olkoot otosavaruuden S = {ay, az, ..., a,} kaikki tulosvaihtoehdot symmetrisid
eli yhtdtodennékoisia:
1
Pa;) = ~
(a) =+
Y14 on merkitty todennédkoisyytta P(-):114.

Maéritellddn tapahtuma A symmetristen tulosvaihtoehtojen avulla. Tapah-
tuman A klassinen todenndkoisyys on talloin

P(4) = A:lle suotuisten tulosvaihtoehtojen lukumé&éara

4.1
S:n tulosvaihtoehtojen lukumaéra (4.1)

Esimerkki. Pallojen poimiminen. Olkoon pussissa 10 vihredd, 20 oranssia ja 30
keltaista palloa. Poimitaan pussista sattumanvaraisesti pallo. Todennékéisyys,
ettd saatu pallo on vihred, on 1/6:

P(vilred) = ﬁ =50

Esimerkki. Kahden nopan heitto (jatkoa). Kaikki 36 silmalukuparia ovat yht&
todennékoisid (tdmé perustellaan mychemmin). Jos A = {(2,2), (4,4), (6,6)},
niin tapahtuman A todennékoisyys on 1/12:

Monet tilanteet eivat sovi klassisen todennédkoéisyyden méaritelméan. Néin kay,
jos vaikkapa tulosvaihtoehdot eivit ole symmetrisid tai tulosvaihtoehtoja on
ddreton maara, jolloin ne eivit ole lueteltavissa.
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4.2.2 Frekventistinen todenniako6isyys

Frekventistinen todenndkoisyys tapahtumalle A mééritellaan todenndkoisyyden

Po(d) = 2 (4.2)

raja-arvona. Y14 f,, on tapahtuman A frekvenssi ja P, (A) tapahtuman A ha-
vaittu todennékoisyys n:ssé riippumattomasti tehdysséd satunnaiskokeessa. Ta-
pahtuman A frekventistinen todenndkéisyys seuraa antamalla toistokokeiden
lukumaérin kasvaa kohti ddaretonté. Téllaisen raja-arvon laskun oletuksena on,
ettd satunnaiskoetta voidaan toistaa samanlaisissa olosuhteissa rajatta ja kokeet
ovat riippumattomia.

Esimerkki. Pallojen poimiminen (jatkoa). Todennékoisyys vihredn pallon nosta-
miselle on frekventistisen ndkemyksen mukaan vihreiden pallojen nostojen méa-
ré f, jaettuna kaikkien poimintojen maarallad n, kun se kasvaa kohti dédretonté
(olettaen, ettd nostettu pallo palautetaan pussiin ja pallot sekoitetaan kunkin
poiminnan jalkeen). Sadan poiminnan jalkeen f199 = 20 ja P1go(A) = 20/100 =
1/5. Kahdensadan poiminnan kohdalla fogg = 35 ja P2go(A) = 35/200 = 0.175.
Kun poimintoja on 1000, fi000 = 160 ja P1goo(A) = 160/1000 = 0.16 ~ 1/6.
Vihreiden pallojen osuus menee suurilla havaintoméérillda kohti 1/6:tta. (Teo-
reettinen perustelu esitetdédn mythemmin.) O

Esimerkki. Lantin heitto ja pallojen poimiminen (jatkoa). R-ohjelmistolla simu-
loitiin lantin heittdmistd ja pallon poimimista. Kuvassa 4.1 vasemmalla havain-
nollistetaan kruunujen suhteellisen frekvenssin (f,/n yhtdlossd (4.2)) kehitty-
mistd, kun heittojen lukuméérd n = 1,...,500. Oikealla kuvassa ovat vastaavat
vihreén pallon poimimisen suhteelliset frekvenssit. Osuudet néyttévat suppe-
nevan kohti 1/2:hta ja 1/6:tta. Harjoitustehtévissa lasketaan eri m:n arvoilla
todennékoisyyksid, joilla osuudet ovat 1ahelld 1/2:hta tai 1/6:tta. O

Todennékoisyyttd ei voida médritelld frekventistisesti, jos kyseessd on ainut-
kertainen tapahtuma. Tallaisiksi tapahtumiksi voisi mieltdé esimerkiksi alkuré-
jahdyksen tai ettéd tietty henkild padttdd ostaa maitoa kaupasta tiettyna paiva-
maarand tiettyné kellonaikana. Kaava ylla ei anna myoskaédn vastausta sellaisiin
kysymyksiin kuin, mika on todennakdisyys, ettd Jumala on olemassa.
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Kuva 4.1: Kruunujen ja vihreiden pallojen osuuden kehitykset lantin heitossa ja
pallon poiminnassa.

4.2.3 Subjektiivinen todennikoisyys

Thmisilld on eri mielipiteitd ja niin myos todennikoisyyksistd. Naitd yksilolli-
sid todenndkoisyyksid — tai uskomuksen asteita — kutsutaan subjektiivisiksi
todennakoisyyksiksi. Ne ovat subjektiivisia, koska ihmiset saattavat arvioida to-
dennékoisyyksia erilailla samojenkin tietojen perusteella.
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Esimerkki. Talouden asiantuntijat esittiviit Yle Uutisissa 15.5.2012'% 0.50:n ja
0.80:n valilla olevia arvioita todennékoisyydesta, jolla Kreikka eroaa eurosta
(uutisessa todenndkoisyydet on esitetty prosentteina O:n ja 100:n valilld):

Johtavat talousasiantuntijat pitdvat valtiovarainministerion arviota Kreikasta
mahdollisesti aiheutuvista tappioista liian optimistisena. Ministerié arvioi vii-
me viikolla, etta tappioita tulisi Suomelle korkeintaan 400 miljoonaa euroa. — —
Kaikki asiantuntijat pitivit todennékoisend, ettd Kreikka eroaa eurosta. Arviot
eron todennékoisyydestéd vaihtelevat 50-80 prosentin valilla.

Pasi Holm, PTT:n toimitusjohtaja

Saattaa olla, ettd kahdenvélisen lainan tappiot ovat 500 miljoonaa euroa ja vé-
liaikaisen kriisirahaston kautta 140 miljoonaa euroa. Lisdksi EKP:n ja eurojér-
jestelman kautta joitakin satoja miljoonia euroa. — Kreikan eurosta eroamisen
todennékoisyys: 70 prosenttia.

Seija Ilmakunnas, Palkansaajien tutkimuslaitoksen johtaja

Piddn mahdollisena, etté koko kahdenvélinen laina (miljardi euroa) menetetédan.
ERVV-osuuden riski on pienempi, mutta sitd ei voi arvioida tuntematta va-
kuusjérjestelyn yksityiskohtia. — Kreikan eurosta eroamisen todennékoéisyys: 50
prosenttia.

Vesa Kanniainen, Kansantaloustieteen professori

Kokonaistappio 2—-3 miljardia euroa, sisiltden lainat ja takuut sekéd eurojérjes-
telmén kautta syntyviat pddomatappiot. — Kreikan eurosta eroamisen todenné-
koisyys: 75 prosenttia.

Vesa Vihriéla, Etlan toimitusjohtaja

Maksimitappio voisi olla 1.84 miljardia euroa. Tappio jddnee téta pienemmaksi,
mutta ei valttamattd VM:n arvioimaan 400 miljoonaan. Lisdksi Suomen Pankille
voi tulla tappioita siité, jos Kreikan keskuspankki ei pysty vastaamaan veloistaan
EKP:lle. — — Kreikan eurosta eroamisen todennékoisyys: 80 prosenttia.

Todennéakoisyyden frekventistinen tulkinta ei ole luonteva Kreikan eurosta eroa-
misen mahdollisuutta arvioitaessa. Yksikdan maa ei ole aiemmin eronnut euros-
ta, eikd eroon johtavista seikoista ole kaikkea tarvittavaa tietoa. Asiantuntijat
kertovat omista ldhtékohdistaan eri suuruisen arvion eron todennékéisyydesté.
Ne ovat heidén subjektiivisia arvioitaan Kreikan eurosta eroamisen todennakoi-
syydesta. [J

Subjektiivinen todennékéisyys voi olla mahdollista selvittaé, vaikka ihminen ei
sitd kertoisi tai osaisi kertoa yhtd avoimesti kuin esimerkissd edelld. Yksilon
subjektiivinen todennédkoisyys mééritellddn joskus vetokertoimen (vastasuhde,
odds)

(4.3)
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avulla. YII4& S > 0 ja V > 0 (euroa) ovat sijoitus (mahdollisesti tappio) ja
voitto vedonlyonnissd tapahtumasta A ja P(A) € (0,1) on yksilon subjektiivi-
nen todennékéisyys tapahtumalle A. (“€” luetaan “kuuluu joukkoon” tai téssd
yhteydessi “kuuluu vélille”.) Yhtdsuuruus perustellaan alla.

Idea on, ettéd yksilo ilmaisee subjektiivisen todennékoisyytensa reilussa (fair)
vedonlyonnissé. Oletetaan, ettd pelaaja sijoittaa vedonlyontiin S euroa, voittaa
V euroa, jos A tapahtuu mutta havida sijoituksensa S euroa, jos A:ta ei tapahdu.
Sille todennékoisyys on pelaajan mielesti 1—P(A). Téllainen vedonlyonti on
reilu, jos pelaajan mielestd hin ei odotetun tuoton (jakso 6.3) mielessd hyody
vedonlyonnisté eli odotettu tuotto on 0 euroa:

P(A) x V +[1 — P(4)] x (—8) = 0.

Jaetaan yhtdlo puolittain V:ll4 ja todetaan, ettd yhtasuuruuden (4.3) tdytyy
olla voimassa, jotta yhtélo péatisi:
S
P(A)xlf[lfP(A)]xv:O.
Pelaajan subjektiivinen todenndkéisyys tapahtumalle A saadaan ratkaisemalla
yhtésuuruus (4.3) P(A):n suhteen:

S
P(A) = ——.
(4) S+V
Subjektiivinen todennikdisyys voidaan siten selvittdd, kun tiedetdédn vetoker-
roin pelaajan mielestd reilussa vedonlyonnissa.

Esimerkki. Tentin 1apéisy. Opiskelija on varsin vakuuttunut, ettd hin ldpéaisee
tentin. Han on valmis lydméén siitd vetoa vetokertoimella S/V = 4/1. Hénen
subjektiivinen todennékoisyytensé tentin lapéisemiselle on télloin S/(S+ V) =
4/(4+1)=0.8.0

Vedonlyontiasetelma on keinotekoinen: Moni ei suostuisi uhkapeliin, jonka odo-
tettu tuotto on nolla. Joku ei ryhtyisi uhkapeliin koskaan. Asetelma ei toimi mo-
nen mielestd tarkeimmén kysymyksen kohdalla, jatkuuko elamé kuoleman jal-
keen. Uskomuksesta riippumatta kannattaisi aina lyodd tuonpuoleisen elamén
puolesta vetoa, koska veto ratkeaisi ainoastaan eldmén jatkuessa ja ainoastaan
silloin olisi mahdollista kerita vedon tuotto. Asiasta voisi huoletta lyoda vetoa
mielivaltaisen suurella vetokertoimella, miké edelld olevan laskun mukaan mer-
kitsisi uskoa tuonpuoleiseen elaméén oleellisesti todenndkoisyydelld 1. (Mellor
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1973.) Johto edelld on silti tavanomainen subjektiivisen todennédkoéisyyden yh-
teydesséd. Ajatus lienee, ettd “pakottamalla” yksilo vedonlyontiin, hdnen subjek-
tiivinen todennékoisyytensi méérittyy. Vetokerroin S/V on helpohko hahmot-
taa, ja johto yhdistdd sen kétevésti subjektiivisen todennékdisyyden suuruu-
teen. Idea juontaa Thomas Bayesin postuumiin (Richard Pricen esitelm6iméaén)
tutkimukseen 1763 asti.

Muitakin menetelmié selvittaéd subjektiivinen todenndkoisyys on. Pahkinan-
kuoriesitys on Haighin (2012) kirjassa.

Todennékdisyyden arviointi voi olla vaikeaa. Joskus yksilo osaa asettaa ta-
pahtumat jirjestykseen todennikoisyyden mukaan (tapahtuma on toista to-
dennékoéisempi) muttei pysty nimedméén niille (subjektiivisiakaan) todennakoi-
syyksia tai vedonlyontivalmiuttaan. Joskus voi olla vaikea asettaa tapahtumia
edes todennékoisyysjarjestykseen. Téllaisissa tilanteissa subjektiivista todenné-
koisyytté ei voi méaaritella.

Esimerkki. Subjektiivinen todennikéisyys voi olla hyvin huono arvio.!? Korona-
pandemia alkoi Wuhanin kaupungista Kiinassa joulukuussa 2019. Suomalainen
johtava lagkéri arvioi 24.1.2020, ettd todennékoisyys olisi “varmasti yksi mil-
joonasta”, ettd Ivalon terveyskeskukseen hakeutuneilla Wuhanista tulleilla kii-
nalaisturisteilla olisi koronavirus. Arviota uutisoitiin laajasti. Meni viisi paivéaé,
ja Wuhanista tulleella kiinalaisturistilla todettiin koronavirus Lapin keskussai-
raalassa. [

Esimerkki. Todenndkoisyytta ei osata arvioida. Suomen Pankin ekonomisti kat-
so00, ettd Yhdysvaltain ja Kiinan kauppasodan pahimman skenaarion todenné-
kéisyyttd on mahdoton arvioida. Helsingin Sanomat 3.10.2019:2°

Suomen Pankki julkaisi — — uuden riskiarvonsa siité, kuinka pahasti kauppaso-
dan kérjistyminen voisi vahingoittaa euroalueen taloutta. Pahimmassa tapauk-
sessa euroalueen talouskasvu voisi hidastua yli 2.5 prosenttiyksikkod eli edessa
olisi vaikea taantuma. — — “On mahdotonta arvioida, miké olisi tdméan riskiar-
vion toteutumisen todennékoisyys. Rahoitusmarkkinoiden héairiot ovat aina yl-
lattavid ja niiden laajuutta on erittdin vaikea ennakoida”, sanoo Suomen Pankin
Rahapolitiikka ja kansainvélinen talous -toimiston péallikké Hanna Freystétter.

Tyoeldkevakuutusyhtié Varman toimitusjohtaja Risto Murto toteaa vastaavasti
Venijan ja Ukrainan sodan laajentumisen mahdollisuudesta. Arvopaperi, tam-
mikuu 2022 (s. 31):

Sota voi ylldttda kahdella tapaa: laajentumisella tai rauhoittumisella. Kykym-

me laskea niille [vaihtoehdoille] jarkevid todennédkoisyyksid on kuitenkin todella
pieni.
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4.3 Joukko-oppia

Tapahtumat koostuvat otosavaruuden S osajoukoista. Olkoot A ja B kaksi ta-
pahtumaa (osajoukkoa) siiné.

Tapahtumien A ja B yhdiste (unioni) koostuu niistd tulosvaihtoehdoista
(alkioista), jotka kuuluvat joko A:han tai B:hen tai molempiin. A:n ja B:n
yhdistetta merkitain A U B.

Tapahtumien A ja B leikkaus koostuu niisté tulosvaihtoehdoista, jotka kuu-
luvat sekd A:han ettd B:hen. A:n ja B:n leikkausta merkitdin A N B.

Jos A tapahtuu aina, kun B tapahtuu, B:n méaéarittavit tulosvaihtoehdot
ovat A:n madrittavien tulosvaihtoehtojen osajoukko. Talloin merkitddn B C A
tai B C A, jos A ja B eivit ole samoja tapahtumia. Jalkimmaéisessa tapauksessa
B:n sanotaan olevan A:n aito osajoukko.

Jos ANB = () (tyhja joukko), niin A ja B ovat erillisid eli toisensa poissulke-
via (disjoint, mutually exclusive) tapahtumia.

Tapahtuman A wvastatapahtuma (complement event) muodostuu niistd tu-
losvaihtoehdoista, jotka eiviat kuulu A:han. A:n vastatapahtumaa merkitain
A% la.

Tapahtumia voi olla useampia — vaikkapa kolme: A, B ja C.

Joukko-opillisia operaatioita havainnollistetaan usein Venn-diagrammeilla
(kuvat 4.2-4.9):

AUB

Kuva 4.2: A:n ja B:n yhdiste.
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Kuva 4.3: A:n ja B:n leikkaus.

Kuva 4.4: A ja B ovat erillisia.

BCA

Kuva 4.5: Kaikki B:n tapahtumat ovat my6s A:n tapahtumia.
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ANB

A=BjaBCA

Kuva 4.6: A ja B ovat sama tapahtuma.

AC
Kuva 4.7: A:n vastatapahtuma
A (AuB)“
AUB
B

Kuva 4.8: A:n ja B:n yhdisteen vastatapahtuma.
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Kuva 4.9: A, B ja C ovat erillisia.
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4.4 Todennakoisyyslaskennan laskusaantoja

Kuulukoon tapahtuma A otosavaruuteen S. Tapahtuman A todennékdisyys on
vahintadn 0:
P(A) > 0.

Todennékéisyys, ettd jokin otosavaruuden tapahtumista tapahtuu, on 1:
P(S)=1.

Olkoot A ja B otosavaruuteen kuuluvia erillisid tapahtumia (AN B = (}). Niiden
yhdisteen todenndkoisyys on

P(AU B) =P(A) + P(B).

Edellisista oletuksista voidaan johtaa todennékoisyyslaskennan laskusdéanndot
alla.?!
Minké tahansa tapahtuman A todennékoisyys on korkeintaan 1:

P(A) < 1.
A:n vastatapahtuman todennékoisyys on
P(A%) =1 —P(A).

Otosavaruuteen kuulumattoman eli loogisesti mahdottoman tapahtuman toden-
nékoisyys on 0:

P(0) = 0.

Jos B C A, niin
P(B) < P(A).

Olkoot A ja B erillisid tapahtumia. Erillisten tapahtumien yhteenlaskusddn-
non mukaan tapahtumien A ja B yhdisteen todennékéisyys on

P(AU B) = P(A) + P(B). (4.4)

Saanto yleistyy suoraviivaisesti. Olkoot tapahtumat Ay, ..., A, erillisia (A4;N

A; = 0 kaikille ¢ # j). Talloin yhdistetyn tapahtuman U} ; A; todennékéisyys
on

n

P(LJ

=1

A;) = Z P(4;). (4.5)
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Ylla Ui~ A; on kaikkien tapahtumien A;,..., A, yhdiste 4; U---U A,. Sum-
mamerkintd Y " | tarkoittaa, ettd sen oikealla puolella olevassa termissd in-
deksi i saa arvot li:std n:@dn ja ettd termit lasketaan yhteen: Y I  P(A4;) =
P(A1)+---+P(A,). Ellipsis (... tai - - - ) kuvaa esiinkirjoittamattomia termeja.
Ne on padteltdava yhteydesta.

Yieista yhteenlaskusadantoa kaytetdén, jos tapahtumat A ja B eivét ole eril-
lisid (A N B # ). Sen mukaan tapahtumien yhdisteen todennikdisyys on

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B). (4.6)
Yleinen yhteenlaskusdinté n:n tapahtuman As, ..., A, tilanteessa2? on
n n 7 n J k n
P(U A) = Z P(A;) — Z Z P(A; N Aj) + Z Z Z P(A; N A; N Ag)
i=1 i=1 i=1 j=1+1 i=1 j=14+1k=j+1

— e (=D)™PIP(A N N AR).

Kun tapahtumia on kaksi (A ja B), kaava typistyy sdanncksi (4.6). Elfving (1956, 30-31)

todistaa tuloksen induktioperiaatteella.

Saannot ovat intuitiiviset. Ympyroiden kokoja kuvissa 4.2—4.9 voi ajatella
tapahtumien todenndkoéisyyksiné, jos laatikon koko on yksi. Mahdottoman (to-
dennékoisyyden mielesséd) tapahtuman todennékoisyys on nolla ja varman yksi.
Muunlaisen tapahtuman todennékéisyys on nollan ja yhden vélilla. Erillisten ta-
pahtumien A ja B yhdiste vastaa tapahtumaa, ettd jompikumpi niisté tapahtuu.
Tallaisen yhdistetyn tapahtuman todenndkéisyys on erillisten tapahtumien to-
dennikdisyyksien summa (kuva 4.4). Tapahtuma A ja sen vastatapahtuma A¢
ovat erillisid ja kattavat koko otosavaruuden, joten niiden todennikdisyyksien
summa on yksi (kuva 4.7). Kuva 4.2 selventid, ettd tapahtumista, jotka eivét
ole erillisid, muodostetun yhdistetyn tapahtuman todennikéisyytté ei voi las-
kea suoraviivaisesti summaamalla tapahtumien todenndkéisyyksid. Summasta
pitda vahentédd todennakoisyys tulosvaihtoehdolle “molemmat tapahtuvat”. Sen
todennakoisyys tulisi muuten ynnéttyd kahdesti (kuvat 4.2 ja 4.3). Kuvat 4.5
ja 4.6 havainnollistavat, ettd P(B) < P(A), jos A tapahtuu aina, kun B tapah-
tuu. Jos erillisid tapahtumia on kolme A, B ja C (kuva 4.9), niiden yhdisteen
AU BUC todennékoéisyys saadaan summaamalla kunkin tapahtuman todenné-
koisyydet kaavan (4.5) mukaisesti.
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Esimerkki. Nopan heitto (jatkoa). Silméluku 3.5 ei kuulu otosavaruuteen, ja sen
todennakoisyys on 0. Varmasti eli todennédkoisyydelld 1 saadaan jokin otos-
avaruuden {1,2,3,4,5,6} muodostavista silméluvuista eli alkeistapahtumista
{1},...,{6}. Kunkin otosavaruuteen kuuluvan silméluvun todennikéisyys on
0 < 1/6 < 1. Kukin silméluku on erillinen tapahtuma, silld kahta silmélukua ei
voi tulla samanaikaisesti.
Olkoon tapahtuma A = {2,4,6} ja tapahtuma B = {1}. Tapahtumat ovat
erillisiid. Yhdistetyn tapahtuman AU B = {1,2,4, 6} todennikéisyys on
P(AUB) = P(4)+ P(B) = 5 + ~ = 2.
6 6 3
Vastatapahtuman (AU B)¢ = {3,5} todennikdisyys voidaan laskea summana
erillisten alkeistapahtumien todennékéisyyksista

2

tal sdannon 9 1
P(AUB)Y)=1-P(AUB)=1— 373
avulla (vrt. kuva 4.8).
Olkoon B = {2}. Nyt A ja B eivit ole erillisia: AN B = {2}. P(B) =
P(AN B) =1/6. Yhdistetyn tapahtuman AU B = {2,4,6} todennékoisyys on
31 1 1
P(AUB) = P(4) + P(B) - P(ANB) =>4 L 1.1
6 6 6 2
Se voitaisiin laskea myds vertaamalla (yhtdtodenndkoisten) suotuisten tulos-
vaihtoehtojen lukumé&araé kaikkien tulosvaihtoehtojen lukumééraan:
3 1
P(AUB) = - = —.
( ) 6 2
Olkoon B = {1,2}. A ja B eivit ole erillisid: AN B = {2}. P(B) = 1/3 ja
P(ANB) = 1/6. Yhdistetyn tapahtuman AUB = {1,2,4, 6} todennékodisyys on
3 1 1 2

PAUB)=-+4+-—--=2.0
AUB)=5+3-573

Esimerkki. Nopan heitto (jatkoa). Todenndkoisyyslaskut nopan heitosta kuvaa-
vat yhtélailla mitd tahansa koetta, jossa otosavaruus koostuu kuudesta yhta
todennékoisesté erillisestd tulosvaihtoehdosta. Sellaisia voisivat olla
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e yhden tai useamman tyontekijan valinta kuuden tasaveroisen hakijan jou-
kosta.

o &ddnestettdvin kansanedustajachdokkaan valinta kuuden tasavahvan eh-
dokkaan joukosta. Ehdokkaisiin voitaisiin taas liittdd ominaisuuksia sil-
maélukujen tilalle kuvaamaan puoluetta, kantaa tiettyyn poliittiseen kysy-
mykseen jne.

e sivuaineiden valinta yliopistossa kuuden yhtékiinnostavan vaihtoehdon jou-
kosta. (Niiden sisélto voi olla opiskelijan ndkokulmasta tuntematon ja sa-
tunnainen.)

o ylipddnsd yhden tai useamman asian, esineen tai ihmisen valinta kuuden
tasavahvan vaihtoehdon joukosta.

Nopan heitto -laskut yleistyvat tilanteisiin, joissa tasavahvoja erillisid vaihtoeh-
toja on kuudesta poikkeava méaéra. Laskujen numeeriset tulokset eivét ole samat
mutta periaatteet ovat. [J

4.5 Ehdollinen todennikoisyys ja riippumatto-
muus

Olkoot A ja B tapahtumia otosavaruudessa ja P(B) > 0 (mahdottomalle tapah-
tumalle ei voi ehdollistaa). A chdollinen todenndikiisyys ehdolla B on

P(AN B)

P(A | B) = 515

(4.7)

Merkinndn “|” vasemmalla puolella on tapahtuma, jonka todennikdisyyttd
médritellddn ja oikealla puolella tapahtuma, jolle ehdollistetaan. Kaava on tér-
ked. Siitd johdetaan myohemmin tulosiéntd (4.9) ja riippumattomuusehdot
(4.10) ja (4.11).

Venn-diagrammit avittavat taas ymmartamista. Kuvassa 4.3 osajoukko ANB
on pieni osuus S:sté eli P(A N B) on pieni. Suhteutettuna osajoukon B kokoon
AN B on silti suurehko ja siten P(A | B):kin on. A tapahtuu peréti aina ku-
vassa 4.5, jos B tapahtuu. Talloin P(A | B) = 1, vaikka P(A) olisi pieni. A:n
ehdollinen todennékdisyys on 1 my6s kuvan 4.6 tilanteessa, jossa A ja B ovat sa-
mat tapahtumat. Kun ehdollistetaan tapahtumalle B, otosavaruus S korvautuu
B:llA.
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B:n todennékoisyys ehdolla A on vastaavasti

P(ANB)

P(B|4) = 505

(4.8)

Esimerkki. Nopan heitto (jatkoa). Olkoon A = {2,4,6} ja B = {1}. T&lléin
AN B = 0, jonka todennikoisyys on nolla. Ehdollistaminen romauttaa toden-
nakoisyyden:

P(A) = %
mutta P(AN B) 0
PATE) = "0 Ty =

(kuva 4.4). Jos B = {2,4}, niin AN B = {2,4}. Nyt ehdollistaminen rajayttaa
todennéakoisyyden:

P(ANB) 1/3 _

PAIB) = =5 =13 =

(kuva 4.5). O

Esimerkki. Myos subjektiiviset todennékoisyydet voivat muuttua paljon ehdol-
listavan informaation muuttuessa. Yle Uutiset 1.3.2017:23

Yle Uutiset haastatteli kevaalld 2012 neljaé talouden asiantuntijaa Kreikan krii-
sistd. — — Nyt haastattelimme samat asiantuntijat uudelleen. — — Maailma on
muuttunut, niin my6s tutkijan késitys. — Kreikan rooli pakolaiskriisin hoita-
misessa on ollut iso. Painostus euroeroon ei tunnu enédi niin soveliaalta kuin
vield pari vuotta sitten, Ilmakunnas arvioi. Muita syitd Ilmakunnas loytaa Krei-
kan omasta kannasta — helleenit haluavat titd nykya pysya rahaliitossa — —
. — — Ilmakunnaksen mukaan euroalue haluaa ylldpitd4d mielikuvaa rahaliiton
peruuttamattomuudesta. — — Kanniainen pdatyy pienen pohdinnan jélkeen fifty-
fifty -arvioon. — — Kreikan euroeron todennéikéisyys on noin 10 prosenttia viiden
vuoden aikajaksolla, tutkimusjohtaja Pasi Holm sanoo.

Asiantuntijat esittividt 15.5.2012 suurempia arvioita todennékéisyydestd, jolla
Kreikka eroaa eurosta (jakso 4.2.3). Ilmakunnaksen arvio on muuttunut 0.50:t4
pienemmiéksi, Kanniaisen 0.75:std 0.50:een ja Holmin 0.70:std 0.10:een. [

Esimerkki.?* Olkoon todennikéisyys
e 0.2, ettd A tapahtuu mutta B ei tapahdu (4N BY).

0.1, ettd B tapahtuu mutta A ei tapahdu (B N A%).
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e 0.6, ettd kumpikaan ei tapahdu ((AU B)%). Miki on todennikoisyys, etti
A tapahtuu, jos B tapahtuu eli ehdollinen todennakoisyys P(A | B)?

Merkitédan

P(kumpikaan ei tapahdu) = P((AU B)¢) = 0.6.

Toisaalta
PAUB)=1-0.6=04=P(ANB°) +P(ANB)+P(BN A"
(kuva 4.10). Néin ollen
P(ANB)=04-02-0.1=0.1

ja

P(B)=P(ANB)+P(BNA®)=0.1+0.1=0.2
(kuva 4.10). Kysytty ehdollinen todennékoéisyys on

P(ANB) P(AN B) o1
PATB) = =55 ~panB) +PBRAC) 02 0> F

AN B¢ BN AC

«—+— (AUB)®

Kuva 4.10: P(AU B) = P(AN BY) + P(AN B) + P(BN A“).

Joskus sanotaan, ettd B myotavaikuttaa A:han, jos
P(A| B) > P(A).
Vastaavasti saatetaan sanoa, ettd B estda A:ta, jos

P(A| B) < P(A).
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Verbeja “myctavaikuttaa” ja “estdd” ei tule tulkita kirjaimellisesti. Tapahtu-
mien vililla ei tarvitse olla syy-seuraussuhdetta, vaikka tapahtuman A toden-
nékoisyys muuttuu B:n tapahtumisen my6td. Ylipddnsdkdin todenndkoisyyk-
sien laskuun ei tule liittdd ajatusta kausaliteetista ellei ole muuta tietoa siité.

Esimerkki. Harrastukset. Tapahtuma A on “harrastaa innokkaasti videopeleja”
ja C on “kuntoilee aktiivisesti”.?> Innokkaat videopelaajat ovat ehké keskiméé-
raistd harvemmin aktiivisia kuntoilijoita ja pédinvastoin. Télloin P(A | C) <
P(A4) ja P(C'| A) < P(C). Kuntoilu voi vaikuttaa videopelaamisen todennakoi-
syyteen muttei vélttaméttd vaikuta esimerkiksi haluun videopelata saati esté
sité. Biologiset taipumukset tai vanhempien ohjaus jommankumman harrastuk-
sen pariin voivat olla syitd harrastukseen, eivitka harrastukset sinallaan vaikuta

toisiinsa. [

Kaavoista (4.7) ja (4.8) seuraa tulosddnto
P(ANB)=P(A| B) xP(B)=P(B | A) x P(A). (4.9)
Sille on paljon kéyttoa.

Esimerkki. Pallojen poimiminen (jatkoa). Pussissa on 10 vihreid, 20 oranssia ja
30 keltaista palloa. Poimitaan umpiméahkéisesti pussista pallo, jota ei palauteta
pussiin, ja ongitaan sen jialkeen pussista umpimahkéisesti toinen pallo. Miké on
todennékoisyys, ettéd 1. pallo on vihred ja 2. pallo keltainen? Entéd todennékoi-
syys, ettd molemmat pallot ovat vihreita?

Todennékoisyys saada ensin vihred pallo on P(1. pallo vihred) = 1/6. Tamén
tapahtuman jilkeen pussissa on 9 vihredd, 20 oranssia ja 30 keltaista palloa.
Todennékoisyys saada seuraavaksi keltainen pallo on

30 30
P (2. pallo keltainen | 1. pallo vihred) = 9720130 59"

Todennékoisyys saada ensin vihred ja sitten keltainen pallo on

P(1. pallo vihred ja 2. pallo keltainen)
= P(2. pallo keltainen | 1. pallo vihrei) x P(1. pallo vihre&)

30 1 5
_@x6_§~0.085.

Todenndkoisyys saada kaksi vihredd palloa on

P(1. ja 2. pallo vihred)
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= P(2. pallo vihreé | 1. pallo vihred) x P(1. pallo vihrei)

9 1 3
= =2 ~0025. O
50 ° 6 118

Tapahtumat A ja B ovat riippumattomia (independent), jos
P(AN B) =P(A) x P(B). (4.10)

T4&lloin
P(A | B) = P(A) (4.11)

kaavassa (4.9), jos P(B) > 0. Riippumattomien tapahtumien todennikoisyy-
teen ei vaikuta, onko toista tapahtunut vai ei. Jos A on mahdoton tapahtuma
(P(A) = 0), riippumattomuusehto (4.10) toteutuu. Mahdollinen tapahtuma on
siten riippumaton mahdottomasta tapahtumasta. Vastaavasti mahdollinen ta-
pahtuma on riippumaton myds varmasta tapahtumasta (P(A4) = 1).

Kaava (4.10) méaérittelee riippumattomuuden, vaikka pétisi P(B) = 0. Eh-
don (4.10) mukaan riippumattomuus on symmetrinen ominaisuus: Jos A on riip-
pumaton B:std, my6s B on riippumaton A:sta. Sama symmetrisyysominaisuus
seuraa tulosdédnnostéd (4.9) ja ehdosta (4.11), jos sekd P(B) > 0 ettd P(A) > 0
(jolloin molemmille tapahtumille voidaan ehdollistaa):

P(A| B) x P(B) =P(A) x P(B) =P(B) x P(A) =P(B | A) x P(A).

Reunimmaiset yhtdsuuruudet seuraavat riippumattomuusoletuksesta. Kummas-
sakaan tapahtumassa ei ole informaatiota toisesta.

Esimerkki. Kortin peluu (kuva 4.11). Korttipakka koostuu 52 kortista (pakassa

ei ole jokereita). Kortit jakaantuvat neljiin maahan: pataan, ristiin, herttaan ja

ruutuun. Kunkin maan kortit on numeroitu 1-13. Numeroa 1 kutsutaan &sséksi

ja numeroita 11-13 sotilaaksi, kuningattareksi ja kuninkaaksi. Vedetdan kort-

tipakasta sattumanvaraisesti kortti. Kunkin yksittdisen kortin todennékoisyys

tulla valituksi on 1/52. Ovatko tapahtumat hertta ja kuningas riippumattomia?
Tapahtumat ovat riippumattomia, mikéli

1
P(hertta) x P(kuningas) = ok

I'Kuva: Picryl (https://picryl.com/media/card-players-alexander-laureus-natio
nalmuseum-19982-0bed3c; haettu 7.5.2023). Alkuperiisteos kuuluu Ruotsin kansallismuseon
kokoelmiin.
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Kuva 4.11: Alexander Lauréus (1783-1823): Kortinpelaajat.!

joka on todenndkoéisyys, ettd saadaan sekd hertta ettd kuningas (herttakunin-

gas).
Todennékoisyys saada hertta tai kuningas ovat
13 1
P(hertta) = — = -
(hertta) =1
ja
4 1
P (kuni =—=—.
(kuningas) 213
Niiden tulo on
P(hertta) x P(kuningas) L X 1 !
T nin = —_— = —.
HHSAS) = 4 * 93 7 52

Saatiin herttakuninkaan todennékoisyys. Tapahtumat hertta ja kuningas ovat

riippumattomia.
Tarkistetaan, ettd ehdolliset ja ehdollistamattomat todennékoisyydet ovat
samat:
P(hertta ja kuni 1/52 1
P(hertta | kuningas) = (hertta ja kuningas) _ 1/52 _ 1 = P(hertta) ja

P(kuningas) C4/52 4
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P (kuni ja hertt 1/52 1
P(kuningas | hertta) = ( ungl(gha:rgsa) ertta) = 13//52 =13~ P(kuningas). O

Riippumattomuus on eri asia kuin erillisyys. Jos A ja B ovat erillisié, ne eivéit
voi tapahtua yhté aikaa (kuva 4.4). Télloin toinen on ikddn kuin este toisen ta-
pahtumiselle, informaatiota on, eivatka tapahtumat voi olla riippumattomia, jos
niill& on positiivinen todenndkoisyys. Talloin riippumattomuusehto ei toteudu:

P(ANB)=0+#P(A4) x P(B).
Yhtasuuruus seuraa erillisyysoletuksesta. Erilliset tapahtumat ovat riippumat-
tomia vain, jos toisen tapahtuman (tai molempien) todennékoisyys on 0.
Esimerkki.?5 Jos tapahtumat A ja B ovat riippumattomia ja sekii P(A) > 0 etti
P(B) > 0, ovatko A ja B¢ riippumattomia? Kylli:
P(BY|A)=1-P(B|A) =1-P(B)=P(B°).

Toinen yhtédsuuruus seuraa A:n ja B:n riippumattomuudesta. Koska ehdollinen
on ehdollistamaton todenniikodisyys, A ja BY ovat riippumattomia (riippumat-
tomuusehto (4.11)). Vaihtamalla A:n ja B:n rooleja seuraa, ettd myos AC ja B
ovat riippumattomia, jos A ja B ovat. O

Seuraava tulos mahdollistaa vastatapahtumien todennikoisyyksien kertomisen
todennakoisyyslaskuissa, kun tiedetdén, ettd tapahtumat ovat riippumattomia.

Esimerkki.?” Olkoot A ja B riippumattomia tapahtumia. Ovatko A® ja B¢
riippumattomia tapahtumia?
Yleisestéd yhteenlaskusdénnosta (4.6) saadaan

P(A° U BY) = P(A) + P(BY) — P(AY n BY).

Toisaalta
P(AUB®) =P((ANB)°)=1-P(ANB)

(DeMorganin séddnté). Venn-diagrammit kuvassa 4.12 havainnollistavat.
Yhtéloista seuraa, etta

1—-P(ANB) =P(A%) +P(BY) — P(A° n BY)
=1-P(A)+1—-P(B) - P(A° n BY).
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AC
A B
BC
A B
A€ U B¢
A B

Kuva 4.12: DeMorganin saénto.

Riippumattomuusoletuksen mukaan P(A N B) = P(A4) x P(B). Niin ollen

P(A°NBY =1-P(A)+1~-P(B)—[1—P(A) x P(B)]
=[1=P(A)] x[1-P(B)]
= P(AY) x P(BY).

Koska P(A¢ N BY) = P(AY) x P(BY), niin A ja B® ovat riippumattomia
tapahtumia. [

Esimerkki. Kahden nopan heitto (jatkoa). Aiemmin todettiin, ettd kaikki 36 sil-
mélukuparia (1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6) ovat yhtd todennikoisié. Perustellaan
se. Noppien heitot ovat riippumattomia. Kunkin silméluvun todennékéisyys on
1/6. Kunkin silmélukuparin (7, 5) (¢,j = 1,...,6) todennikéisyys on riippumat-
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tomuuden perusteella 1/36:

1 1
X == —.
6 36

1

Vaikkapa silméalukuparien (1,2), (2,1) ja (2,2) todenndkdisyys on sama 1/36. [J

Esimerkki. Sisarukset. Oletetaan, etta tytot (T) ja pojat (P) syntyvét toisistaan
riippumatta samalla todennikodisyydelld 1/2.2% Perheessi on kaksi lasta, joista
vanhempi on tytt6. Mikd on todennékdisyys, ettd nuorempi lapsista on tytto?
Otosavaruus on
S ={TT,TP,PT, PP}.

Sisarukset ovat pareissa ikédjirjestyksessd (vanhempi ensin). Kunkin parin to-
dennékéisyys on (1/2) x (1/2) =1/4.

Nuorempi sisarus on tyttd pareissa TT ja PT. Vanhempi sisarus on tytto
pareissa TT ja TP. Sovelletaan ehdollisen todennéakéisyyden kaavaa (4.7):

P{TTUPT} N {TTUTP})

P{TTUPT} | {TT UTP})

P(TTUTP)
P(TT)
P(TTUTP)
/4 1
1/4+1/4 — 2

Todennékoisyys, ettd nuorempi sisaruksista on tytto, on 1/2. O

Esimerkki. Sisarukset (jatkoa). Sisarusparadoksi I. Perheessd on kaksi lasta,
joista ainakin toinen on tytto. Miké on todennékoisyys, etté toinenkin on tytto?

Ehdon “ainakin toinen on tytt6” rajaama otosavaruus on {TT, TP, PT}.
Ehdollinen todennékoisyys on

P(TT N {TT, TP,PT}) P(TT)
P(TT | TT,TP,PT) = -
(TT|TT, TP, PT) P(TT, TP, PT) P(TT, TP, PT)
1/4 1

1JA+1/4+1/4 3

Kun satunnaisesti poimitaan kaksilapsinen perhe, jossa ainakin toinen lapsista
on tytto, todennikoisyydelld 1/3 molemmat lapset ovat tyttoja. O

Riippumattomuus ei ole transitiivinen ominaisuus: Jos seka A ja B ettd B ja C
ovat riippumattomia tapahtumia, niin A ja C eivat valttamatta ole.
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Esimerkki.?® Otosavaruus koostuu kymmenesté yhti todennikoisesti alkeista-
pahtumasta {1,...,10} (P({i}) = 1/10,i = 1,...,10). Mé&éaritellddn tapahtumat
A=1{2,3,4,5,6}, B=1{4,5,6,7,8,9} ja C = {2,4,6,8,10}. Niiden todennikoi-
syydet ovat

5 1 6 3 5 1

P(B) =5 =: ja P(O)=15=5.

P(A) = — = =,
10 2 10 10 2

Ehdollisten todennékoisyyksien laskua varten kirjataan AN B = {4,5,6},
BnNnC={4,6,8} ja AnC = {2,4,6} seké niiden todennéksisyydet:

3

P(ANB)=P(BNC)=PANC) = 10

Huomataan, ettd tapahtumat A ja B sekd B ja C ovat riippumattomia, silld
niiden ehdollistetut ja ehdollistamattomat todennékéisyydet ovat yhtasuuret:

P(41 B) = §r7 = 3 = PA)
P(B| 4) = 210 = 2 = P(B),
P(B|C):gﬁgzgzP(B) ja
mcuﬂ3£;mm.

Tapahtuman A todennékoisyys muuttuu, jos se ehdollistetaan tapahtumalle C
tai toisinpain:

P(41C) =25 = 3 #P(A) in
PIC | 4) = 275 = 2 # P(C).

A ja B ovat riippumattomia, B ja C ovat riippumattomia, mutta A ja C eivét
ole. O

Esimerkki. Harrastukset (jatkoa). Médritellidn tapahtumiksi A = “harrastaa
innokkaasti videopelejd”, B = “pelaa shakkia” ja C' = “kuntoilee aktiivisesti”.
Voisi kuvitella, ettd harrastukset A ja B olisivat riippumattomia eli ettd vi-
deopelaamisen todenndkoisyys ei riippuisi shakinpelaamisesta ja péinvastoin:
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P(A| B) =P(A) jaP(B | A) = P(B). Kuntourheilu ja shakki saattaisivat nekin
olla riippumattomia harrastuksia: P(B | C) = P(B) ja P(C | B) = P(C). Sil-
ti saattaisi padted aiemmin ounasteltu videopelaamisen ja kuntoilun kdanteinen
yhteys eli riippuvuus: P(4 | C) < P(4) ja P(C | A) < P(C). O

Monen tapahtuman riippumattomuus. Kahden erillisen tapahtuman todenndkoéisyyksien yh-
teenlaskusdanto (4.4) yleistyy yksinkertaisella tavalla kaavaksi (4.5) tapahtumille Ay, ..., Ay,.
Niiden riippumattomuusehto ei yleisty yhté suoraviivaisesti. Ne ovat riippumattomia, jos kaik-
ki yhtdsuuruudet alla patevat:

P(AinA;) = P(A) x P(4;), P(AiNA; N Ag) =P(Ag) X P(45) X P(Ag), ...,
P(A1N---NAp) =P(A1) X ---P(Ap).
Ylla alaindeksit 3,7, k, ... saavat kaikki mahdolliset arvot 1,...n ja ovat kaikki eri suuria

kullakin rivilld.30 Parittainen riippumattomuus (P(A4; N A;) = P(4;) x P(4;), i # j) ei takaa
tapahtumien riippumattomuutta, jos tapahtumia on kolme tai enemmén.

Esimerkki. Tapahtumat A, B ja C ovat riippumattomia, jos kaikki yht&lot alla péatevat:
P(ANB) =P(A) x P(B), P(ANC)=P(A) xP(C), P(BNC)=P(B)xP() ja
P(ANBNC)=P(A) x P(B) x P(C). O

Monesti oletetaan, ettd tapahtumat ovat riippumattomia. Oletuksen taustalla on enemmén
ehtoja kuin asiaan perehtyméttd ehka arvaisi.

Riippumattomuusehto (4.10) yleistyy usean tapahtuman tilanteeseen: Ta-
pahtumien Ay, ..., A,, ollessa riippumattomia

Todennékoisyyslaskut ovat usein yksinkertaisia tai yksinkertaistuvat tavatto-
masti, jos voidaan olettaa riippumattomuus ja kaava on kaytettavissa.

FEsimerkki. Kolmen lantin heitto. Heitetddn lanttia kolme kertaa perdjélkeen
riippumattomasti. Merkitdédn kruuna = H (heads) ja klaava = T (tails). Heitto-
sarjat ovat alkeistapahtumia ja muodostavat otosavaruuden S = {HHH, HHT,
HTH,HTT, THH, THT, TTH, TTT}. Riippumattomuuden perusteella kunkin
alkeistapahtuman todennékoéisyys on
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Esimerkki. Kolmen lantin heitto (jatkoa). Asiaan perehtyméton saattaisi ajatel-
la, ettd heittosarjan HHH todennékoéisyys olisi pienempi kuin vaihtelevammin
kruunuja ja klaavoja sisdltdvin heittosarjan. Ajatukselle on nimikin: Pelurin
virhepéételmé (gambler’s fallacy). Sithen sortunee helpommin, jos on heitet-
ty vieldkin useampia kertoja perdjilkeen kruuna. Maallikko voi ajatella, etté
seuraavaksi taytyy tulla klaava.

Lasketaan todennékoisyys kolmannelle kruunalle, kun kaksi aiempaa heittoa
ovat tuottaneet kruunan. Kahden ensimmaéisen heiton tuloksen rajaama otos-
avaruus on B = {HHH, HHT}. Merkitaan A = {HHH}. P(B) =1/8+1/8 =1/4
(riippumattomuuden ja erillisyyden perusteella), P(A) = 1/8 ja

P(A| B) = P(ANB) P(HHHN{HHH, HHT})  P(HHH)
- P(B) P(HHH, HHT) ~ P(HHH, HHT)
1/8 1
i3

Kruunan todennékoisyys kahden kruunan heiton jélkeen on edelleen 1/2. Vas-
taavasti voitaisiin osoittaa, ettd vaikkapa 11. kruunan todennékéisyys on 1/2,
vaikka sitd ennen olisi heitetty 10 kruunaa. [J

Esimerkki. Tentin lapéisy (jatkoa). Uhkapelurin virhepéételma ei rajoitu tapah-
tumasarjoihin, joissa yksittdisen tapahtuman todennékoisyys on 1/2. Tekeekd
opiskelija uhkapelurin virhepdatelmén, jos hdn on reputtanut monta kertaa ten-
tin ja ajattelee, ettd seuraavalla kerralla tentin tdytyy mennd lapi? Ei valtta-
métta. Jos opiskelija on ahkeroinut tenttien vélissd, on todennékoisyys lapaista
tentti kasvanut. Mikéli opiskelija yrittaéd kerta toisensa jalkeen tenttid samoilla
tiedoilla ja uskoo, ettd seuraavalla kerralla hidnen taytyy jo lapéistéd tentti, hén
tekee uhkapelurin virhepédatelmédn — riippumatta siitd, mika on tentin lapéise-
misensé todennékéisyys. [

Esimerkki. Yle Uutiset 9.5.2011:3!

Japanilainen ydinvoimayhtié — — on padttinyt sulkea toistaiseksi Hamaokan
ydinvoimalan. Japanin hallitus pyysi yhtiotd sulkemaan laitoksen, koska se on
erityisen altis luonnononnettomuuksille. — — Hamaokan ydinvoimala sijaitsee 200
kilometria Tokiosta ldnteen. Voimalaa on pidetty maailman vaarallisimpana, kos-
ka se sijaitsee mannerlaattojen saumakohdassa. — — Japanin maanjaristysasian-
tuntijoiden mukaan on 87 prosentin todennékoisyys sille, ettad alueella tapahtuu
seuraavien 30 vuoden aikana maanjaristys, joka on suuruudeltaan kahdeksan
Richterin asteikolla. Jaristyksen odotetaan synnyttdvan vastaavanlaisen tsuna-
min kuin Fukushiman ydinvoimalan hukuttanut jattiaalto.

Oletetaan, ettd maanjéiristykset ovat riippumattomia ja ettd todennékdisyys
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ainakin yhdelle maanjiristykselle 30 vuoden aikana on 0.87.32 Miki on toden-
néakoisyys m maanjiristykselle vuoden aikana?

Koska maanjaristykset ovat riippumattomia, niin ovat myos niiden vastata-
pahtumat “ei-maanjiristykset” (esimerkki s:lla 49). Ilmaistaan todennikoisyys
maanjaristykselle vuoden aikana vastatapahtuman avulla:

7 = P(maanjaristys vuoden aikana)
= 1 — P(ei maanjéristystd vuoden aikana)
=1—-(1-m).

Riippumattomuudesta ja oletuksesta 0.87:n todennékéisyydestd seuraa, ettd

P(maanjéristys ainakin kerran 30 vuoden aikana)

= 1 — P(ei maanjaristystd 30 vuoden aikana) =1 — (1 — 77)30 — 087,
Ratkaistaan 7 (0 < 7 < 1):
(].—7'(')30 =1-0.87=0.13 = 1—7m= (013)1/30 PN
m=1-(0.13)"/3° ~ 0.066.

Viimeisen laskun voi tehdd R:ssé komennolla 1-0.13%(1/30). Todennékéisyys
maanjaristykselle vuoden aikana on noin 0.066. O

Tulosdéanto (4.9) yleistyy useamman tapahtuman tilanteeseen. Tekniikka on aja-
tella useampaa ehdollistavaa tapahtumaa yhtené. Olkoon tapahtumia kolme: A,
B ja C. Merkitdan D = BN A. Tulosddnnén mukaan

P(CNBNA)
=P(CND)=P(C|D)xP(D)=P(C|BNA) xP(BNA)  (4.13)
=P(C | BN A) x P(B | A) x P(A).

Jos tapahtumia on n (Ay,..., A,), tulosdanto yleistyy samalla tekniikalla néin:

P(A,NA_1N---NA) =PA, | {Ap—1N---N ALY}
X P(An_l | {An_g M--- ﬂAl}) X P(An_g | {An_g [ARER ﬁAl})
X ... X P(Ag | Al) X P(Al)

Esimerkki.33 Sisarukset (jatkoa). Perheessii on kaksi lasta (S = {TT, TP, PT,
PP} ja kunkin parin todennékoisyys on 1/4). Tapaat sattumalta toisen lapsista
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kutsuilla ja huomaat, ettd hian on tytto. Mikd on todennékoéisyys, ettéd lapsista
toinenkin on tytt6? Oletetaan, ettd tapaat lapsen samalla todenndkoisyydelld
1/2 riippumatta hénen sukupuolestaan.

Merkitddn A = “vanhempi lapsi on tytt6”, B = “nuorempi lapsi on tytto”
ja C = “lapsi, jonka tapaat on tytt6”. Talloin P(A) = P(B) = 1/2, koska eh-
dot tayttavia sisaruspareja on kaksi otosavaruudessa. Myos P(C) = 1/2, silla
oletettiin, ettd sattumanvaraisesti tavattava lapsi on yhtdtodenndkoisesti tyt-
t6 kuin poika. Tapahtuman molemmat lapset ovat tytt6ja todennikoisyys on
P(A N B) = 1/4, koska sellaisia sisaruspareja on yksi (TT) otosavaruudessa.
Huomataan, ettd AN BNC = AN B, silld jos molemmat lapset ovat tyttoja,
my0s satunnaisesti tavattavan lapsen taytyy olla tytto! Havaitaan, ettd perheen
lapsista toinenkin on tyttd todenndkoisyydelld 1/2, jos sattumalta tavattu lapsi
on tytto:

ANBNC) PANB) 1/4 1
P(C) PO 12 2

P(ANB|C) = L

Esimerkki. Sisarukset (jatkoa). Sisarusparadoksi II. Perheessd on kaksi lasta.
Miké on todennékoéisyys, ettéd lapsista toinenkin on tytto, jos tiedetédén, etté ai-
nakin toinen lapsista on talvella syntynyt tytt6? Oletetaan, ettd lapset syntyvét
toisistaan riippumattomasti todennékoisyydelld 1/4 kunakin vuodenaikana ja
ettd sukupuoli ja vuodenaika ovat riippumattomia tapahtumia.

Laskettava todennédkoisyys on

P(molemmat tyttoja | ainakin yksi talvitytto)
P(molemmat tytt6ja ja ainakin yksi talvitytto)

P (ainakin yksi talvitytto)

Riippumattomuuden perusteella todennékoéisyys syntyéd tyttoné talvella on
(1/2) x (1/4) = 1/8. Todennékoisyys nimittéjiassd saadaan nain:

P(ainakin yksi talvityttd) = 1 — P(ei yhtddn talvityttod)
=1 — P(1. lapsi ei ole talvitytto ja 2. lapsi ei ole talvitytto)

O A S AR
B 8) 8) 64
Todennékoisyyden osoittajassa padttely:

P(molemmat tytt6ja ja ainakin yksi talvitytto)
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= P(molemmat tytt6jd ja ainakin yksi talvilapsi)

1
=7 P(ainakin yksi talvilapsi)
1
=7 [1 — P(kumpikaan ei talvilapsi)]
1
=7 [1 — P(1. ei talvilapsi ja 2. ei talvilapsi)]
2
1 3
= — ]_ — —
1" [ <4> ]
_
647

Ensimmaéinen yhtasuuruus pétee, koska viitatut osajoukot (joukkojen leikkauk-

set) ovat samat! Seuraava yhtdsuuruus tulee sukupuoli- ja vuodenaikatapahtu-

mien riippumattomuudesta, minké johdosta kahden tytén todennékéisyys (1/4)

voidaan kertoa talvilapsen syntymiseen liittyvélla todennédkéisyydella.
Todennédkoisyys, ettd perheessd on kaksi tytt6d, kun perheessé on ainakin

vksi talvella syntynyt tytto, on

7/64 7

P(molemmat tyttoja | ainakin yksi talvitytto) = 15/61 15 !

Todennikoisyys 7/15 sijoittuu aiemmissa sisarusesimerkeissi laskettujen toden-
nékoisyyksien 1/3 ja 1/2 viliin. O

Tapahtumat A ja B ovat chdollisesti riippumattomia (conditionally indepen-
dent), jos
P(ANB|C)=P(A|C)xP(B|C).

Ylld C on tapahtuma, jolle ehdollistetaan (P(C) > 0). Tapahtumat voivat olla
ehdollisesti riippumattomia, vaikka ne eivat olisi riippumattomia, tai ne voivat
olla riippumattomia, vaikka ne eivét olisi ehdollisesti riippumattomia. Jos tapah-
tumat ovat riippumattomia ehdolla C, ne eivat valttdméatta ole riippumattomia
ehdolla, C°.

Esimerkki.3* Kaksi lanttia. Ehdollisesta riippumattomuudesta ei seuraa riip-
pumattomuutta. Lanteista toinen (“kultainen lantti” tai “lanttil”) on tavan-
omainen: Kruunan todennékoisyys on 1/2. Toinen lantti (“hopeinen lantti” tai
“lantti2”) on erikoinen: Kruunan todennékéisyys on 3/4.
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Arvotaan jommankumman vérinen lantti ja heitellddn sitd. Heittojen tu-
lokset (kruuna tai klaava) ovat riippumattomia ehdolla arvotunvérinen lantti.
Kruunujen todennékéisyys kylldkin riippuu arvotusta lantista.

Jos lantteja ei voi erottaa véristd, heittojen tulokset eivét ole riippumat-
tomia. Arvottua lanttia heitetdén ja saadaan kruuna. Se viittaa siihen, ettd
on valittu “lantti2”. Seuraavankin heiton tulos olisi talléin todenndkéisemmin
kruuna. Heittojen tulokset eivit ole riippumattomia.

Olkoot C' lantin arvonnan tulos (“lanttil” tai “lantti2”) ja A ja B ensim-
maéisen ja toisen lantin heiton tulos (kruuna tai klaava). A ja B ovat nyt riippu-
mattomia ehdolla C': Ensimméinen heitto ei anna informaatiota toisen heiton
tuloksesta. A ja B eivit ole riippumattomia, silld A:ssa on informaatiota B:sté:
Jos A oli kruuna, se viittaa siihen, ettd on valittu “lantti2”, jolloin on toden-
nakoisempad, ettd B:kin on kruuna. Esimerkkia jatketaan harjoitustehtavéssa.
O

Esimerkki. Puhelimen soiminen. Riippumattomuudesta ei seuraa ehdollista riip-
pumattomuutta. Vanhuksella on kaksi ystavad A ja B. Kunakin péaivana A voi
soittaa riippumatta siitd, soittaako B ja painvastoin. Kun puhelin soi (ehdollis-
tava tapahtuma), A ja B eivit ole riippumattomia: Jos soittaja on A, soittaja
ei voi olla B ja péinvastoin. [J

Esimerkki. Kahdenlaiset kurssit. Riippumattomuudesta ehdolla C ei seuraa riip-
pumattomuus ehdolla C¢. Opiskelija on erikoisessa yliopistossa. Toisilla kurs-
seilla arvosana on sama opiskelun méaarasta riippumatta; toisilla ahertaminen
palkitaan hyvélla arvosanalla. Merkitdan ensimméisenlaista kurssia C:11& (jal-
kimmiisenlaista C':lla), hyviii arvosanaa A:lla (huonoa A%:lla) ja ahertamista
B:1li (ahertamattomuutta BC:lla). Télloin A ja B ovat riippumattomia ehdolla
C mutteivit ole riippumattomia ehdolla C¢. O

4.6 Kokonaistodennikoisyys ja Bayesin kaava

Olkoon otosavaruus ositettu erillisiin tapahtumiin A;, joilla on kaikilla positii-
vinen todennékoisyys (S = UP A, A;NA; =0 ja P(A4;) > 0,i =1,...,n).
Talloin tapahtuman B todennékoéisyys on
P(B) =) P(B|A)P(4). (4.14)
i=1
Kaavaa kutsutaan kokonaistodenndkoisyyden laiksi. Se perustellaan niin: B =
(BNA))U(BNAy)U---U (BN A,). Leikkaukset ovat erillisid. Erillisten
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tapahtumien yhteenlaskusaannon (4.5) ja tulosdédnnon (4.9) mukaan P(B) =
Yor P(BNA;) =Y, P(B|A;)P(A;). Kuvan 4.13 Venn-diagrammissa otosa-
varuus koostuu 5 erillisestd tapahtumasta A; (n = 5) ja tapahtumaa B merkkaa
sininen ellipsi. Kuvan tilanteessa B N As = (), jolloin termi P(B | As) = 0
kokonaistodennikoisyyden kaavassa (4.14).

AiNB |AsNB |AsNB | A4NB

T \B

Al A2 A3 A4 A5

Kuva 4.13: Kokonaistodennékéisyyden lasku.

Esimerkki.?® Todistusaineiston viirentiminen. Helsingin Sanomat 5.2.2016 ja
23.10.2023:

— — tutkinnan puolueettomuus nousi keskeiseksi teemaksi — — Helsingin karéjéoi-
keudessa —— . Jari Aarnion asianajaja Riitta Leppiniemi ja jutun tutkinnanjohta-
ja, kihlakunnansyyttdja Jukka Haavisto ottivat tiukasti yhteen — — . Leppiniemi
kyseenalaisti koko Aarnio-tutkinnan ja Haaviston puolueettomuuden. Han huo-
mautti, ettd Haavisto oli huumepoliisien ensimmaisessé virkarikosjutussa toisena
syyttdjdna. — — Aarnio on — — pyytanyt, ettei keskusrikospoliisin rikosylikomi-
sario Rabbe von Hertzen osallistuisi jutun tutkintaan. Aarnio on nimennyt von
Hertzenin julkiseksi vihamiehekseen. — — Von Hertzeniltd kysyttiin myo6s sala-
nauhoituksesta, jonka poliisi oli tehnyt huumerikostutkijoiden risteilylld — — .
Keskustelun lomassa von Hertzen luonnehtii Aarniota rosvoksi. — — Istunnossa
myo6s selviteltiin — — miten Aarnion tontilta Porvoosta 16ydettiin 65 000 euron
rahakédtké — — . — — Aarnion mukaan katko on lavastus.

Syyttdjan mukaan jarjestyksenvalvojat pahoinpitelivdt joukolla ihmisen — — ja
lavastivat hanet pahoinpitelyn jalkeen huumerikoksesta.

Oikeudessa puolustus vaittaé poliisin vadrentdneen todistusaineistoa tai muuten
toimineen védarin. Todenndkdisyys, ettd puolustus pystyy vakuuttamaan oikeu-
den, ettd niin on tapahtunut, on 0.70. Talloin oikeus tuomitsee syytetyn toden-
nékoisyydelld 0.15. Muussa tilanteessa tuomion todennékdisyys on 0.80. Miké
on todennékoisyys, ettd oikeus tuomitsee syytetyn?

Merkitadn B:lla, A;:114 ja As:lla tapahtumia oikeus tuomitsee syytetyn, oi-
keus katsoo poliisin toimineen véérin ja oikeus ei katso poliisin toimineen vaarin.
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Annettujen tietojen mukaan P(B | A1) = 0.15, P(B | A2) = 0.80, P(A;) = 0.70
ja P(A2) =1 —0.70 = 0.30. Tuomion todennékoisyys on 0.345:

P(B) = P(B | A1)P(A1) + P(B | A2)P(Az)
=0.15x 0.70 + 0.80 x 0.30

=0.345. O
Bayesin kaava3® on
1 py o PBTA)P(4;) _ P(B|Aj)P(4))
P(4; | B) = p(B) =S B(B | A)P(A) (4.15)

jossa 1 < j < n. Kaavaa kutsutaan myos kddnteistodennikoisyyden kaavaksi,
koska tapahtuman (B) ja sen ehdon (A4,) roolit on kidénnetty kaavan vasemmal-
la puolella. Kaavan perustelu on lyhyt: P(A; | B) = P(4; N B)/P(B) = P(B |
A;)P(A;)/P(B), jossa jalkimmainen yhtdsuuruus seuraa tulosdannosté (4.9). Si-
joittamalla nimittdjaan kokonaistodennékoisyyden kaava (4.14) saadaan Baye-
sin kaava.

Esimerkki. Todistusaineiston vidrentdminen (jatkoa). Oikeus tuomitsi syytetyn.
Mika on todennédkoisyys, ettd oikeus katsoi poliisin toimineen vaarin?
Bayesin kaavan perusteella todennakéisyys on noin 0.304:

_P(ANB) P(B | A)P(A1)
P(A1| B) = pEB) ~ PB| Al)P(Al)JiP(BII A2)P(A2)
0.15 x 0.70
=—3E ~ 0.304.

Kuvan 4.14 Venn-diagrammi havainnollistaa. Relevantti otosavaruus on ta-
pahtuman B, oikeus tuomitsee syytetyn, rajaama. Tapahtumat A; ja A, ovat
erillisid. A;:n pinta-ala on 0.7, As:n pinta-ala on 0.3, otosavaruuden A; U As
pinta-ala on 1 ja B:n pinta-ala on 0.345. Koska P(A; | B) ~ 0.304, niin
P(4y | B) = 1—-P(4; | B) = 0.696. Diagrammin pinta-alat toteuttavat (li-
kimé&&rin) yhtalot

P(A; N B) =P(B| A1)P(A;) = 0.15 x 0.70 = 0.105,
P(Ay N B) = P(B | A3)P(As) = 0.8 x 0.30 = 0.240,
P(A,NB) _ 0.105

P(B [ A1) = P(4,) 07

= 0.15,
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P(A,NB) 0240

P(B | Ay) = L) = 03 =0.8,
P(A,NB) 0.105 .
P(A, | B) = = ~ 0.304
(A1 B) = =55 0.345 0304 Ja
_P(A4:NB) 0240 _
P(A2 | B) = pE) 0315 0.696.

Tapahtumaa A; otosavaruudessa B kuvaava pinta-ala on noin 0.304-osaa tapah-
tumaa B kuvaavasta pinta-alasta. Tapahtumaa As otosavaruudessa B kuvaava
pinta-ala on noin 0.696-osaa tapahtumaa B kuvaavasta pinta-alasta. [

AiNB

AQﬂB —>

Ay Ao

Kuva 4.14: Bayesin kaavan geometrinen tulkinta.

Esimerkki. HIV. HIV-infektoituneita oli 14.2.2010 mennessa Suomessa tilastoitu
2618, joista 497 oli kuollut. Infektiot esiintyvit valtaosin ikdryhmaéssd 15—-64-
vuotta. Taménikaisid suomalaisia oli 3543 084 vuoden 2008 lopussa. HIV-in-
fektion todennédkoisyys tdssd ikdryhméssd on siten noin (2618 — 497)/3 543 084
eli 0.0006. Ladketieteellinen testi indikoi infektiota todennékéisyyksilla 0.997 ja
0.015, kun henkil6 on tai ei ole infektoitunut (testi ei anna aina oikeata vastausta
kummassakaan tilanteessa).?”

Miké oli vuonna 2010 todennékdisyys, ettd satunnaisesti valittu ja testattu
15-64-vuotias suomalainen on HIV-infektoitunut, kun hénelle tehty testi indikoi
infektiota?

Merkitaan I:11a infektoitunutta, E:ll14 ei-infektoitunutta ja -+:lla positiivista
testitulosta (testi indikoi infektiota). Annetuista tiedoista saadaan todennakoi-
syydet P (I) = 0.0006, P(E) = 0.9994, P(+ | I) = 0.997 ja P(+ | E) = 0.015.
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Sijoitetaan ne Bayesin kaavaan:

P(+ | 1)P(I)
P(+|I)P(I) + P(+ | E)P(E)
0.997 x 0.0006
0.997 x 0.0006 + 0.015 x 0.9994
0.038.

P(I|+) =

Q

Todennékoisyys, ettd satunnaisesti valittu 15—-64-vuotias suomalainen on HIV-
infektoitunut, kun HIV-testitulos on positiivinen, on noin 0.04. Virus on niin
harvinainen, ettd positiivinen testitulos johtuu tavattomasti useammin virheel-
lisesté testituloksesta kuin infektiosta. [

Esimerkki. HIV (jatkoa). Kansanterveyslaitos (nykyinen Terveyden ja hyvin-
voinnin laitos) ja Aids-tukikeskus ldhettivit kyselylomakkeen sekd HIV:té tes-
taavan sylkitestin seksuaali- ja sukupuolivihemmistdjen lehden tilaajarekisterin
miesten osoitteisiin 2006. Homo- tai biseksuaalisista miehistd HIV-infektoitu-
neeksi ilmoittautui tai tutkimuksessa havaittiin infektoituneiksi 4.6 %.3% Mika
on todenndkoisyys, etté tilaajarekisteristd satunnaisesti valittu homo- tai bisek-
suaalinen mies on HIV-infektoitunut, kun hénelle tehty testi indikoi infektiota?

Infektion yleisyytta kuvaavat todennikoisyydet ovat nyt P(I) = 0.046 ja
P(E) = 0.954. Sijoitetaan ne yhdessé testin ominaisuuksia kuvaavien todenna-
koisyyksien (samat kuin edelld) kanssa Bayesin kaavaan:

PG+ | DPU)
P(+ | DP(I) + P(+ | E)P(E)
0.997 x 0.046
0.997 x 0.046 + 0.015 x 0.954
0.762.

P(L]+)

Q

Todennékdisyys, ettd satunnaisesti valittu lehden tilaajarekisterin homo- tai bi-
seksuaalinen mies on HIV-infektoitunut, kun HIV-testitulos on positiivinen, on
noin 0.76. Ero todennékéisyyteen edellisessé esimerkissé on suuri ja johtuu HIV-
infektion huomattavasti suuremmasta yleisyydesta tédssd ryhméssé verrattuna
15-64-vuotiaisiin suomalaisiin. Edelleenkin kuitenkin testin virhemahdollisuu-
desta johtuen (P(+ | E) = 0.015) HIV-infektoituneeksi testattu homo- tai bi-
seksuaalinen tilaajamies on noin 0.24:n todennékoéisyydelld infektoitumaton. OJ

Diagnostisen tai muun luokittelevan testin todennédkéisyyttd tunnistaa sairaus
tai muu ominaisuus kutsutaan testin herkkyydeksi (sensitivity). Todennakoisyys,
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jolla testi tunnistaa sairauden tai ominaisuuden puuttumisen, on testin tarkkuus
(specificity).

Esimerkki. HIV (jatkoa). HIV-testin herkkyys ja tarkkuus ovat 0.997 ja 1 —
0.015 = 0.985. O

Olkoot tapahtumat A ja B. Lasketaan Bayesin kaavalla (4.15) todennékoisyydet
P(A | B) ja P(AY | B), ja jaetaan saadut yht#lot puolittain. P(B):t supistuvat
pois. Tulos on
PAAIB) _ P(BIA)  P(A) w1
P(A|B) P(B|AC)  P(A°)
Oikeanpuoleisin osamédrd on A:m ja sen vastatapahtuman todennikdisyyksien
suhde priorivastasuhde (prior odds). Yhtélon vasemmalla puolella on A:n ja
sen vastatapahtuman ehdollisten todenndkéisyyksien suhde posteriorivastasuh-
de (posterior odds).

Vastasuhde (odds) kertoo, kuinka moninkertainen on tapahtuman todenné-
kéisyys verrattuna sen vastatapahtuman todennikéisyyteen.?? Priorivastasuh-
de on taméa suhde ennen ehdollistamista; posteriorivastasuhde sen jilkeen. Mité
enemman priori- ja posteriorivastasuhteet eroavat, sitd enemmén informaatiota
on ehdollistaminen B:lle tuottanut.

Vastasuhde saa arvoja nollasta ylospéin (kuva 4.15, jossa todennikoisyytté
merkitédén m:114). Mahdottomalle tapahtumalle vastasuhde on 0. Jos todenné-
koisyys on pieni, se ja vastasuhde ovat suurinpiirtein yhtasuuria. Jos tapahtu-
man todennikoisyys on sama kuin sen vastatapahtuman (0.5), vastasuhde on
1. Jos vastasuhde on yhta suurempi, todennékéisyys tapahtumalle on suurem-
pi kuin sen vastatapahtumalle. Vastasuhde suurenee nopeasti todennékdisyyden
ldhestyesséd yhta.

Esimerkki. Tentin lapéaisy (jatkoa). Opiskelija arvioi, ettd han lipéisee tentin
todennékoisyydelld 0.8. Vastasuhde on varsin suuri:

0.8
==y
0.2

Opiskelijan mielestd tentin hyviksymistodennékoisyys on 4 kertaa niin suuri
kuin tentin hylkddmistodennékoisyys. O

Esimerkki. Lastensuojeluilmoitus. Ikdryhmaésta 0-2-vuotta 5.9 %:sta oli teh-
ty lastensuojeluilmoitus vuonna 2022.4° Poimitaan satunnaisesti 0-2-vuotias.

Asiakkuuden todennékdéisyys 0.059 ei ole lukuna suuri, joten se ja vastasuhde
0.063 poikkeavat vahén:

0.059  0.059

10050 _ 0041 = 003
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n/(1-x)

0.0 0.2 04 06 0.8 1.0

Kuva 4.15: Vastasuhde 7/(1 — ).

Lastensuojeluilmoituksen todennékoéisyys on noin 0.063-kertaa niin suuri kuin
todennéakoisyys, ettei lastensuojeluilmoitus ole tehty. Toisaalta todennédkoisyys,
ettei lastensuojeluilmoitusta ole tehty, on noin 0.941/0.059 =~ 16-kertaa lasten-
suojeluilmoituksen todennékéisyys. Jokaista lastensuojeluilmoitusta kohden on
noin 16 lasta, joista ei ole tehty lastensuojeluilmoitusta.

13-15-vuotiaista 13.6 %:sta oli tehty lastensuojeluilmoitus vuonna 2022. Las-
tensuojeluilmoituksen todenndkoisyys 0.136 ja vastasuhde 0.157 eroavat enem-

man kuin edelld, silla todennékdisyys on nyt suurempi:
0.013

— Y ~(0.157.

1-0.013

O
Esimerkki. HIV (jatkoa).** HIV-infektion (I; I¢ on E) priorivastasuhde suoma-

laisten ikdryhméssé 15—-64-vuotta on ldhes sama kuin infektion todenndkéisyys:

P(I) _ 0.0006

= ~ 0.0006.
P(E)  0.9994

Selitys on infektion pieni todenn#kdisyys, jolloin vastasuhteen jakaja on ldhes
1.
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Positiivisen HIV-testitulokn jélkeinen todennékdisyys infektiolle on noin 0.038.
Se on edelleen sen verran pieni, ettd posteriorivastasuhde on ldhes sama:

P(I|+) _ 0.038

~ ~ 0.040.
P(E|+) 1—-0.038

Seksuaali- ja sukupuolivihemmistéjen lehden tilaajarekisterin miesten kes-
kuudessa priori- ja posteriorivastasuhteet eroavat suuresti:

P(I)  0.046
—L = ~0.048
P(E)  0.954
ja
P(I|+) _0.762
P(E|+) 0238

(
Posteriorivastasuhde (3.205) on moninkertainen verrattuna sen lahtokohtana
olevaan todennikoisyyteen (0.762). On noin kolme kertaa todennékoisempéd,
ettd tilaajarekisterin mies on HIV-infektoitunut kuin etta ei ole, kun testin tulos
on positiivinen. [J

~ 3.205.

Olkoon vastasuhde v. Sen madrittavistd yhtdlosta voidaan ratkaista todenna-
koisyys:
P(A ) P(A ) v
= = P A ) = .
PlAC) ~1-P@ay) " ¢ PUI=1

(4.17)

Y14 P(A -) on ehdollistamaton tai ehdollinen todennékéisyys riippuen siité,
onko v priori- vai posteriorivastasuhde. Jos vastasuhde on muotoa v = a/b,
jossa a ja b ovat positiivisia kokonaislukuja, niin todennikéisyyden voi péatelld
erityisen kéatevésti néin:

P(A ) a a

Tremint & PA)= , (4.18)

Esimerkki. HIV (jatkoa). Seksuaali- ja sukupuolivihemmistéjen lehden tilaaja-
miehille v = 3.205. Kaavasta (4.17) voidaan laskea ehdollinen todennikdisyys
HIV-kantajuudelle:

3.205
PI|+)~ ~ 0.762.

~1+3.205

Saatiin aiemmin laskettu todennékoéisyys. [
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Esimerkki. Tentin lapéisy (jatkoa). Vastasuhde tentin ldpimenolle on opiskelijan
mielestd 4 = 4/1. Lapimenon (subjektiivinen) todennikdisyys on kaavan (4.18)
mukaan 4/(4+1)=4/5=0.8.0

Bayesin kaava on johdonmukainen (coherent): On samantekevid, tuleeko uusi
ehdollistava tieto kerralla vai ehdollisesti riippumattomissa erissd. Saman tie-
don huomioiva ehdollinen todennékéisyys on molemmilla tavoilla laskettuna sa-
ma. Kaava (4.16) péivittdad kitevisti ehdollisen todennékoisyyden, kun saadaan
uutta informaatiota.

Esimerkki. HIV (jatkoa). Tehdddn ikdryhméan 15-64-vuotta kuuluvalle suoma-
laiselle kaksi HIV-testid. Testit ovat riippumattomia ehdolla tutkittavan infek-
toituneisuustila (on tai ei ole). Testien herkkyys ja tarkkuus ovat 0.997 ja 0.985.
Molempien testien mukaan tutkittu kantaa HIV:td. Mikd on todenn&kéisyys,
ettd hinessid on HIV?

Merkitaén virusta indikoivaa 1. ja 2. testitulosta +1:114 ja +o:lla ja infektoi-
tuneisuutta I:11d (I€ on E). Sovelletaan kaavaa (4.16):

P(E|+1N+2) P(t1iNn+2 | E)  P(E)
N 0.9972

~0.0152
~ 2.646.

P(I|+4+1N+2) P(+1 N2 | 1) 8 P(I)

x 0.0006

Priorivastasuhde P(I)/P(E) ~ 0.0006 laskettiin edelld. Approksimatiivisen yh-
tdsuuruuden jalkeinen osamaérad seuraa testien riippumattomuudesta ehdolla,
ettd tutkittava on infektoitunut (osoittaja) tai ei ole (nimittéja). Kaavasta (4.17)
saadaan kysytyksi todennékéisyydeksi 0.726:
2.646
P(I ~ ——— =~ 0.726.
Tl nbe) ~ g ~ 0726

Jos kaksi testia indikoi HI'V-infektiota, infektoituneisuus on melko todennékois-
ta.

Sama tulos voidaan laskea kahdessa vaiheessa. Huomataan, etta P(I | +1 N
+3) = P(+2 N1 N+1)/P(+1N+2) = P42 | 10 +0P(T | +1)P(H)P(+1 N +2).
Jalkimméinen yhtdsuuruus seuraa yhtilosta (4.13). Samoin P(E | 41 N +2) =
P(+2 | EN+1)P(E | +1)P(+1)/P(+1 N +2). Néin ollen

PI|+1N+42)  P(+2|IN+) o P(I|+1)
PE|+1N+42) P(H2|EN+1) PE|+1)
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0997
~0.015
~ 2.646.

x 0.040

Y14 on kéytetty 1. testin jélkeistd posteriorivastasuhdetta 0.040 paivitettyna
priorivastasuhteena kaavassa (4.16). Posteriorivastasuhde on sama kuin edelld
laskettu. Sijoittamalla v = 2.646 kaavaan (4.17) kysytyksi todenndkoisyydeksi
saadaan taas 0.726. O

4.7 Puukaavio

Puukaavio visualisoi satunnaisilmi6ita ja auttaa hahmottamaan, kuinka yhdis-
tetty tapahtuma koostuu useammasta yksinkertaisemmasta tapahtumasta. Se
helpottaa yhdistettyjen tapahtumien todennékéisyyksien ymmaértémisté ja las-
kemista.

Puukaavioilla voidaan laskea todennékoisyyksid, jos tutkittavalla prosessilla
on yksi alkutila, useita vaihtoehtoisia lopputiloja, joista yksi toteutuu ja vélissa
on tapahtumia, jotka johtavat erillisiin, toisensa poissulkeviin, tapahtumaket-
juihin. Todennékoisyyksid voidaan laskea puukaaviolla kahden sdannon avulla:

e Reitin todennédkoisyys on siihen johtavien tapahtumien ehdollisten toden-
néikoisyyksien tulo (tulosdinto).

e Tapahtuman todennékoéisyys on siihen johtavien reittien todennékdisyyk-
sien summa (yhteenlaskusdianto).

Esimerkki. Tyton saaminen.*? Pariskunta padttda tehda lapsia, kunnes on saatu
tytto. Neljaa lasta enempad ei kuitenkaan ryhdyté tekemaén.

Oletetaan, ettd tyttdja ja poikia syntyy todennékoisyydella 0.5 riippumatta
aiemmin syntyneiden lasten sukupuolesta ja ettd kerrallaan syntyy yksi lapsi.
Mikéa on todennédkoisyys, ettd pariskunta saa tyton?

Puukaaviossa kuvassa 4.16 punertaviin tytté-tapahtumiin (oksien kérkiin)
padstddn lahtopisteestd (T/P; puun juuri) neljdé eri reittia (haarautunutta ok-
saa) pitkin. Reitin todennékdisyys saadaan lasten sukupuolien riippumattomuu-
den perusteella riippumattomien tapahtumien tulosdannosté (4.12). Kukin tyt-
to-tapahtuma on erillinen, ja kuhunkin vie vain yksi reitti. Todennakoisyys saa-
da 1:send, 2:sena, 3:ntena tai 4:ntend lapsena tytto on riippumattomuuden joh-
dosta 1/2, (1/2)? = 1/4, (1/2)® = 1/8 tai (1/2)* = 1/16. Erillisten tapahtumien
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yhteenlaskusédénnon (4.5) perusteella reittien todennékoisyydet voidaan laskea
yhteen. Todennikoisyys saada tytté on 15/16:

1111 15
2 4 8 16 16
0

Esimerkki.*3 Useimmat tutkimustulokset viirii. De Long ja Lang (1992) poh-
tivat, ovatko kaikki taloustieteelliset hypoteesit vééria. Ioannidis (2005, 2019)
kysyi, miksi useimmat julkaistut tutkimustulokset ovat vdarid. Jalkimmé&inen
on PLoS-lehden (Public Library of Science) luetuin artikkeli (kirjoitushetkelld
noin 3.2 miljoonaa lukua), ja sen on katsottu johtaneen metodologiseen kriisin
monilla empiirisilld tieteenaloilla (Spiegelhalter 2017). Szucs ja Ioannidis (2017)
rummuttavat edelleen samaa viestid. Mistd on kysymys?

Tehdaén tiedettd, ja pohditaan tuloksia Ioannidisin hengessé. Oletuksia:
o Tutkittava teoria on oikea todennékoisyydelléd 0.1.
o Jos teoria on oikea, 0.5:n todennékoisyydella tieteellinen menetelmé

— ehdottaa teorian oikeutta (testin herkkyys).

— ehdottaa teorian viaryytta.
o Jos teoria on vidré, tieteellinen menetelmé todennikoisyydelld

— 0.05 ehdottaa teorian oikeutta.
— 0.95 ehdottaa teorian vddryyttéd (testin tarkkuus).

Oletukset ovat (tieteenalasta ja sovelluskohteesta riippuen) kohtuullisen realis-
tisia (esim. useimmat teoriat ovat va&ria).

Kuvan 4.17 puukaavio kuvaa polut, joita pitkin paadytadn neljaan vaihtoeh-
toon (niiden todenndkoisyydet suluissa):

o Teoria on védrd ja menetelmén mukaan vaard (0.9 x 0.95 = 0.855).
o Teoria on vidrd mutta menetelmén mukaan oikea (0.9 x 0.05 = 0.045).
e Teoria on oikea mutta menetelmén mukaan vaara (0.1 x 0.5 = 0.05).

o Teoria on oikea ja menetelmén mukaan oikea (0.1 x 0.5 = 0.05).
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{ Tyton saaminen }

1/16

Kuva 4.16: Tyton saamisen todennakdisyys korkeintaan neljélla yrityksella.
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Menetelmé on varsin toimiva: Se kertoo todennékoisyydelld 0.855 + 0.05 =
0.905 oikein, onko teoria oikea vai vaara.

Kuvio muuttuu hilyttéiviksi, jos tutkijat hiljaa hautaavat tyrmétyt (85.5+5)
% = 90.5 % teorioista tai eivit saa tyrméayksia julkaistua. Julkisuuteen pongah-
tavat talloin vain (4.5+5) % = 9.5 % tuloksista, joiden mukaan teoria on oikea.
Tallaisessa maailmassa teoria olisi oikea vain todennakoisyydella 0.53, vaikka se
olisi julkaistun tutkimuksen mukaan tosi:

P(ANB)  0.05
P(B)  0.045+0.05

P(A|B) = ~ 0.53

(kaava (4.7)). Ylla on merkitty A:lla teorian oikeutta ja B:ll& teorian oikeutta
menetelmén mukaan. Olisi siis oleellisesti yhtd todennékéistéd, ettd julkaistu
tutkimus pitéisi paikkansa kuin ei pitéisi.

Tukka lienee noussut monilla pystyyn. Laskun mukaan Ioannidis liioitteli
vain hieman. [J

4.8 Kokonaistodennikoisyyden ja Bayesin kaa-
van ehdollistaminen

Otosavaruus S on ositettu erillisiin tapahtumiin A;, ¢ = 1,...,n. Tapahtuman
B todennékoéisyys ehdolla tapahtuma C' on

P(B|C) :zn:P(B | A, N C)P(4; | O). (4.19)

i=1

Todennékoisyys lasketaan nyt tapahtuman C' rajaamassa otosavaruudessa (vrt.
kokonaistodennékoisyyden kaava (4.14)). Oletus on, ettd P(C') > 0 ja P(A4; N
C)>0,i=1,...,n (muuten kaikkia kaavan ehdollisia todennikoisyyksii ei
ole médritelty). Perustelu: P(B | C') = P(BNC)/P(C) = Y., P(BNA; N
C)/P(C) = 0, P(B | A; N C)P(4; 1 C)/P(C) = S0 P(B | A N C)P(A; |
C)P(C)/P(C) =X | P(B | A;NnC)P(A; | C). Kuvan 4.18 Venn-diagrammin
tilanteessa sininen ellipsi on tapahtuma B, keltainen ellipsi on tapahtuma C.
Todennékoisyys P(B | C') on ellipsien vihreén leikkauksen alan suhde keltaisen
ellipsin alaan. Kuvassa P(A4; N C) = 0, joten kaavassa (4.19) tulee asettaa i =
2,...,5. Lisaksi kuvan tilanteessa patee P(B | A2 NC)=1jaP(B|AsNC) =
0.
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Teorian testaaminen

0.855 0.045 0.05 0.05

Kuva 4.17: Teorian oikeuden arvioinnin tulemat ja niiden todennikéisyydet.

< 7
;AQQC AsNC | AsnC | AsNC
C

I TT—5p
Ay Ay As Ay As

Kuva 4.18: Ehdollisen kokonaistodennékéisyyden lasku.

Esimerkki. Terroristi iskee. Vastuulliseksi ilmoittautuvat kansainvéliset terro-
ristiryhmét Ai,..., A,, joista yksi on vastuullinen. Ryhmien aiemmasta akti-
viteetista arvioituna ne ovat tekijoitd todennikoisyyksilla P(A;). Iskun tekota-
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pa ja siitd jadnyt muu todistusaineisto C' viittaa ryhméan A; todennékoisyy-
delld P(A; | C) ja sen sisilli terroristin kansallisuuteen B todennikoisyydel-
1a P(B | A; N C). Se ei ole vélttaméatta sama kuin P(B | 4;), joka voisi olla
vaikkapa B:n kansalaisten osuus A;:ssd. Todenndkoéisyys, ettd terroristi on B:n
kansalainen, lasketaan kaavalla (4.19). O

Esimerkki. Kybervakoilu. Helsingin Sanomat 15.1.2016, Kaleva 29.12.2020, Hel-
singin Sanomat 20.7.2021 ja Yle Uutiset 28.1.2022:44

Kybervakoilijoiden ryhmé iskenyt ministeri6ihin, yrityksiin ja suurldhetyst6ihin

— jaljet johtavat Venajille.

Eduskuntaan tehty kyberhyokkéys on vakava isku suoraan suomalaisen paatok-

senteon ytimeen.

Kiinan valtio oli Suomen eduskuntaan syksylla 2020 kohdistuneen tietomurron

takana — — .

Suomalaisia diplomaatteja vakoiltu haittaohjelmalla — — Mahdollisesti on pys-

tytty hyodyntaméan jopa puhelimen mikrofonia ja kameraa seké tallentamaan

tieto, joka puhelimen kautta on kulkenut.
Ulkoministerion sisdiseen verkkoon on murtauduttu. Hyokkédyksen takana voi
olla miké tahansa tietoteknisesti kehittynyt valtio: S = {44,..., A, }. Alemman
vakoiluaktiviteetin perusteella valtio A; on syyllinen todennikoisyydelld P(A;).
Vakoiluohjelman piirteet C viittaavat valtioon A; todennikoisyydelld P(A4; | C).
Todennakdisyys, ettd kybervakoilija on valtio B = A; (j = 1,...,n), saadaan
kaavasta (4.19). Koska P(B | A;NC) =1jaP(B | A;NC) =0, jos i # j,
todennékoisyys typistyy P(A; | C):ksi. Ehdollistaminen ei vilttdméttd johda
monimutkaiseen laskuun, vaikka se muuttaisi todennékoisyytté. O

Olkoot kiinnostuksen kohteena tapahtumat A, B ja C. Bayesin kaavan (4.15)

ehdollinen versio on

PB|ANC)P(A|C)
P(B|C)

B P(B|ANC)P(A|C)

XL PBANC)PA; [ C)

P(A|BNC) =
(4.20)

Y1l oletetaan, etta P(ANC) > 0 ja P(BNC) > 0, jotta ehdolliset todennédkai-
syydet ovat méériteltyji. Viimeinen muoto olettaa taustalle lisiksi otosavaruu-

den jaon erillisiin tapahtumiin A; (i = 1,...,7n) ja ettd niihin liittyvéit kaavassa
esiintyvat ehdolliset todennékoisyydet ovat madriteltyja.
Perustelu:

L P(ANBNC) _P(BN(ANC)) s P(B|ANC)P(ANC)

PAIBNC) = =5 Fre) =~ pBnO) PBNC)
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_P(B|ANC)P(A| C)P(C) 5. P(B| ANC)P(A| C)
- P(B | C)P(C) P(B|C) '

(<

Kolmas yhtésuuruus seuraa tulosidannosta (4.9) mieltamalld tapahtuma AN C
vhdeksi tapahtumaksi kuten tulosddnnon yleistyksessé (4.13). Neljds yhtasuu-
ruus seuraa niinik&én tulosadnnostd. Sijoittamalla kaava (4.19) viimeiseen ni-
mittdjaan ylla saadaan haettu tulos (4.20). Ensimméinen, kolmas ja viides yh-
tasuuruus havainnollistavat, kuinka sama ehdollinen todennékéisyys voidaan
laskea monella tavalla. Sopivin kannattaa valita tilanteen mukaan.

4.9 Simpsonin paradoksi

1 WANNA BE
UKE MY vAD

TUE SHMPsedS PRRADOYE l

Kuva 4.19: Simpsonin paradoksi.?

Kuvan 4.19 piirtdji on sivistynyt ja tuntee Simpsonin paradoksin. Sen ku-
vasivat Udny Yule 1903 ja Edward Simpson 1951. Simpsonin esimerkeissi osa-
aineistoissa on eroja mutta yhdistetyssa aineistossa ei. Ensimmaéinen empiiri-
nen esimerkki paradoksista on julkaistu 1934. Paradoksi on jo ennen nimeé-
mistddn tuottanut 1800-luvulla jupinan “valhe, emévalhe, tilasto” (Wainer ja
Brown 2004). Paradoksin juju selviii esimerkisti.*®

2Kuva on artikkelista A. Edwards (2007): A Cautionary Tale. Significance, maaliskuu 2007,
47-48. Kiitan Significance-lehted (www.significancemagazine.com) luvasta painaa kuva.
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Esimerkki.*® Kaksi maisteria. B ja B¢ ovat juuri valmistuneet maistereiksi.
He ovat molemmat opiskelleet aineita C' ja C¢. B:n padaine oli C; B¢m C°.
Merkitédn hyvii arvosanaa A:lla ja huonoa A%:lla. B ja B®:n suorittamat
kurssit arvosanojen mukaan ryhmiteltyna ovat alla:

C ce yhteensi
A AC % A A¢ % A A b
B 70 20 90 10 0 10 80 20 100
B¢ 2 8 10 81 9 90 83 17 100

B on opiskellut enimmikseen C:td ja B enimmikseen C':ia. Vinkedd todis-
tuksissa on, etté

« (C:ssi B:n hyvien arvosanojen osuus 70/90 = 7/9 on suurempi kuin B¢ :n
2/10 = 1/5.

e C%ssa B hyvien arvosanojen osuus 10/10 = 1 on suurempi kuin B
81/90 = 9/10.

o kokonaisuutena katsoen hyvien arvosanojen osuus 80/100 B:ll& on silti

pienempi kuin 83/100 B¢:1lla! O

Jos osajoukoissa tapahtumien todennékéisyyksien suuruusjérjestys on painvas-
tainen kuin koko joukossa, on kohdattu Simpsonin paradoksi. Kolmen tapahtu-
man A, B ja C tilanteessa patevit talloin joko epayhtélot
P(A|CNB)>P(A|CNBY) ja
P(A|C“NB)>P(A|C°NBY mutta
P(A|B) <P(A|B°)

tai padinvastaiset epayhtédlot. Simpsonin paradoksin voi ajatella ilmenevin myos,
jos osajoukoissa pétee yhtdsuuruus muttei koko joukossa tai painvastoin.

Selitys epayhtéloille edelld on ehdollistettu kokonaistodenndkoéisyyden laki
(4.19). Sen mukaan

P(A|B)=P(A|CNB)P(C|B)+P(A|C°nB)P(CC | B)
ja

P(A| BY) =P(A|CnBYP(C| BY) +P(A|CYnBY)P(CY | BY).
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Vaikka patisi
P(A|CNB)>PA|CNBY jaP(A|C°NB)>P(A|C°nBY),

niin P(C' | B) tai P(C® | B) voi olla niin pieni, tai P(C | BY) tai P(C® | BY)
niin suuri, etta

P(A| B) <P(A| BY).

Esimerkki. Kaksi maisteria (jatkoa). Sijoitetaan tiedot osuuksista ehdollisen ko-
konaistodennédkoisyyden kaavaan:

P(A| B)=P(A|CNB)P(C|B)+P(A|C°NB)P(C” | B)
70 90 10 10
:—)(74»*)(7
90 ~ 100 ' 10 ~ 100

80

100

<
83

100
2 10 81 _ 90

70 100 T 90 ¥ 100
=P(A|CNBYP(C|BY +P(A|C°nBYP(CC | BY)
=P(A| BY).

B:n todistuksessa aineen C' suuri osuus 90/100 = P(C' | B) painottaa kohtuul-
lista arvosanasuhdetta 70/90 ja aineen C¢ pieni osuus 10/100 = P(C® | B)
mitdtoi loistavaa arvosanasuhdetta 10/10. B¢:n todistuksessa aineen C' pie-
ni osuus mykistdd huonoa arvosanasuhdetta 2/10 ja aineen C¢ suuri osuus
90/100 = P(C® | BY) rummuttaa hienoa arvosanasuhdetta 81/90. Seuraus on
epéayhtalo ylla. O

Esimerkki. Hyva miehille, hyvé naisille, huono ihmisille (Baker ja Kramer 2001).
Verrataan syépihoitoja B ja B¢. Merkitdin miehii C:114, naisia C:lla, syovis-
té paranemista A:lla ja syopéin kuolemista A®:lla. Sivun 74 taulukon mukaan
B on B®:a parempi hoito sekd miehille etti naisille. Thmisille B vaikuttaa huo-
nommalta hoidolta. [J

Esimerkki. Hyva miehille, hyvé naisille, huono ihmisille (jatkoa). Syopéesimer-
kissé B€-hoito vaikutti paremmalta ihmisille ylipaénsa. Huolellisempi tarkaste-
lu paljastaa, ettd B on parempi hoito. Huomataan, ettd syopahoidot tehoavat
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erilailla miehiin ja naisiin ja etté heitd on aivan eri osuudet sy6pahoidoissa (s:n
74 taulukko). Idea: Standardoidaan hoitoihin osallistuvien sukupuolten osuudet
samoiksi ja verrataan hoitojen tehokkuutta standardoiduilla osuuksilla.

Kuva 4.20 havainnollistaa. Siind on laskettu onnistuneiden hoitojen osuudet,
jos hoito toimii sivun 74 taulukon mukaisilla sukupuolikohtaisilla osuuksilla ja
naisten (C) osuus tutkimuksessa vaihtelee vililli [0, 1].

Punainen suora

(1 ) X ! +w X L7 + 2
—wW)X —FwX - ==+ -—w
9 1 9 9
kuvaa paranemisten osuutta hoidolla B ja sininen suora
(1 ) x 2 4w x 81 1 n 7
—wW) X —F+wx — = — w
10 90 5 10

hoidolla B€. Yll4 w on naisten osuus hoidossa. Suorat ovat painotettuja keskiar-
voja miesten ja naisten paranemisosuuksista kyseiselld hoitomuodolla. Kuvaan
on merkitty pisteilla ja katkoviivoilla sivun 74 taulukon mukaisia osuuksia:

1 1 1
(1 0)><z+—0><7:0.9xg+0.1:0.8
(C%m osuus 0.1) ja

100 9 100 1
90 2 90 81
(1 100) X 0 + 100 X 90 = 0.1 x0.24+0.9x%x09=0.83
(C%m osuus 0.9). Punainen suora on sinisen suoran ylidpuolella kaikilla nais-
osuuksilla.

Naisten osuus hoidoissa méaérad, kumpi hoidoista vaikuttaa useammin pa-
rantavan syovan ihmisillda. Molemmat hoidot toimivat naisilla paremmin kuin
miehilld (10/10 > 70/90 ja 81/90 > 2/10), ja erityisen hyvin naisilla toimii hoito
B (parantuneiden osuus 10/10 = 1). Miehilld hoito B® toimii erityisen huonosti
(parantuneiden osuus 2/10 = 0.2). Jos naisten osuus on hyvin pieni (0.1) hoi-
dossa B ja hyvin suuri (0.9) hoidossa B¢, niin kokonaiskuva hoitojen tehokkuu-
desta viiristyy ja hoito BY niyttiid hoitoa B paremmalta (83/100 > 80/100).
Jos naisten ja miesten osuudet hoitoihin osallistumisessa poikkeaisivat vahem-
man, hoito B olisi yleensd parempi. Kuvaan on piirretty esimerkkina tilanne,
jossa naisten ja miesten osuudet hoidoissa ovat yhtdsuuret. Hoito B on talloin
selvisti parempi (0.889 > 0.55): Hoidolla B parantumisosuus on

70 10
0.5 x % + 0.5 x 07~ 0.889
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ja hoidolla B¢

2 81

Jos miehet ja naiset voidaan ohjata vapaasti kumpaan tahansa hoitoon, heidét
kannattaa ohjata hoitoon B. []

Esimerkki. Hyva miehille, hyvé naisille, huono ihmisille (jatkoa). Merkitaén A:lla
ja A%:lla pitki- ja lyhytikdisyytta seké B:lld ja B¢:lla geenin B omaamista ja
puuttumista. Miehis ja naisia osoitetaan edelleen C:114 ja C“:lla. Geeni on ylei-
nen miehilld mutta harvinainen naisilla, ja geenin omaavat miehet ja naiset ovat
pitkdikéisempid kuin omaamattomat (s:n 74 taulukko). Viestossé geenin omaa-
mattomat ovat silti pitkédikdisempid kuin geenin omaavat. Geenin omaamisen
osuutta sukupuolittain tai sukupuolien osuutta viestOssa ei voi muuttaa. Gee-
ni B on siten ylitsepddseméattomésti hyva naisille, hyvd miehille mutta huono
ihmisille. O

Simpsonin paradoksin tulkinta on tapauskohtainen. Ylipdanséa ehdollistettu (tar-
kemmin luokiteltu) tieto on informatiivisempaa, ja siithen kannattaa kiinnit-
tdd huomiota enemméin kuin ehdollistamattomaan (véhemmaén tarkasti luoki-
teltuun). Silti luokittelematon tieto kuvaa kokonaisuuden.

Esimerkki.*” Empiirisid esimerkkeji Simpsonin paradoksista:

e Urheilussa pelaaja voi pelata toista pelaajaa paremmin kauden ensimmaéi-
selld ja toisella kaudella mutta kokonaisuutena huonommin.

o Tupakoijien kuolleisuus on kaikissa ikdryhmissd suurempi kuin tupakoi-
mattomien. Tupakoijien kuolleisuus ylipddnsa on kuitenkin pienempi kuin
tupakoimattomien, koska tupakoijat ovat keskiméirin tupakoimattomia
nuorempia. (Cochran 1968.)

e Yhdysvalloissa Floridan osavaltiossa 1976-1986 valkoihoiset tuomittiin mus-
taihoisia useammin kuolemaan mutta aineiston alaryhmissd mustaihoiset.
(Agresti 2019.)

o Berkeleyn yliopisto haastettiin oikeuteen sukupuolisyrjinnésta vuoden 1973
opiskelijavalinnan takia. Mieshakijoista oli hyvaksytty selvisti suurempi
osuus kuin naishakijoista. Asiaa tutkittaessa ilmeni, ettd monilla laitok-
silla naisten hyviksymisprosentit olivat suurempia kuin miesten. Selitys
miesten suurempaan hyvéiksymisprosenttiin ylipaénsa oli, ettd he pyrki-
vat oppiaineisiin (esim. matemaattisiin tai teknisiin tieteisiin), joille oli
helpompi padsta (hyviksyttyjen osuudella mitattuna) kuin naisten suosi-
miin oppiaineisiin (esim. psykologia). (Bickel ym. 1978.)
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A:n osuus
0.6 0.8 1.0
| |

0.4

0.2

I I I : I I ‘ I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

C:n komplementin osuus

Kuva 4.20: A:n osuuden riippuvuus C¢:n osuudesta.

o Helsingin yliopiston valtiotieteellisessd tiedekunnassa miehet saavat pro
gradu -tutkielmista parempia arvosanoja kuin naiset. Ero hévida, jos ver-
rataan arvosanoja oppiaineittain. Ilmio selittyy néin: Taloustieteessad myon-
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netddn korkeita arvosanoja ja valtaosa opiskelijoista on miehid. Sosiaali-
tyOssé arvosanat ovat huonompia ja opiskelijoiden enemmisté on naisia.
Molemmissa oppiaineissa sukupuolet saavat yhtélailla arvosanoja. (Holm
2013.) O






Luku 5

Kombinatoriikkaa

Termi todennékoéisyyslaskenta on paradoksi. Varmuudesta eroten todennékoi-
Syys on sitd, mitd emme tiedd. Kuinka voimme laskea tuntemattoman?48

Henri Poincaré (1854-1912)

Mistéd todennédkoisyydet tulevat? Monissa yhteyksissd todennédkoisyys voidaan
paatella kombinatorisilla laskuilla. Muun muassa mychemmin esitettavéit sovel-
lusten kannalta térkedt binomi-, multinomi- ja hypergeometriset jakaumat seu-
raavat tédllaisista laskuista. Kombinatoriikkaa tarvitaan tilastotieteessa myos ar-
vioitaessa vastauksia sen tapaisiin kysymyksiin, kuinka monta regressiota (luku
13) voidaan tehdi. Periaatteille alla on paljon kiyttoa.

Yhteenlaskuperiaate: Oletetaan, etté
o operaatiot A ja B ovat erillisia eli etté niistd vain toinen voidaan suorittaa.
e A voidaan suorittaa ni:1a ja B ngy:lla tavalla.
Talloin yhdistetty operaatio “A tai B” voidaan suorittaa (ny + nz):lla tavalla.
Kertolaskuperiaate: Oletetaan, etta
e operaatiot A ja B voidaan suorittaa toisistaan riippumattomasti.
e A ja B voidaan suorittaa ni:114 ja no:lla tavalla.
Talloin yhdistetty operaatio “A ja B” voidaan suorittaa (ny x ns):lla tavalla.
Esimerkki. Maisteriopinnot. Opiskelija pohtii, miten erikoistua maisterivaihees-

sa. Linjoja on kaksi. Vaihtoehdon A voi suorittaa 56:1la ja vaihtoehdon B 126:1la

81
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erilaisella kurssikombinaatiolla. (Tarkoitus on, ettd suoritetaan vain toisen lin-
jan opinnot.) Yhteensd opiskelijalla on 56 4+ 126 = 182 erilaista mahdollisuut-
ta suorittaa maisteriopinnot. (Syy kurssikombinaatioiden lukuméérille selvida
my6hemméssé esimerkissé.) O

Esimerkki. Maisteriopinnot (jatkoa). Opiskelija on niin innostunut, ettd poh-
tii, suorittaisiko (tarkoitetunvastaisesti) molempien linjojen opinnot. Hén voisi
suorittaa ne 56 x 126 = 7 056 erilaisella tavalla. O

Esimerkki. Maisteriopinnot (jatkoa). Opiskelijalla on sivuaineopintoja suoritta-
matta. Ne voi suorittaa 6 tavalla. Opiskelija voisi suorittaa padaineensa kahden
linjan ja sivuaineensa opinnot 7 056 x 6 = 42 336 tavalla. [J

Koostukoon joukko A erilaisista alkioista a, ..., a,. Ne voidaan jirjestaa
nl=nxn-1)xn-2)x---x2x1 (5.1)

erilaiseen jonoon eli permutaatioon. Merkintd n! luetaan “n:n kertoma”.

Perustelu: Jonon ensimmaéiseksi alkioksi on mahdollista valita n alkiota, toi-
seksi alkioksi mahdollisuuksia on n — 1, kolmanneksi n — 2 jne. Toiseksi viimei-
nen alkio joudutaan valitsemaan kahden alkion véliltd. Viimeiseksi alkioksi jaa
aiemmin valitsematon alkio. Kertolaskuperiaatteen mukaan kaksi ensimmaéista
operaatiota — téssi jarjestamistd — voidaan tehdéd n x (n — 1) tavalla. Kolmas
operaatio voidaan ajatella koostuvan ensimmaéisesté yhdistetystd operaatiosta,
joka voidaan tehd& [n x (n — 1)] tavalla ja toisesta operaatiosta, joka voidaan
tehda n — 2 tavalla. Kertolaskuperiaate tuottaa mahdollisten jérjestettyjen jo-
nojen lukumaéériksi [n x (n — 1)] x (n — 2). Neljds operaatio ajatellaan jilleen
koostuvaksi ensimmaéisestd yhdistetystd operaatiosta [n x (n — 1) x (n — 2)]
vaihtoehdolla ja seuraavasta operaatiosta (n — 3) vaihtoehdolla. Néiin jatkaen
paddytadn kaavaan ylla.

FEsimerkki. Kertomia. 5:n kertoma on 120:
5l=5x4x3x2x1=120.
Kertomat suurenevat nopeasti:

8 =8 xT7x -+ x2x1=40320 ja
14! =14 x 13 x --- x 2 x 1 =87 178 291 200.

Erikoistapauksena méaritelladn 0:n kertomaksi 1:

ol =1.
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Laskujen tulokset voi tarkistaa R:lld késkyilld factorial(5), factorial(8), facto-
rial(14) ja factorial(0). O

Esimerkki. Maisteriopinnot (jatkoa). Linjalla A luennoidaan 8 kurssia. Extra-
innokas opiskelija pohtii, kévisikd kaikki. Kuinka monessa jirjestyksessd hén
voisi suorittaa ne? Jarjestyksid on 8! = 40 320. O

Monesti on tarpeen selvittdé, kuinka monta k:n (k < n) pituista permutaatiota
voidaan muodostaa n:sté erilaisesta alkiosta. Lukumééréd voidaan péaitelld ku-
ten edella mutta katkaisemalla valintojen tekeminen k:n alkion jarjestdmisen
jalkeen:

nx(n—1)x---x[n—(k—=2)] x[n—(k-1)]
=nxn-—1)x--xn—k+2)x(n—k+1)
nx--xn—k+1)xn-—k)x---x1

- (n—k)x---x1 (5:2)

n!
= m

Ensimmaéiselld rivilla kerrottavia on k kappaletta.

Esimerkki. Maisteriopinnot (jatkoa). Linjan 8 kurssista 5 téytyy suorittaa mais-
terin tutkintoa varten. Kuinka monta vaihtoehtoista suoritusjarjestysta opiske-
lijalla on 5 kurssille?
Jarjestyksid on 6 720:
8! 8!

(8_5)!—§:8x7x6x5x4:6720.

Samaan vastaukseen padtyy jarkeilemélld, ettd ensimmaéiseksi kurssiksi on 8
vaihtoehtoa, seuraavaksi 7 ja niin edespédin viidenteen kurssiin asti, johon on
jaljella 8 — 4 = 4 vaihtoehtoa. Kertolaskuperiaatetta soveltamalla vastaus on
8xT7Tx6x5Hx4.01

Esimerkki. Maisteriopinnot (jatkoa). Opiskelijaa kiinnostaa linjan 8 kurssista
vain 5. Kuinka monessa jarjestyksessd opiskelija voi suorittaa hénta kiinnostavat
5 kurssia?

Nyt vaihtoehtoisia kursseja on vain 5. Opiskelija voi tenttid ne 120 jarjes-

tyksessé:

5! 50 5l
=2 =2 =120
(5-5)! 0o 1
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Ylté ilmenee yksi syy, miksi oli hyodyllistd maaritelld 0! = 1: Sama laskusdénto
n!/(n — k)! patee myos tilanteessa n = k. O

Olkoon joukossa A erilaisia alkioita n kappaletta: A = {ay,...,a,}. Kuinka
monta k:n kokoista (0 < k < n) erilaista osajoukkoa voidaan A:sta poimia?

Vastaus on |
n n!
(k) T kl(n— k) (5:3)

erilaista osajoukkoa. Suure (Z) on binomikerroin. Se luetaan “n yli k:n”.

Tulos paatelldadan néin: Merkitddn tuntematonta osajoukkojen lukumaéadraa
N:114. Kustakin osajoukosta voidaan muodostaa k! permutaatiota (kaava (5.1)).
Kertolaskuperiaatteen mukaan kaikista osajoukoista saadaan N X k! permu-
taatiota. Toisaalta n alkiosta voidaan muodostaa k:n pituisia permutaatiota
n!l/(n — k)! (kaava (5.2)). Taytyy pated N x k! = n!/(n — k)!. Ratkaisemalla
yhtélostd N saadaan tulos (5.3).

Esimerkki. Maisteriopinnot (jatkoa). Linjalla A luennoidaan 8 ja linjalla B 9
kurssia. Kursseja taytyy suorittaa 5. Kuinka monta erilaista kurssikokonaisuut-
ta linjaa A opiskeleva voi muodostaa 5 kurssista? Enté linjalla B opiskeleva? Si-
vuainekursseja on tarjolla 4, joista 2 tdytyy suorittaa. Kuinka monta 2 kurssin
kombinaatiota sivuaineen kursseista voi muodostaa?

Linjalla A voi muodostaa 56 ja linjalla B 126 erilaista kurssikokonaisuutta:

(8): 8! :87!:8><7><6:56 ia
5) T 5I(8—5) 5B 3x2

<9) 9! :i!:9x8x7x6:126
5)  51(0—5) 54l 4x3x2 '

Sivuaineen 2 kurssin kombinaatioita on 6:

A4 4 4ax3
2) 24-2) 2120 2 7

Laskut voi tarkistaa R-komennoilla choose(8,5), choose(9,5) ja choose(4,2). Néi-
td lukumé&daria kdytettiin ensimmaisessa ja kolmannessa Maisteriopinnot-esimer-

kissa. O

Esimerkki. Maisteriopinnot (jatkoa). Linjan B kurssit jakaantuvat 5 teoreetti-
seen ja 4 empiiriseen kurssiin. Teoreettisia kursseja pitaéd kdyda 3 ja empiirisid
2. Kuinka monta erilaista kurssikombinaatiota linjan B opiskelija voi suorittaa
(5 kurssista)?
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Opiskelija voi valita teoreettisia kursseja 10 tavalla:

5 51 5x4
(3)‘3!2!_ 5 10

Empiirisissa kursseissa on 6 valintamahdollisuutta:

(-

Kertolaskuperiaatteen mukaan opiskelija voi muodostaa 60 erilaista opintoko-
konaisuutta B-linjan maisteriopinnoista:

(- wro-e

O

Perustellaan, ettd binomikerroin (5.3) on my6s on erilaisten n:n pituisten jono-
jen lukumaééra kahdenlaisista (vaikkapa oransseista ja vihreista) alkioista o ja v,
joita on k ja n — k kappaletta: Merkitdan erilaisten jonojen lukuméaraa N:1l&.
Mikali voitaisiin erotella o-alkiot toisistaan, olisi erilaisia jonoja N x k! kappa-
letta, silld o-alkiot voidaan jarjestaa k! eri tavalla yhdessi jonossa (kaava (5.1)).
Mikéili voitaisiin erotella my6s v-alkiot, olisi erilaisia jonoja N x k! x (n — k)!
kappaletta, silla v-alkiot voidaan jirjestdd (n — k)! eri tavalla yhdessi jonossa.
Talloin pystyttiisiin erottelemaan kaikki alkiot, jolloin erilaisia jonoja on n!.
Niin ollen taytyy pétea

N x k! x (n—k)! =n!
eli

N = M = (Z) (5.4)

Paitelldaan seuraavaksi, kuinka monella tavalla n erilaista alkiota voidaan
jakaa k:hon erilaiseen osajoukkoon, joiden koko on nq,...,ng (Zle n; = n).
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Kertolaskuperiaatteesta seuraa, ettd jakojen lukumééara on
n n—mny n—mny — Ny
X X X oee X
ny Up) ns
(n_nl_n2_"'_nk2) (n—m—nz—m—nkl)
X
Nk—1 Nk

n! (n—mnq)! (n —nq1 —nog)!
T IR RN [
nil(n —ny)! nal(n —ny —n2)! " nzlin —ny —ng —n3)!
(n—ny—- —ng_2)! n—mny —-—ngp_1)!

, — X

ng—1l(n—my — - —ng_1)! ny!0!
n!
nilna!ng!. . ng_1!ng!
Neljannelld rivilld on sijoitettu (n —ny —ng — -+ — ng_1) — Nk = N — n = 0.

Perakkéisissa osamadrissa nimittdjien ja osoittajien vastaavat termit supistuvat.
Laskettu lukuméara on multinomikerroin:

n n!
= 5.5
(nl,...7nk> ni!...ng! (55)

Multinomikerroin voidaan binomikertoimen tapaan tulkita toisinkin: Mul-
tinomikerroin on n:n pituisten permutaatioiden lukumaéra, kun alkioita on
k:mlaisia ja kussakin osajoukossa on n; alkiota (i = 1,...,k ja Zle n;, = n).
Perustelu on samanlainen kuin binomikertoimen vastaavalle tulokselle. Samaan
tapaan saadaan yhtélo

N xni! xng! x ... xn,! =nl

(N on permutaatioiden lukuméérd, N x ni! on permutaatioiden lukumééra, jos
1. osajoukon alkiot voitaisiin erotella, N x ni! x ns!, jos myo6s 2. osajoukon alkiot
voitaisiin erotella jne.) Yhtélosta ratkaistaan

n!
N = . .
ny! X ng! x ... x ng! (5.6)

Esimerkki. Maisteriopinnot (jatkoa). Linjan B kurssit jakaantuvat 5 teoreetti-
seen ja 4 empiiriseen kurssiin. Teoreettisia kursseja pitaéd kdyda 3 ja empiirisié 2.
Linjan opiskelija on valinnut, mitké 3 teoreettista ja 2 empiriista kurssia ja mitka
2 kurssia jaljella olevista sivuaineopinnoistaan han tenttii. Hain haluaa vaihtelua
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ja pohtii, kuinka monessa jarjestyksessa han voisi tenttid ndma 3 +2+4+2 =7
kurssia. Vastaus “210:ssé jarjestyksessd” saadaan multinomikertoimesta (5.6):

!
7 _ 7! :7XGX5X4:210.D
3,2,2 31212! 4

Binomikerroin on erikoistapaus multinomikertoimesta:

Binomikertoimet saadaan Pascalin kolmiosta:

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

Ykkosestd poikkeavat luvut ovat kolmannesta rivistd alkaen luvun ylla olevien kahden luvun
summa. Luvut ovat binomikertoimia kaaviossa alla:

Binomikerroin-nimitys tulee siitd, ett4 binomikertoimet ovat kertoimia binomin (x + y)™
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aukikirjoitetussa muodossa

(CC +y)n :(”)xnyo + (T)x"71y1 + (n)xn72y2

0 2
R R e (5.7)

n
= z; (?)z”_zy’
i=

Binomilause (5.7) perustellaan ndin: Termi ™~ ?y? muodostuu kerrottaessa tulossa
(Z+y)" =(z+y) x(z+y) x- X X

i kappaletta y:itd ja n —i kappaletta z:i4 keskenddn. Téllainen tulo voidaan muodostaa lausek-
keesta ylla (TZ) tavalla. Téhdn paddytdan pohtimalla, kuinka monesta jéarjestyksestd ¢ kappa-
letta y:itd ja n — 4 kappaletta z:id tulo ™%y syntyy. Vastaus on binomikerroin (7;) Vaih-
toehtoisesti voi ajatella, ettd poimitaan ¢ kappaletta y:itd (x + y)-termeistd ja jiljellejadvistd
n—i:std (x +y)-termista x:t. Binomikerroin (’:) kertoo, kuinka monta i:n kokoista osajoukkoa
erivirista y:td voidaan poimia n:sté erivérisesté y:std. Kukin osajoukko vastaa tiettya valintaa
y:itd ja x:14 tulossa ylld. Kaava (5.7) seuraa kdymailld jompikumpi argumentti 14pi é:n arvoille
0,...,n.

Esimerkki. Binomi astetta 5.
@t =)+ () + ()9 + (o + (a'v’ + ()"

=5 + 5z4y + 10903y2 +1022y3 + 5:ch4 +y5. 0O




Luku 6

Diskreetit ja jatkuvat
satunnaismuuttujat

— — ei mikddn ndyta niin hienolta kuin patka kreikkaa. Kirjaimet henkivéit jo si-
nénsa syvéllisyyttd. Huomatkaa vaikka vain epsilonin neuvokas ilme! Fiin pitéisi
tosiaankin olla piispa! Onko teravampéa kaveria ollut kuin omikron? Katsokaa
nyt tuota tauta!4®

Edgar Allan Poe (1809-1849)

6.1 Todennikoisyysjakauma ja kertymafunktio

Satunnaismuuttuja (jakso 4.1) voi olla diskreetti tai jatkuva.”® Satunnaismuut-
tujan arvojen todennédkoisyyksid kuvataan todenndkoisyysjakaumalla (probabili-
ty distribution function). Diskreettia todennékoisyysjakaumaa kutsutaan piste-
todenndkoisyysfunktioksi (probability mass function); jatkuvaa tiheysfunktioksi
(probability density function, density function).

Diskreetilld satunnaismuuttujalla X on &érellinen (k) méaard lukuarvoja,
x1 < -+ < Ty, joita se voi saada.?! Pistetodennikéisyysfunktio kuvaa todenné-
koisyydet, joilla se saa kunkin arvon x; (i =1,...,k):

Lisdksi péatee 0 < m; <1 ja Zle m = 1.
Diskreetin satunnaismuuttujan kertymdfunktio (cumulative distribution func-

89



Diskreetit ja jatkuvat satunnaismuuttujat 90

tion) on
int[z]

Flz)=P(X <2)= ) m.

i=1

Summassa int[z] on argumentin x kokonaislukuosa (esim. int[5.6] = 5).
Kertyméafunktion ylla ominaisuuksia ovat:

1. Kertyméafunktio saa arvoja nollan ja yhden valilla (0 < F(x) < 1).

2. Kertyméifunktio on kasvava (ei-viheneva) funktio (F(a) < F(b), jos a < b,
jossa a ja b ovat reaalilukuja).

3. Kertyméfunktion arvo suppenee nollaan, kun kertyméafunktion argumentti
menee kohti miinus déretontd (lim,_, o F(z) = 0).

4. Kertyméfunktion arvo suppenee yhteen, kun kertyméfunktion argumentti
menee kohti ddretonta (lim, o, F(z) = 1).

5. Kertyméfunktio on porrasfunktio niin, ettd F'(z;) — F(x;—1) = ;.

Kertyméfunktion arvo kasvaa siis portaittaisesti nollasta yhteen argumentin x
kasvaessa miinus ddrettOmastd ddrettomédn. Jaksossa 7.1 on esimerkkejd dis-
kreettien satunnaismuuttujien pistetodennikdisyys- ja kertyméafunktioista.

Jatkuva satunnaismuuttuja saa arvoja jatkuvasti reaalilukujen joukossa. Jouk-
ko voi olla rajattu tietylle vilille tai tietyille vileille.’? Tiheysfunktio f(z) ku-
vaa, kuinka satunnaismuuttujan X arvojen todennékoéisyydet jakautuvat. Ti-
heysfunktion ominaisuuksia ovat:

1. Tiheysfunktio saa vain ei-negatiivisia arvoja (f(z) > 0, —c0 < & < 00).
2. Tiheysfunktion kuvaajan ja z-akselin vélinen pinta-ala on 1.

3. Todennékoisyys, ettd satunnaismuuttujan toteuma osuu vélille [a,b] on
tiheysfunktion kuvaajan ja x-akselin vilin [a,b] rajaaman alueen pinta-
ala.

Tiheysfunktio ei kuvaa yksittdisten lukuarvojen z todennékoisyyksia. Kun-
kin lukuarvon todennékéisyys on 0, silld mahdollisia lukuarvoja on darettomasti.
Jatkuvan satunnaismuuttujan X kertyméafunktio toteuttaa diskreetin tilan-
teen tapaan yhtilon
F(z) =P(X < x).
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Silla on diskreetin satunnaismuuttujan kertyméafunktion ominaisuudet 1-4 mut-
tei 5:dettd. Tallaisen kertymaéafunktion arvo pisteessd x on pinta-ala, jonka ra-
jaavat tiheysfunktion kuvaaja, x-akseli ja pisteen = kohdalle piirretty pystysuo-
ra viiva. Jaksossa 7.2 on esimerkkejéd jatkuvien satunnaismuuttujien tiheys- ja
kertyméfunktioista.

Jakaumaa kuvataan usein kvantiileilla (quantile) eli fraktiileilla (fractile) &,.
Jos jakaumassa ei ole katkoksia tai hyppyjé, jakauman g. kvantiili {, toteuttaa
yhtalot

F(&) = P(X <€) =g, 6.1)

jossa 0 < ¢ < 1. Jos kertyméfunktio on aidosti kasvava, ¢. kvantiili on yksi-
késitteinen. Kvantiilifunktio (quantile function) kuvaa kertyméfunktion arvot g
vastaaviksi satunnaismuuttujan arvoiksi &;. Kertymaé- ja kvantiilifunktio ovat
siis toistensa kadnteisfunktioita.

Edelld € on kreikkalaisten aakkosten kirjain “ksii”. Tapa merkitd jakaumaa
kuvaavat parametrit (jakso 6.2) kreikkalaisilla kirjaimilla juontaa muun muassa
Studentin (1908) ja Fisherin (1922a) artikkeleihin (Aldrich 2003, 2005).%3

Jatkuva-arvoinen satunnaismuuttuja saa (tavanomaisissa tilanteissa) toden-
nakoisyydelld ¢ pienemman tai yhtdsuuren arvon kuin ¢. kvantiili §,. Kvartii-
leja (quartile) ovat 0.25., 0.50. ja 0.75. kvantiili (1., 2. ja 3. kvartiili); desiilejd
(decile) kvantiilit 0.10,0.20,...,0.90 (1.,2.,...,9. desiili).>* Jos osuus ¢ kuuluu
joukkoon {1 %, 2 %, ..., 99 %}, kvantiilia kutsutaan prosentiiliksi (percentile)
(1.,2.,...,99. prosentiili).

Esimerkki.®® Kuvassa 6.1 osoitetaan virilli tiheysfunktion ja x-akselin viliin
jaava pinta-ala eli todenndkédisyys, kun z = —1 tai x = 1.960. Kuvassa oikealla
on tiheysfunktiota vastaava kertyméfunktio. Véarikatkoviivoilla osoitetaan z:n
arvoihin liittyvat kertyméafunktion arvot 0.159 ja 0.975. Niitd vastaavat kvan-
tiilit ovat —1 ja 1.960. (Tiheysfunktio on jaksossa 7.2.1 maériteltavéd standardi-
normaalijakauma.) O

Jatkuvan satunnaismuuttujan kertyméfunktio ja siitd seuraavat todennidkoéisyydet maééritel-
laén integraalien avulla (kun ne ovat olemassa). Jatkuvan satunnaismuuttujan X kertymé-

funktio on
x

F(z):P(XSa:):/ ft)dt, —oo <z < oo.

Tiheysfunktion kuvaajan ja xz-akselin vélinen pinta-ala on 1:

/ f(z)dz =1.
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Kuva 6.1: Tiheysfunktio, sen rajaama pinta-ala eli todennékoisyys ja kertymé-
funktio.

Todennékéisyys, ettd jatkuvan satunnaismuuttujan toteuma osuu vilille [a, b] on

b
P(aﬁXﬁb):/ f(x) dx.

Integraalit lasketaan paloittain, mikéli satunnaismuuttujan jakaumassa on hyppéayksia tai
katkoksia.

6.2 Satunnaismuuttujan sijainti- ja vaihtelumit-
toja

Satunnaismuuttujan todennékoéisyysjakauma voi olla itsessdéan kiinnostava ja
tarked. Monesti kiinnostus kohdistuu kuitenkin populaation numeerisesti mi-
tattavissa olevaan yksittdiseen piirteeseen tai piirteisiin, joita kuvaa yksi tai
useampi parametri. Tilastotieteessd populaatiolla tarkoitetaan asiaintilaa, josta
ollaan kiinnostuneita ja jota kuvataan tilastollisella mallilla. Nyt esilld olevassa
yvhteydessé populaatio voidaan samaistaa kiinnostuksen kohteena olevan satun-
naisilmion todennékoisyysjakaumaksi. Populaation késitteeseen palataan luvus-
sa 8. Populaatiota kuvaavan jakauman odotusarvo, usein p (“myy”), ja varians-
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si, usein 02 (“sigma toiseen”), ovat jakauman keskeisid piirteitd ja esimerkkeji

parametreista.
Sijaintimitoilla eli keskiluvuilla (measures of central tendency) kuvataan ja-
kauman sijaintia. Téarkein sijaintimitta on odotusarvo (expected value)

E(X) = u.

Odotusarvo on arvo, jonka satunnaismuuttuja saa keskiméérin. Toinen kuvaus
on, ettd odotusarvo on jakauman painopiste. Usein alaindeksilld ilmaistaan,
minké satunnaismuuttujan odotusarvo on kyseessi (esim. pix).

Diskreetin satunnaismuuttujan odotusarvo on

k
E(X) = Z.’Eiﬂ'i.
i=1

Odotusarvo on satunnaismuuttujan arvojen painotettu keskiarvo painoina nii-
den todennékdisyydet. Jatkuvan satunnaismuuttujan tilanteessa satunnaismuut-
tujalla on ddreton méadrda mahdollisia arvoja. Talloin odotusarvo lasketaan in-
tuitiivisesti samaan tapaan painoina tiheysfunktion arvot.

Merkintd E(-) tarkoittaa, ettd sulkujen sisdlld olevan muuttujan odotusar-
von laskemiseksi tarpeelliset operaatiot suoritetaan. E:té kutsutaan odotusarvo-
operaattoriksi. Jos odotusarvo-operaattori E kohdistetaan vakioon (c), tulos on
vakio:

E(c) =c.

Vakion odotusarvo on vakio itse.

Odotusarvo on usein jakauman kiinnostavin piirre. Odotusarvo kuvaa, mité
keskiméérin tapahtuu tai miten asiat keskiméérin ovat. Odotusarvo ei ole aivan
osuva nimitys, koska satunnaismuuttuja ei valttdmatta voi saada odotusarvon
mukaista arvoa.

Esimerkki. Jalkojen lukumiira.®® Useimmilla suomalaisilla on kaksi jalkaa. Joil-
lain on yksi jalka ja muutamilla ei yhtadn. Jalkojen lukumédrd on diskreetti
satunnaismuuttuja, joka voi saada arvot 0, 1 tai 2. Jalkojen lukuméérian odo-
tusarvo on suomalaisten jalkojen lukumé&érdn keskiarvo. Se on alle kaksi. Kel-
ld&n ei ole odotusarvon mukaista lukuméiréé jalkoja. Useimmilla suomalaisilla
on jalkoja enemmén kuin suomalaisilla on jalkoja keskiméaérin! (I

Jatkuva-arvoisen satunnaismuuttujan X mediaani (median) M on arvo, joka
toteuttaa yhtalot

P(X<M):P(X>M):%.
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Diskreetin satunnaismuuttujan tilanteessa voidaan muodostaa kuvitteellinen
otos, jossa kukin arvo toistuu todennakoéisyyttaan vastaavalla maéralla. Mediaa-
ni voidaan laskea tésté otoksesta jaksossa 8.2 kuvattavalla tavalla.?” Mediaania
pidetddn monesti odotusarvoa mielekkddmpéné sijaintimittana, jos tutkittava
jakauma on vino (jakso 6.4).

Jakauman tyyppiarvo eli moodi (mode) on satunnaismuuttujan todennakoi-
sin arvo. Joidenkin mielissa tyyppiarvo poimii parhaiten keskiluvun idean. Ja-
kaumalla voi olla monta tyyppiarvoa. Jakaumalla on t&ll6in ainakin kaksi huip-
pua.

Kellokdyrantapaisten symmetristen jakaumien tilanteessa keskiluvut ovat
yksi sama luku. Tyyppiarvo ja mediaani voivat olla keskiarvoa informatiivisem-
pia tunnuslukuja eritoten silloin, kun otosjakauma on hyvin vino. Mediaani ja
tyyppiarvo ovat kéyttokelpoisia myos, kun aineistot ovat jarjestysasteikollisia.
Tyyppiarvo on tulkittavissa jopa luokka-aineiston tilanteessa. (Mitta-asteikot
nimettiin jaksossa 2.2.)

Vaihtelumitoista eli hajontaluvuista (measures of variation) yleisimpid on
varianssi (variance)

V(X) =02 =E(X — p)%

Se mittaa, kuinka suuri satunnaismuuttujan ja sen odotusarvon erotuksen nelio
on keskiméarin. Keskihajonta (standard deviation) on varianssin nelitjuuri:

SD(X) =0 = VE(X — p)2.

Keskihajonta on samassa mittayksikossd kuin satunnaismuuttuja. Sen lukuar-
von merkitys on siksi helpompi hahmottaa kuin varianssin. Satunnaisvaihtelua
mitataan useimmiten varianssilla tai sen neli6juurella keskihajonnalla.

Varianssi ei ole ehké yhté ilmeisen mielenkiintoinen suure kuin odotusarvo.
Varianssi on silti keskeinen tilastotieteellinen késite. Odotusarvoa ei tarvitsisi
pohtia, jos satunnaisvaihtelua ei olisi. Tilastollista paéttelya ylipaédnsa ei tarvit-
taisi.

Varianssilla on merkitysta paitsi tilastollisessa analyysissa ja vaativissa asian-
tuntijatehtévissd myos yhteiskunnassa ylipdénsé ja kdytannon eldmaéssa. Useim-
miten pienté varianssia pidetdén toivottavana, mutta joskus varianssin suuruu-
della ndhd&an arvoa. Varianssi voi vaikuttaa yhteiskunnallisiin pa&toksiin ja
ihmisten kayttaytymiseen.

Esimerkki. Bruttokansantuotteen vakaata kasvua ja pienté varianssia pidetdan
yleensé tarkedna. Toimet suhdannevaihteluiden tasaamiseksi voivat olla talou-
dellisesti mittavia. O
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Esimerkki. Valuuttakurssien vaihtelu luo epavarmuutta kansainviliseen kaup-
paan ja voi vahentéa sitd. Valuuttakurssien ennustettavuutta eli pientd varians-
sia yleensé toivotaan. Yksi syy Suomen liittymiselle euroalueeseen 2002 oli va-
luuttakurssiriskin poistuminen kaupanké&ynnistd euroalueella. O

Esimerkki. Varianssi luo liikevoittomahdollisuuksia. Arvopaperi tammikuu 2021

(s:t 20-22):
Uniperilla on — — isot kaasuvarastot, joita se hyodyntdad kaupankdynnissidén.
Kun kaasu viime talvena halpeni, Uniper osti kaasua péivan hintaan ja toimit-
ti sité pitkien kiintedhintaisten kaasusopimusten asiakkaille saaden ylimaéréista
marginaalia. “Ylituoton voi ottaa aina kun se on mahdollista, vihimmaéistuotto
tulee sopimushinnan perusteella. Sama toimii kaasun varastoinnissa. Kun vii-
me talvi oli limmin, Uniper osti kaasua varastot tdyteen ja myi sen seuraavaksi
talveksi pitkilld sopimuksilla hyvaan hintaan”, [toimitusjohtaja Markus] Raura-
mo kertoo. — — Pohjoismaisen sdhkomarkkinan hintavaihtelun lisdksi tulokseen
vaikuttaa Uniperin onnistuminen kaasu- ja sidhkokaupoissa. Kaasun tukkukau-
passa hinnan volatiliteetti [varianssi] on Fortumille hyvé asia. Kaasun hinnalla
on vahemmdn merkitystd kuin silld, ettd se litkkuu.

(Kursivointi lisétty.) Hintavaihtelun voi ndhd& mahdollisuutena yliméiariisille
liikevoitoille.?® (]

Esimerkki. Osto-option arvo. Osto-option omaajalla on oikeus ostaa yhtion osake
ennaltaméédrittyyn hintaan tiettyna ajankohtana tulevaisuudessa. Jos osake on
tuolloin kalliimpi kuin hinta, jolla optiolla voi osakkeen ostaa, optiolla on arvoa.
Muulloin optiosta ei ole hyotyé ja option ostaja on maksanut turhasta. Osakkeen
hinnan suuri varianssi kasvattaa todennékéisyyttéd, ettd osakkeen hinta nousee
suuremmaksi kuin option méérittelemé hinta, jolla option omaaja voi osakkeen
ostaa. Mitd suurempaa osakkeen hinnan vaihtelu on, sitd todennédkéisempi kallis
osake jossain vaiheessa on ja sitd enemmén optiosta kannattaa maksaa. [J

FEsimerkki. Yhteiskuntaluokalla on taipumus periytya. Moni pitéisi suotavana,
etta liikkkuvuus yhteiskuntaluokasta toiseen olisi suurempaa eli etté siirryttéessa
sukupolvesta seuraavaan yhteiskuntaluokan varianssi olisi nykyista suurempi. [J

Esimerkki. Sadennusteen epivarmuus.®® Meteorologi Joanna Rinne bloggasi 7.6.
2019:

Ensi viikon ennuste: Lumisade vs. megahelle — kumpi voittaa? — — ennusteen
epdvarmuus on suurin, jonka muistan nahneeni — realistisia vaihtoehtoa ovat
seké kalseus, jopa lumisade, ettd tdméanhetkisidkin kuumemmat helteet! — — Ensi
viikon lopulla Suomen sddherruudesta kamppailee kaksi ilmamassa-aluetta, tie-
tokone-ennusteet eiviat vield tiedd kumpi néistd pdédsee meille. Toisen mukaan
meille tulisi kalseaa kesisaédté ja Lapissa jopa lumisadetta, toisen mukaan ti-
ménhetkisidkin kuumemmat helteet. — — En muista meteorologin urani aikana
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montaa kertaa ndhneeni ndin suurta vastakkainasettelua: joko erittdin viileda,
jopa kylmaéa, tai erittdin kuumaa. Vield ei ole mitédan keinoa kertoa, kumpi néistéa
toteutuu, vai toteutuuko kumpikaan.

Suuri satunnaisvaihtelu lampétilassa voi hankaloittaa ihmisten ja yritysten suun-
nitelmia suuresti, ja siitd on tarpeen varoittaa. [

Varianssi voi olla yhteiskuntaa perustavanlaatuisesti kuvaava suure. Varianssilla
voi olla yhteiskuntaan syvélle kayvia vaikutuksia.

Esimerkki.%° Dingin ja Savanin (2020) psykologisissa kokeissa altistus erilaisten
suureiden suuremmalle varianssille sai ihmiset vaatimaan kovempia tuomioita
epéeettisestd toiminnasta. Vastaavasti ihmiset, jotka kuvasivat maailman epé-
varmempana, kannattivat useammin kuolemantuomiota. [

Vaihtelumittoja on muitakin kuin téssi esitetyt kaksi (harjoitustehtévd). Lu-
vussa 7 on numeerisia esimerkkeji odotusarvon ja varianssin laskusta.

Jatkuvan satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi méaritellddn integraaleina

E(X):/ zf(z)de

o0
ja

V(x) = / (z — )2 f() da

oo

(kun ne ovat olemassa).

6.3 Satunnaismuuttujien lineaarimuunnosten odo-
tusarvo ja varianssi seka standardointi
Oletetaan, ettd X; on satunnaismuuttuja, jonka odotusarvo on p; ja ettd c ja
a; ovat vakioita (i = 1,...,n). Talloin:
E(cX;) = cE(X)) = cu,
E(c+ X;) c+ E(X;) = ¢+ i,
E(Xi + X;) E(Xi) + B(X;) = i + pj-
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Tulokset ponnahtavat odotusarvon mééaritelmésta. Yhtéloista seuraa, ettd sa-
tunnaismuuttujien lineaarimuunnoksen ¢ + Z?:l a;X; odotusarvo on

E (c—i—iaiXi) = c—i—zn:ai,ui
i=1 i=1

(harjoitustehtéva). Tulos ei edellytd satunnaismuuttujien X; riippumattomuut-
ta.

Olkoot X;:t riippumattomia satunnaismuuttujia, joiden varianssi on o2 (i =
1,...,n). Tallgin:

V(eX;) = AV(X;) = o2,
VO X)) = D V(X)) =D ok
=1 =1 =1

Ominaisuudet seuraavat varianssin mééritelmésta. Yhtaloistd saadaan riippu-
mattomien satunnaismuuttujien lineaarimuunnoksen varianssiksi

V (c + i aiX¢> = i ato?
i=1 i=1

(harjoitustehtéva).
Huom! Riippumattomien satunnaismuuttujien lineaarimuunnoksen keskiha-
jonta ei noudata ylla olevan kaltaista yksinkertaista kaavaa.

Kahden ei-riippumattoman satunnaismuuttujan summan varianssi on
V(Xl + XQ) = V(Xl) + V(Xg) =+ QC(Xl,XQ).

C(X1, X2) méadritellaan jaksossa 6.5.

Téarked lineaarimuunnos on standardointi. Olkoot satunnaismuuttujan X
odotusarvo y ja varianssi 2. Standardoitu satunnaismuuttuja on

X —p

g
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Sen odotusarvo on 0 ja varianssi 1:

E(X”) e = e = Lo =0

g g

ja
2

7 _1.

V(XU_“> :$V(X—,u):$V(X):§

Lukematon méaéara tilastollisia menetelmid ja testejd perustuu standardoinnille.

6.4 Vinous

Odotusarvo

X —p\’ _ E(X-—p?
(%) -
o o
mittaa jakauman vinoutta (skewness). Jos satunnaismuuttujan arvot jakautuvat
peilikuvamaisesti odotusarvon ympérille, jakauma on symmetrinen ja vinous on
0. Jos satunnaismuuttuja saa odotusarvoaan paljon suurempia arvoja (z—p > 0)
todennikoisemmin kuin vastaavia pienempid arvoja (4 — x), odotusarvo ylla
tapaa olla positiivinen. Jakauma on t&lléin vino oikealle. Jos odotusarvo ylla on
negatiivinen, jakauma on vino vasemmalle. Vinous voi olla 0, vaikka jakauma ei
olisi symmetrinen odotusarvon ympaérilld. Keskihajonta ¢ nimittéjassa poistaa
satunnaismuuttujan mittayksikon vaikutuksen.

Esimerkki. x?- ja F-jakaumien vinous. Kuviin 6.2 ja 6.3 on piirretty oikealle
vinoja x?(d)- (d = 2,5,15,25) ja F(d, 100)-jakaumia (d = 5,10,15,50) ja kir-
jattu kunkin vinous. Jakaumien symmetrisoituessa vinous pienenee. Jakaumat
kuvataan tarkemmin jaksoissa 7.2.2 ja 7.2.4. [

6.5 Satunnaismuuttujien korrelaatio

Useimmiten tutkitaan monia muuttujia. Niiden vilisten suhteiden mittaaminen
ja kuvaaminen on oleellinen osa tilastotiedetta.

Tunnetuimpia tilastotieteellisia késitteitd on korrelaatio (correlation). Kah-
den satunnaismuuttujan X; ja Xy vilisen lineaarisen yhteyden vahvuutta mi-
tataan usein korrelaatiokertoimella (correlation coefficient), tai lyhyemmin kor-

relaatiolla, p:
C(Xy,X
po SXLXs)
V(X1)V(X2)
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Kuva 6.2: x?(d)-jakauman vinous
(d = 2,5,15,25).

Kuva 6.3: F(d,100)-jakauman vi-
nous (d = 5,10, 15, 50).

Téassa
C(X1, X2) = E(Xy — p1) (X2 — p2) = E(X1 X2) — papia.

Suuretta C(X7, X2) kutsutaan muuttujien X; ja Xs kovarianssiksi (covariance).
Alaindekseilld osoitetaan joskus, minkd muuttujien korrelaatiosta on kyse (esim.
pXqu)'

Kovarianssi poimii X7:n ja Xo:n lineaarisen yhteyden etumerkin ja suuruu-
den. Keskihajonnat [V(X1)]'/? ja [V(X5)]'/? skaalavat kovarianssin niin, etté
korrelaatiokerroin saa arvoja valilla [—1,1]. Arvo 0 vastaa tilannetta, ettd line-
aarista riippuvuutta ei ole. Positiivisen korrelaation tilanteessa satunnaismuut-
tujat X7 ja Xy tapaavat vaihdella samansuuntaisesti; negatiivisen korrelaation
tilanteessa vastakkaissuuntaisesti. Adritapauksissa p = 1 tai p = —1 lineaari-
nen riippuvuus on taydellistd. Muuttujia sitoo télldin ei-satunnainen lineaarinen
yhtdls (Xo = a + bX7, jossa a ja b # 0 ovat vakiota).

Satunnaismuuttujat voivat olla riippuvia, vaikka ne eivit korreloisi eli nii-
den korrelaatio olisi 0 (jakso 8.2). Korrelaatio on vain lineaarisen riippuvuuden
mitta. Kuva 7.14 jaksossa 7.5 havainnollistaa korrelaatiota, ja kuva 8.4 jaksossa
8.2 selventdéd, millaista riippuvuutta korrelaatio mittaa ja millaista ei.






Luku 7

Todennakoisyysjakaumia

Ne, jotka rakastuvat kaytédntoon vailla teoreettista tietoutta, ovat kuin merimies,
joka astuu laivaan vailla perédsintd tai kompassia eikd voi koskaan olla varma,
mihin laiva on menossa. Kiytannon tulee aina perustua teoriaan.6!

Leonardo da Vinci (1452-1519)

Todennékéisyysjakaumien avulla voidaan laskea todennékéisyys mité erilaisim-
mille tapahtumille. Oleellista on taito valita sopiva todennakéisyysjakauma ku-
hunkin tilanteeseen. Todennédkédisyysjakauma on tilastollisen pédattelyn téarkein
tyokalu. Luvussa kuvataan yleisimpid todennédkdisyysjakaumia diskreeteille ja
jatkuva-arvoisille satunnaismuuttujille sekd niiden todennékdéisyysjakaumien va-
lisid yhteyksié.

Havaintojen sanotaan joskus noudattavan tiettyd jakaumaa, vaikka havain-
not ovat satunnaismuuttujien toteumia eivitkd satunnaismuuttujia. Téllaisia
ilmaisuja kédytetddn paikoin myos tésséd luentomateriaalissa.

7.1 Diskreetteja jakaumia

7.1.1 Bernoulli-jakauma

Bernoulli-kokeessa on kaksi tulosvaihtoehtoa: A tapahtuu tai ei. Bernoulli-sa-
tunnaismuuttuja (X) saadaan, kun tulosvaihtoehtoihin liitetddn luvut 1 (ta-
pahtuu) ja 0 (ei tapahdu). Bernoulli-satunnaismuuttujan jakauman méérittelee
parametri 7, joka on todennikéisyys 1:lle eli tapahtumiselle. Jos X noudattaa
Bernoulli-jakaumaa parametrilla 7, merkitdan X ~ B(m).

101
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Bernoulli-jakautuneen satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi ovat 7 ja
m(l—m):
EX)=rx14+(1-7m)x0=7 (7.1)

VIX)=EX —p)?=EX -7 =ax(1—-7)*+(1—7) x (0—m)?

(7.2)

=a(l-n)+7Q-m)=7(1-m)1—m+7)=n(1l —7).
Yl on varianssin mééritelméssi E(X — pu)? merkitty odotusarvoa p:lli. Ber-
noulli-jakautunut satunnaismuuttuja on yksinkertaisin mahdollinen satunnais-
muuttuja. Tapahtumaa tai tapahtumattomuutta kuvataan monesti ilmaisuilla
“onnistuminen” tai “epaonnistuminen”, “voitto” tai “havio”, “sairastuminen”
tai “pysyminen terveend” jne.

Esimerkki. Lantin heitto (jatkoa). Kuvataan “kruuna” ykkoseksi ja “klaava” nol-
laksi. Lantin heitto -satunnaismuuttuja X on Bernoulli-jakautunut parametrilla
7 = 0.5. Satunnaismuuttujan X odotusarvo ja varianssi ovat 0.5 ja 0.5% = 0.25.

Tapahtumaa, joka vastaisi 0.5:ttd, ei ole. Odotusarvoa vastaava tapahtuma
ei ole vilttdméatta “yleinen” tai edes mahdollinen. [

Bernoulli-satunnaismuuttujan pistetodennékéisyysfunktio on

T -z T josx =1,
PX =2) =7°(1 —m)! { 1—m, josxz=0.

Ensimmaéaisen yhtdsuuruusmerkin jalkeinen muoto on avuksi binomijakaumaa
johdettaessa (jakso 7.1.3). Kuva 7.1 havainnollistaa Bernoulli-jakaumaa m:n ar-
voilla 0.2, 0.4, 0.6 ja 0.8.

7.1.2 Diskreetti tasainen jakauma

Satunnaismuuttuja X noudattaa diskreetlia tasaista jokaumaa, jos sen pisteto-
dennékoisyysfunktio on

josx =x1,...,2k,

muutoin.

1
PX=2)={ Kk
0,
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7.1 Diskreettejd jakaumia
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Kuva 7.1: Bernoulli-jakautuneen satunnaismuuttujan pistetodennékoisyysfunk-
tioita m:n arvoilla 0.2, 0.4, 0.6 ja 0.8.

Mikali luvut 1, ...,z ovat perdkkiisid kokonaislukuja, kéitevéit esitysmuodot
odotusarvolle ja varianssille ovat

E(X) = (21 +2x)/2
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ja
V(X) = [(zg — 21 +1)% = 1]/12
(esim. Tijms 2012, 313).

Lukujen 21, ...,z ollessa perdkkéisid kokonaislukuja odotusarvo on
k—1 k—1
x1+1 1 . 1k2(k7].) k—1 1 +x1+k—1
E(X) = Z =z 4~ Z —z - —o 4 _
(X) kT T T T T 2
i=0 =0
oz —+ xk
5 .

ko
i=1"

Y14 on hyédynnetty kaavaa Elei = k(k + 1)/2. Sen todistus: Merkitdén S = Z
Selvastikin patee
S=142+---+(k-1)+k ja S=k+(k-1)+---+2+1.
Lasketaan yhtalot puolittain yhteen. Saadaan
2S=k+D)+*k+)+ -+ (k+1)+(k+1)=k(k+1).

Ratkaistaan S:
k(k+1)

2

S =

Esimerkki. Nopan heitto (jatkoa). Nopan silméluku (X) on diskreetisti tasai-
sesti jakautunut satunnaismuuttuja. Kunkin silméluvun todennékoisyys on 1/6.
Silméluvun odotusarvo ja varianssi ovat

6
1 1 1
E()():Zix6:1><6+-.-+6><6:3.5 ja
=1

6
V(X) =) (i-35)%x
i=1
Ne voi laskea kitevimmin ndin: (1+6)/2 = 3.5ja [(6 —1+1)? —1]/12 = 35/12.
(I

1
:(1—3.5)2><6+~--+(6—3.5)2>< ~ 2.92.

1_
6 1

[

7.1.3 Binomijakauma

On tehty tai havaittu n riippumatonta samanlaista Bernoulli-koetta (kussakin
tapahtumatodennikoisyys on 7). Téllaista yhdistettyd koetta kutsutaan bino-
mikokeeksi (binomial experiment). Merkitddn tapahtumien lukuméaérad binomi-
kokeessa y:114 (0 < y < n). Sen pistetodennékéisyys on

P(Y =y) = <Z> (1 — 7). (7.3)
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Jakaumaa kutsutaan binomijakaumaksi (otoskoolla n ja parametrilla 7) ja sitd
merkitddn Bin(n, 7).

Selitys pistetodennékoisyydelle (7.3): Kaikkien n:n pituisten tapahtumajo-
nojen, joissa on y tapahtumaa, todennikoisyys on 7¥%(1 — )" ¥. Esimerkiksi jos
kolme ensimmadisté koetta onnistuvat, seuraava epdonnistuu ja kaksi viimeisté
koetta onnistuu ja epdonnistuu ja onnistumisia on yhteensé y, havaitun tapah-
tumajonon todennikoisyys on

rrm(l—m) X - xw(l—m)=aY(1l —7)" Y.

Muoto oikealla saadaan kokoamalla tulon termit. Jarjestyksestd riippumatta
muoto oikealla pétee, jos onnistumisia on y kappaletta. (Vrt. uhkapelurin virhe-
padtelma jaksossa 4.5.) Vaihtoehtoisia jarjestyksié y:lle onnistumiselle ja n—y:lle
epédonnistumiselle on binomikertoimen (Z) mukainen madra. Kukin jarjestys on
erillinen. Todennékoisyys P(Y = y) saadaan erillisyyden perusteella laskemal-
la kaikkien mahdollisten jonojen, joissa on y onnistumista, todennédkoéisyydet
yhteen:

PY =y) =n¥(1—m)" Y4 41— )" Y = <”)7ry(1 — ),

Y

Merkitaan binomijakauman taustalla olevia yksittédisid Bernoulli-satunnais-
muuttujia X;:114 (saa arvon 1 tai 0). Talloin Y = Y | X;. Nyt voidaan pédtelld
binomijakautuneen satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi nr ja nw(1—m):

E(Y) = E(Z X;) = Z E(X;) = Zw =nr (7.4)

ja n n n
V)=V X)) =) V(X)) =) r(l—-m)=nx(l-7). (7.5

i=1 i=1 i=1

Ylle on sijoitettu Bernoulli-satunnaismuuttujan odotusarvo 7 ja varianssi 7(1 —
m) kaavoista (7.1) ja (7.2). Varianssin laskussa on hy6édynnetty oletusta satun-
naismuuttujien X; riippumattomuudesta.

Binomijakauma on epdsymmetrinen, paitsi jos 7 = 0.5. Kuva 7.2 havainnol-
listaa binomijakauman pistetodennikoisyys- (P(Y = y)) ja kertyméfunktiota
(F(y)) mmn arvoilla 0.2 ja 0.8, kun n = 8.52 Pistetodenniikdisyysfunktiot ovat
toistensa peilikuvia, koska ne méaarittiavat parametriarvot sijaitsevat yhta kau-
kana 0.5:sta.
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Kuva 7.2: Binomijakautuneen satunnaismuuttujan pistetodennékoéisyys- ja ker-
tyméafunktiot 7m:n arvoilla 0.2 ja 0.8, kun n = 8.
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Havaintojen poimiminen ei saa vaikuttaa tapahtuman todenndkoéisyyteen
my6hemmin, jotta satunnaismuuttuja voisi olla (likimain) binomijakautunut.
Tallaisia ovat tilanteet, joissa kukin poimittu alkio palautetaan takaisin perus-
joukkoon tai perusjoukko on ddrettémén (tai hyvin) suuri, jolloin alkion poimin-
ta ei vaikuta mitddn (tai vaikuttaa mitdttomésti) seuraavan Bernoulli-kokeen
tuloksen todennékoisyyteen.

Binomijakauma on sovellusten kannalta tdrkeimpid jakaumia. Yksi syy on,
ettd binomijakauma kuvaa luontevasti monia ilmi6ita. Toinen syy on, ettd mo-
nesti kiinnostuksen kohde on osuus Y/n. Sen jakauma on skaalausta vaille sa-
ma kuin Y:n, kun n on kiinted. Y on vain jaettu vakiolla osuuden laskemiseksi.
My®6s jakauman yksinkertaisuus on ilmeinen syy sen suosiolle. Siksi silld approk-
simoidaan monia tilanteita, jotka ovat ldhes mutteivit tdsmélleen kuvattavissa
binomijakaumalla.

Olkoon satunnaismuuttuja Y binomijakautunut: ¥ ~ Bin(n, 7). R laskee
binomitodennékoisyyden tapahtumille Y = y ja Y < y késkyilla

dbinom(y,n,7) ja  pbinom(y,n,m),
kun niihin sijoittaa sopivat arvot.

Esimerkki. Kortin peluu (jatkoa). Vedetdan hyvinsekoitetusta korttipakasta sat-
tumanvaraisesti kortti, katsotaan se, palautetaan kortti pakkaan ja sekoitetaan
pakka. Toistetaan tdma 5 kertaa. Lasketaan todenndkoisyydet, ettd kuninkaita
tulee 0, 1, 2, 3, 4 tai 5 kappaletta sekéd todennékéisyys, ettéd ainakin 1 nostetuista
korteista on ollut kuningas.

Kukin kortin nosto on Bernoulli-koe, jossa tapahtuman “kuningas” toden-
nékoisyys on 4/52 = 1/13. Lasketaan kysytyt binomijakauman pistetodenné-
koisyydet (Y on “kuninkaiden lukumééara”):

P(Y =0) = <g) (113>0 <1 - 113)50 = Gg)B = 0.6701769,

o == (Y (5) (12 8) " =5 e (22) “oarmase
== (3) (5) (1-2) " w10 () (2)' = oosssios
P(Y =3) = <§) (113>3 <1 - 113)53 =10 x (113>3 x G;)Q = 0.003878339,
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4 5—4 4
5\ /1 1 1 12 ,
P(Y =4) = (4) (13> <1 — 13) =5 x <13) X 13 = 00001615974 ja

5 1\% 1\5°5 1\°
— f— — _— — = —_— = . 1-
P(Y =5) (5> (13> (1 13) (13) 0.00000269329

Todennékoisyydet on saatu sijoittamalla 7 = 1/13 ja n = 5 kaavaan (7.3) ja
laskemalla ne R-komennoilla dbinom(0,5,1/13), dbinom(1,5,1/13) jne.

Todennékéisyys saada ainakin 1 kuningas on todennakoisyys saada 1 tai
enemmén kuninkaita. Erillisten tapahtumien yhteenlaskusiaéannon (4.5) perus-
teella todennékoisyydet néille tapahtumille voidaan laskea yhteen:

0.279 + 0.047 + 0.004 + 0.000 + 0.000 = 0.330.

Tulos 0.330 saataisiin helpommin laskemalla se vastatapahtuman todennakoi-
syyden (P(Y = 0)) avulla:

1—P(Y =0)=1-0.6701769 ~ 0.330.

Todetaan lisdksi, ettd odotusarvo ja varianssi kuninkaiden lukuméaralle ovat
noin 0.385 ja 0.355 (kaavat (7.4) ja (7.5)):

1 5 .
1 12 60
V(YY) = — X — = — ~(0.355.
(Y)=5x 13 X 13 = 169 0.355

O

Esimerkki. Asumisriidat lapsista kardjioikeuksissa. Oikeuspoliittinen tutkimus-
laitos (nykyinen Kriminologian ja oikeuspolitiikan instituutti) tutki kardjéoi-
keuksien péaéatoksia lapsen asumisesta ajalla 14.11.2005-13.2.2006 (529 havain-
toa). Tutkitaan padtoksia, joissa lapset méadrittiin asumaan vain jommankum-
man vanhemman luona. Niissd lapsi osoitettiin asumaan 35:ss8 isdn ja 83:ssa
didin luona (118 havaintoa).5 Vastaavat prosenttiosuudet ovat noin 29.7 ja
70.3. Oletetaan, ettd kardjidoikeudet ylipddnsd méadriisivat lapset asumaan eri
sukupuolta olevien vanhempien luona yhtd todennékoisesti eli prosenttiosuuk-
silla 50 ja 50 ja ettd paatokset olisivat riippumattomia. Miké olisi odotusarvo
lapsille, jotka oikeus osoittaa asumaan isdn luona? Enté didin luona? Mika oli-
si todennékoisyys, ettd 118:n suuruisessa satunnaisessa aineistossa 35:ssd tai
vahaisemmaéssd lukuméardssa lapset maaratdan asumaan isén luona?
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Kukin paédtos voidaan mieltdd Bernoulli-kokeena ja péatosten lukumadra
ajatella binomijakautuneeksi. Paatokset ajatellaan poimituiksi ddrettoméasta maa-
ristd potentiaalisia padtoksi, joita kédrdjaoikeudet olisivat voineet tehda.

Binomijakauman mukaan odotusarvo seké isén ettd didin luokse osoitetta-
vien lasten lukumé&érille on 118 x 0.5 = 59 (kaava (7.4)). Kysytty todenndkéi-
syys saadaan laskemalla Bin(118,0.5)-jakauman kertyméfunktion arvo pisteessé
35. R-kasky

pbinom(35,118,0.5)

antaa téksi todennékéisyydeksi noin 0.000006. Jos m = 0.5, niin havaittu luku-
méidrd 35 on poikkeuksellisen pieni. [

7.1.4 Multinomijakauma

On tehty tai havaittu n riippumatonta koetta. Kussakin kokeessa on ¢ tulos-
vaihtoehtoa tai luokkaa, jonka todennékdisyys on m; (3 ;_, m; = 1). Satunnais-
muuttuja koostuu frekvensseistd eli lukumaééristd N; kussakin luokassa eli on
moniulotteinen (3 ;_; N; = n). Havaitun tapahtumajonon todennékdisyys on

jossa n;:t ovat lukumaééaria, joilla . tulosvaihtoehto on toteutunut. Todennakoi-
Syys on sama riippumatta jérjestyksesté, jossa tulosvaihtoehdot ovat toteutu-
neet, jos n;:t ovat samat. Tapahtumajonoja on yhteensé

n!
nilna! ... n.!

(kaava (5.6)). Ne ovat erillisié, joten todennékoisyys n;:lle havainnolle luokassa
1, na:lle havainnolle luokassa 2 jne. on

n!

P(N]_ =N, N2 =nNn2,... 7]\fc = nc) = mﬂ'?lﬂ'gz . 77?0 (76)
(>°i_; N; = n). Jakaumaa kutsutaan multinomijakaumaksi (otoskoolla n ja
parametreilla 7y, ..., 7.), ja sitd merkitddn Mul(n,nq,..., 7). Jakauma mé&a-

raytyy (¢ — 1):std m;-parametrista; viimeinen voidaan ratkaista rajoituksesta

Yimimi=1.

Luokan ¢ lukumééaran odotusarvo ja varianssi ovat
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ja
V(Nl) = 7’L7Ti(1 — 7Ti).

Ne seuraavat binomijakaumasta: Luokan ¢ lukumééara on binomijakautunut kar-
keistamalla multinomijakauman luokkajako kahdeksi: ¢. luokaksi ja muiksi luo-
kiksi.

Pearsonin y2-testi (jakso 12.2) on kiytetyimpi tilastollisia testeji. Sité kiy-
tettdessd aineisto voidaan monesti ajatella syntyneeksi multinomijakaumasta. Se
on relevantti lukuisissa muissakin yhteyksissa kuten kyselytutkimuksissa.

Esimerkki. Puoluekannatus. Tehddén otantatutkimus dénestysikiisten suoma-
laisten puoluekannoista. On péadtetty selvittda 1 000:1ta riippumattomasti ja sat-
tumanvaraisesti poimitulta déanestysikéiseltd (kullakin yhtdsuuri todennikoisyys
tulla poimituksi otokseen) kannattavatko he vasemmistoa, keskustaa vai oikeis-
toa (V, K ja O). Kukin haastattelu on koe, jossa on kolme tulosvaihtoehtoa.
Kunkin haastattelun jéalkeen haastateltu palautetaan perusjoukkoon ja hénet
saatetaan haastatella uudestaan, jos hin tulee poimituksi mychemmin.64

Otantatutkimus tuottaa kolmesta luokasta koostuvan taulukon alla. Haas-
tattelujen jarjestyksesté riippumatta kaikki tulosvaihtoehtojonot, joissa olisi yh-
td monta havaintoa kutakin puoluekantaa, olisivat yhtd todennakoisia.

Vv K 0
[320 [ 350 [ 330 |

Oletetaan, ettd kunkin luokan todennikoisyys on 1/3 eli ettd vasemmistolla,
keskustalla ja oikeistolla on yhté suuri kannatus. (Poliittinen kanta noudattaa
diskreettis tasaista jakaumaa.) Havaittujen kannatuslukuméérien todenndkoi-
syys on talloin kaavan (7.6) mukaan noin 0.0004. Se on laskettu R:n komennoilla

x <- c(320, 350, 330)

prob <- c(1/3, 1/3, 1/3)

dmultinom(x,size=1000,prob)
Téllaisen yksittdisen luokkafrekvenssikombinaation todennékéisyys on tyypilli-
sesti hyvin pieni. Mielenkiintoisempi on esimerkiksi kysymys, mika on todenné-
koisyys havaita vasemmistolle 32 %:n tai sitd pienempi kannatus, jos todellisuu-
dessa vasemmiston kannatus on 33.33 %. Tahén kysymykseen vastaus voidaan
laskea binomijakauman kertyméafunktiosta ajatellen kyselya binomikokeena, jos-
sa on kaksi vaihtoehtoa “vasemmisto” ja “muut” vasemmiston todennékoisyy-
den ollessa 1/3. Kysytty todennikoisyys on noin 0.19 (laskettu R:n késkylla
pbinom(320,1000,1/3)). Ei ole poikkeuksellista havaita 1000 henkil6d kattavas-
sa otantatutkimuksessa 32 %:n kannatus puolueelle, jonka kannatus on todelli-
suudessa 33.33 %. O
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7.1.5 Hypergeometrinen jakauma

Hypergeometrinen jakauma on erityisen relevantti tilanteissa, joissa perusjoukon
koko on pienehkd ja havainnot poimitaan perusjoukosta palauttamatta niité
sithen poiminnan jélkeen. Kukin poiminta on Bernoulli-koe muttei riippumaton
sellainen. Jakaumalla on my6s muuta kédyttod. Jakauma tavataan perustella
pallojen poimimis -analogialla.

Pussissa on [ liillaa ja m mustaa palloa. Poimitaan pussista yksitellen sattu-
manvaraisesti n palloa palauttamatta niitd pussiin. Hypergeometrisen jakauman

pistetodennédkodisyydet
LG
Yy, \n—Yy
PlY =y) = :
Y =y) T (7.7)
n

ovat todennakoisyyksid saada y liillaa palloa. YIA0 <y <lja0<n—y < m;
muulloin P(Y = y) = 0.

Jakauman (7.7) johto: Kaikki poimitut pallokombinaatiot ovat yhtd toden-
nékoisia. Erilaisia n pallon kombinaatioita on (H;Lm). Liiloista palloista voidaan

poimia y palloa (11,) tavalla. Mustista palloista saa n — y pallon erilaisia kombi-
naatiota (nTy) Kombinaatiot liiloista ja mustista palloista voidaan muodostaa
toisistaan riippumattomasti, joten kertolaskuperiaatteesta seuraa, etté erilaisia
tapoja muodostaa y liilan ja n — y mustan pallon kombinaatiota on (f/) (nTy)
Suhteuttamalla se klassisen todennékéisyyden méédritelmén mukaisesti kaikkien
mahdollisten kombinaatioiden lukuméarasn saadaan y liilan pallon poimimisto-
dennéakoéisyydeksi kaava (7.7).

Merkintd Y ~ HG(l,m,n) tarkoittaa, ettd satunnaismuuttujan Y pisteto-
dennékoisyydet ovat kaavan (7.7) maaraamat. Hypergeometrisesti jakautuneen

satunnaismuuttujan odotusarvo ja varianssi ovat

E(Y)=nx T =T (7.8)
ja
l m l+m—n l+m—n
V(YY) = = 1— _ .
(Y) nxl—f—mxl—f—mxl—i-m—l n( 7T)><l+m_1 (7.9)

(esim. Lindgren 1976, 169-170). Y14 7 on todennékdisyys saada liila pallo en-
simmaéiselld nostolla.
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Osoitetaan, ettd todennikéisyys saada liila pallo my6s 4:114 nostolla on 7 (i = 1,...,n) ja ettd
E(Y) = nw. Méaritellddn satunnaismuuttuja X;:
1, jos pallo on liila . nostolla,
X; =

0, jos pallo on musta 7. nostolla.

Pallot (n kappaletta) voidaan poimia
I+m)(l+m—-1)---l+m—-(n—-1)]=0+m)(l+m—-1)---(+m—n+1)
jarjestyksessé (ajatellen palloja yksiloind; kaava (5.2)). Kaikki permutaatiot ovat yhtd toden-

nakoisid. Permutaatioita, joissa i. pallo on liila, on
Wl4+m—-1)-[l4+m—-—(n-]=ll+m-1)---(I+m-—n+1).

Y114 <. liilaksi palloksi on ! vaihtoehtoa. Loput n — 1 palloa voidaan jarjestdd (I+m—1)--- (I+
m—n-+1) tavalla. Todennékoisyys, etta i. pallo on liila, on permutaatioiden lukumééréa, joissa
ehto toteutuu suhteessa kaikkien permutaatioiden lukuméarain:

(l+m—-1)---(l4+m—-n+1) 1
+m)l+m—1)---(I+m-n+1) I+m

P(X;=1) =

Liilojen pallojen lukumé&éara n:ssid nostossa on Y = Z?:I X;. Sen odotusarvo on

n

n n
E(Y) = E( E X;) = E E(X;) = E T = nm.
i=1 i=1 i=1
Satunnaismuuttujat X; eivit ole riippumattomia, mutta se ei vaikuta odotusarvo-operaattorin
kayttoon.
Vastaava summan varianssin laskusiddnto edellyttdd summattavien satunnaismuuttujien
riippumattomuuden. Liilojen pallojen lukumé&dran varianssin lasku on monimutkaisempi ja
sivuutetaan.

Esimerkki.%® Liilojen ja mustien pallojen poimiminen. Pussissa on sekaisin 3
liilaa ja 7 mustaa palloa. Poimitaan 3 palloa pussista palauttamatta niitd pussiin
nostojen jalkeen. Maéaritelladn satunnaismuuttuja X;, joka saa arvon 1 tai 0, jos
1. pussista nostettu pallo on liila tai musta.

Todennékoisyys, ettd 1. pussista nostettu pallo on liila, on 3/10.

3 3
S 3+7 10

Osoitetaan, ettd todennikoisyys 3. pussista nostetun pallon liilluudelle on
my6s 3/10. Liila pallo voi tulla kolmantena 2 x 2 x 1 = 4:114 eri tavalla (1. ja 2.
pallolle 2 vaihtoehtoa ja 3. pallolle 1). Kokonaistodennékoisyyden lakia (4.14)
soveltamalla saadaan todettu tulos:

P(X1)

P(X3) = P(“0017) 4+ P(“0117) + P(1017) + P(¥1117)
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T 6 3 7 3 2 3 7 2 3 2 1 3

T s T10 9 8 T 0 9 8 10 9 8 T 100
Esimerkiksi “001” tarkoittaa, ettd on nostettu ensin kaksi mustaa ja kolmanneksi
liila pallo.

Huom! Todennékoisyys, ehdolla aiempien nostojen tulokset, ylipadénsé poik-
keaa edelld lasketusta ehdollistamattomasta todennékéisyydesta. Jos on nostet-
tu 3. ensimmaéiselld nostolla liila pallo, todennékéisyys, ehdolla aiemmat nostot,
nostaa seuraavaksi liila pallo on 0.

Tulos yleistyy: Jos palloja on n, liilan pallon nostamisen todennékoisyys on
sama kaikilla i:n arvoilla, i = 1,...,n. [

HG(1, m, n)-jakauman pistetodennékoisyyden ja kertyméfunktion arvon lukuar-
volla y voi laskea R:114 komennoilla

dhyper(y,1l,m,n) ja  phyper(y,1l,m,n).
Komentoihin sijoitetaan {:n, m:n ja n:n arvot.

Esimerkki. Kortin peluu (jatkoa). Vedetdan hyvinsekoitetusta korttipakasta sat-
tumanvaraisesti kortti ja katsotaan se, muttei palauteta sitd pakkaan. Toiste-
taan tdma 5 kertaa (jaetaan pelaajalle “kési”). Lasketaan todennékoisyydet,
ettd kuninkaita tulee 0, 1, 2, 3, tai 4 kappaletta (5 kappaletta ei voida saa-
da, koska kortteja ei palauteta pakkaan) sekd todennékoisyys, ettd ainakin 1
nostetuista korteista on kuningas.

Kortin nostojen tulos on hypergeometrisesti jakautunut, koska kortteja ei
palauteta pakkaan nostojen jilkeen. Pistetodennékéisyydet ovat:

PY=0) = (325%8) ~0.658842, P(Y =1)= (11?5%8) ~ 0.2994736,
P(Y =2) (;l>5( ) ~0.0399298, P(Y =3) = (§>( ) ~ 0.0017361
(5) ()

(4> 48)
4/\ 1
P(Y =4) ~ 0.0000185.

(5)



Todennékéisyysjakaumia 114

Todennékoisyydet voidaan laskea R:n choose(,)-komennon avulla. Esimerkiksi
todennakoisyys 0.658842 on laskettu kaskylla

choose(4,0)*choose(48,5)/choose(52,5)

Saman tuloksen saa R:n hypergeometrisia pistetodennékoisyyksid tuottavalla
kaskylla

dhyper(0,4,48,5)

Siind 0 on tapahtumien lukumaééra, jolle pistetodennékéisyys lasketaan, 4 on ku-
ninkaiden lukumééra pakassa (edella liilat pallot pussissa), 48 on muiden kort-
tien lukuméira pakassa (edelld mustat pallot pussissa) ja 5 on pakasta vedet-
téavien korttien lukuméira (poimittujen pallojen lukuméira edelld). Kéaskyssa
ei tarvitse madritelld muista korteista nostettavien korttien lukumaéaraa, koska
se madrdytyy nostettavien kuninkaiden ja yhteensé nostettavien korttien luku-
maarista.

Todennékoisyys, ettd ainakin 1 nostetuista korteista on kuningas, on noin
0.341:

0.2994736 + 0.03992982 + 0.001736079 + 0.00001846893
= 0.341158
=1-0.658842.

Todennékoisyys on laskettu ensin tapahtumien erillisyyteen (kaava (4.5)) pe-
rustuen ja lopuksi lyhyemmin vastatapahtuman todennékoéisyyden kautta.

Todennékoisyydet poikkeavat vihan aiemmasta kortin peluu -esimerkista,
jossa kukin vedetty kortti palautettiin pakkaan ja kuninkaiden lukumééra nou-
datti binomijakaumaa. Todenndkoisyys jadda ilman kuningasta on téssd pie-
nempi (0.659 < 0.670), koska kortteja pakasta vedettéessi on todenndkoisem-
péd, ettd saadaan muu kortti kuin kuningas. Se kasvattaa todennikoisyyttéd
saada myohemmin kuningas. Myoskadn todennékoisyys saada 1 tai enemmaén
kuninkaita ei poikkea juurikaan esimerkeissa (0.341 > 0.330), vaikka binomija-
kautuneessa tilanteessa on mahdollista saada 5 kuningasta. Sen todennékoisyys
on merkityksettomén pieni. Odotusarvo kuninkaiden lukuméérélle on sama kuin
binomijakautuneessa versiossa (kaavat (7.4) ja (7.8)). O

Esimerkki.% Toisiaan tuntemattomat Antti ja Anna tutustuvat miljoonakau-
pungissa — vaikkapa padkaupunkiseudulla. Molemmilla on 500 tuttua kaupun-
gissa. Oletetaan, ettd molempien tutut voidaan ajatella yksinkertaisiksi satun-
naisotoksiksi (jakso 8.3) kaupunkilaisista. Mikid on todennékoéisyys, ettd Antilla
ja Annalla on ainakin yksi yhteinen tuttu?
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Hahmotetaan tehtéva pallojen poimimis -analogian avulla. Pussissa on 500
liillaa (Antin tuttua) ja 999 500 mustaa palloa (muita kaupunkilaisia). Poimitaan
pussista 500 palloa (Annan tutut). Todennikdisyys saada ainakin 1 liila pallo
(yhteinen tuttu) on 1 miinus todennikoisyys, ettei saada yhtéaén liilaa palloa:

(500) (999 500)
0 500
1-— ~ 0.221.
1 000 000 0
500
Todennékoisyys Antin ja Annan yhteisille tutuille 0.221 on melko suuri.
Kombinaatioiden lukuméédrd osaméédrdssi on niin valtaisa, ettd R ei pysty
suorittamaan komentoa choose(500,0)*choose(999500,500) /choose

(1000000,500). Todennékéisyys (0.2212965) on laskettu komennolla
1-dhyper (0,500,999500,500). I

7.1.6 Poisson-jakauma

Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan Y ~ Poi(u) pistetodennékoisyysfunk-
tio on )
et
PY =y) = y!
0, muulloin.

y=20,1,2,... (7.10)

Y4 > 0 ja e on Neperin luku (= 2.71828). Téllaisen satunnaismuuttujan
odotusarvo ja varianssi ovat molemmat p:

E(Y) = V(Y) = . (7.11)

(esim. Blitzstein ja Hwang 2015, 161-162). Poisson-jakautunut satunnaismuut-
tuja saa kokonaislukuarvoja. Poi(u)-jakauman tyyppiarvo on int[u], jos p ei ole
kokonaisluku (int[z] on argumentin x kokonaislukuosa). Jos on, tyyppiarvoja on
kaksi: p — 1 ja pu.

Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan varianssi kasvaa odotusarvon kans-
sa. Se on intuitiivista: Poisson-jakautunut satunnaismuuttuja ei voi saada nollaa
pienempié arvoja. Alarajalla on merkitysté, jos odotusarvo on pieni. Jos odo-
tusarvo on suuri, satunnaismuuttujalla on enemmén tilaa vaihdella.

Jakauma on paljon kéytetty, koska silla voidaan approksimoida monia tilan-
teita. Taustalla on usein ajatus lukuisista kokeista pienelld todenndkéisyydel-
14, niin ettd lopputuloksena havaitaan kokonaislukuarvoinen satunnaismuuttu-
ja, jonka odotusarvo on u. Pienen todennékoisyyden voi tulkita intensiteettiné,
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jolla tapahtumia tulee esimerkiksi aikayksikossé, ja tarkasteltavana on tapah-
tumien lukumaéara aikavalilla. Lukumaééré voi yksinkertaisimmillaan noudattaa
binomijakaumaa, jolloin u = nm (tastd lisdd lisimateriaalissa alla). Tapahtumil-
la voi olla eri todennékdisyydet ja ne voivat jossain méédrin riippua toisistaan, ja
silti Poisson-jakauma péatee. Tuloksen johto sivuutetaan matemaattisesti vaati-
vana.

Jakauman soveltamista avittaa tulos riippumattomien Poisson-jakautunei-
den satunnaismuuttujien summalle: Jos Y7 ~ Poi(u1) ja Yo ~ Poi(us) ja Y7 ja
Y5 ovat riippumattomia, niin

Kuva 7.3 havainnollistaa Poisson-jakaumaa p:n arvoilla 0.5, 3, 15 ja 57.
Jakauma on hyvin vino oikealle, kun odotusarvo on pieni, mutta symmetrisoituu
odotusarvon suuretessa. Tyyppiarvo on 0, kun g = 0.5. Kokonaislukuarvoilla
u = 3 sekd p = 15 jakaumissa ndkyy molemmissa kaksi tyyppiarvoa (:n arvoilla
2 ja 3 seké 14 ja 15).

Esimerkki.5" Liikenteessa liikkuu paljon ihmisii, ja jokaisella on pieni todenné-
koisyys joutua liikenneonnettomuuteen. Lahtokohta viittaa Poisson-jakauman
mahdollisuuteen. Liikenneonnettomuudet eivét silti ole aivan luonteva Poisson-
jakauman sovellus, koska niissd monesti loukkaantuu monta ihmistd kerralla
mutta Poisson-jakauman taustalla ajatellaan olevan yksittéisid tapahtumia. Ja-
lankulkijoiden ja pyoréilijoiden liikennekuolemat tapahtunevat yksi kerrallaan.
Ne voisivat noudattaa Poisson-jakaumaa.

Seitsemén jalankulkijaa tai pyoréilijad on kuollut litkenneonnettomuuksissa
Tampereella noin kolmen vuoden aikana 1/2017-11/2019. Esimerkinomaisesti
ilmiotd enemmaén tutkimatta oletetaan, etta jalankulkijoiden ja polkupyoriilijoi-
den vuosittaiset kuolemat noudattavat Poi(2.3)-jakaumaa (7/3 = 2.3). Liiken-
nekuolemien pistetodennékoisyyksid on kuvassa 7.4. Se on piirretty R-kéiskyl-
14 barplot(dpois(0:10, 2.3), names=0:10, ylim=c(0,0.3)) (véri lisdtty).
Pistetodenndkoisyydet voidaan laskea sijoittamalla u = 2.3 ja y:lle yksi kerral-
laan arvot 0,1,...,12 kaavaan (7.10). Pistetodennikoisyydet saadaan yhdella
iskulla késkylld dpois(0:10, 2.3):

## [1] 0.1002588437 0.2305953406 0.2651846416 0.2033082253 0.1169022295

## [6] 0.0537750256 0.0206137598 0.0067730925 0.0019472641 0.0004976342
## [11] 0.0001144559

Vastaavat kertyméfunktion arvot laskee kisky ppois(0:10, 2.3):
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Kuva 7.3: Poisson-jakautuneen satunnaismuuttujan pistetodennékoisyysfunk-
tioita p:n arvoilla 0.5, 3, 15 ja 57.
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## [1] 0.1002588 0.3308542 0.5960388 0.7993471 0.9162493 0.9700243 0.9906381
## [8] 0.9974112 0.9993584 0.9998561 0.9999705

010
|

0.0a

o.00
L

| DD:=__
4 5 g 7 8 9 10

0 1 2 3

Kuva 7.4: Poi(2.3)-jakauman pistetodennékoisyyksia.

Mediaani sijaitsee 1:n ja 2:n valissé, tyyppiarvo on 2 ja odotusarvo on 2.3. Toden-
nékoisyys, etté lilkennekuolemia ei tapahdu lainkaan, on 0.10. Todennakéisyys,
ettd niitd tulee yli 5 on P(Y > 5) =1—P(Y <5) =1—0.9700243 = 0.0299757
eli noin 0.03. (Relevantit pistetodennékoisyys- ja kertyméfunktion arvot on pu-
nattu.) O

7.2 Jatkuvia jakaumia

7.2.1 Normaalijakauma

Téarkein jatkuva-arvoisen satunnaismuuttujan (X) jakauma on normaalijakau-

ma N(p,0?). Sen sijainnin ja muodon méiriivit odotusarvo p ja varianssi o2:

E(X)=p jaV(X)=c%
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Normaalijakautuneen satunnaismuuttujan tiheysfunktio on

s

2
f (.13) - \/%06 20

Jos p = 0 ja ¢® = 1, puhutaan standardinormaalijokaumasta N(0,1). Se
on taulukoitu lukuisissa oppikirjoissa. Lukemattomat tilastolliset tunnusluvut
voidaan muokata noudattamaan standardinormaalijakaumaa suurilla havainto-
madrilld. Standardinormaalijakautunutta satunnaismuuttujaa merkitdan usein
Z:la. Kuva 7.5 havainnollistaa normaalijakauman levittymistd varianssin o?
kasvaessa. Vili (—4,4) oleellisesti kattaa standardinormaalijakautuneen satun-
naismuuttujan vaihtelun.

2

varianssi

varianssi

Kuva 7.5: N(0, 0?)-jakautuneen satunnaismuuttujan tiheys- ja kertyméfunktioi-
ta (02 =1,1.5,2,2.5).

Esimerkki. N(0, 2.5)-jakauman 0.01. kvantiili —3.678 on pienempi kuin standar-
dinormaalijakauman 0.01. kvantiili —2.326. Kvantiilit on laskettu R-komennoilla
qnorm(0.01, 0, sqrt(2.5)) ja qnorm(0.01). O

Normaalijakaumalla on kétevd ominaisuus, ettd lineaarikombinaatio riippumat-
tomista normaalijakautuneista satunnaismuuttujista (X; ja X5) on normaalija-
kautunut:

a1 X1 + aaXo ~ N(aypi1 + agpo, a2} + a2o3). (7.13)

Téassé aq ja ae ovat vakioita.
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7.2.2 x?’-jakauma

Satunnaismuuttuja

d
X =372~ ()
=1

noudattaa y?-jakaumaa d vapausasteella. Kaavassa Z;:t ovat riippumattomia
standardinormaalijakautuneita satunnaismuuttujia. Kuva 7.6 havainnollistaa ja-
kaumaa. Pienilld vapausasteilla jakauma on vino oikealle mutta symmetrisoituu
vapausasteiden kasvaessa. x2(d)-jakautuneen satunnaismuuttujan odotusarvo ja
varianssi ovat d ja 2d. Jakaumaa kiytetiin muun muassa kuuluisan y2-testin
yhteydessi sekd varianssin suuruutta testattaessa (jaksot 12.2 ja 12.5.1). Seuraa-
vat kaksi jakaumaa voidaan médritelld standardinormaali- ja x2-jakautuneiden

satunnaismuuttujien avulla.

0.30
1

\ [vapausasteet o

025
1

020
I

)

015
1
o)

[vapausasteet d

0.05
1

000
1

Kuva 7.6: x2(d)-jakautuneen satunnaismuuttujan tiheys- ja kertymifunktioita
(d=1,2,3,6).

7.2.3 Studentin t-jakauma

Satunnaismuuttuja
Z

X/d

~ t(d)
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seuraa t-jakaumaa d vapausasteella. Y1la Z on standardinormaalijakautunut, X
on d vapausasteella y2-jakautunut satunnaismuuttuja ja Z ja X ovat riippumat-
tomia. Kuvassa 7.7 on t(d)-jakauman tiheys- ja kertyméfunktioita vapausasteen
d eri arvoilla. Jakauman hénnét ovat paksummat kuin standardinormaalijakau-
malla ja erityisesti, jos vapausasteita on vihan. Vapausasteiden kasvaessa kohti
ddretontd jakauma yhtyy standardinormaalijakaumaan. Jakaumalla on paljon
kayttod tilastollisessa péaattelyssa.

Esimerkki. t(1)-jakauman 0.01. kvantiili —31.82052 on tavattomasti pienempi
kuin standardinormaalijakauman 0.01. kvantiili —2.326. Vapausasteiden kas-
vaessa kvantiilit 1dhenevét: t(10)-, t(50)- ja t(250)-jakaumien 0.01. kvantiilit
ovat —2.764, —2.403 ja —2.341. Kvantiilit t-jakaumalle on laskettu késkyill&
qt(0.01,1), qt(0.01,10), qt(0.01,50) ja qt(0.01,250). O

vapausasteetd

vapausasteet d

Kuva 7.7: t(d)-jakautuneen satunnaismuuttujan tiheys- ja kertyméafunktioita
(d=1,5,10,100).

7.2.4 F-jakauma

Riippumattomista x2(dy)- ja x?(dz)-jakautuneista satunnaismuuttujista X ja
X5 ja niiden vapausasteista muodostettu osaméara

Xi/dy
XQ/dQ

~ F(dy,ds)
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on F-jakautunut vapausasteilla d; ja do. Eri vapausasteet voivat tuottaa hyvin
erimuotoisia jakaumia. F(1,ds)-jakautunut satunnaismuuttuja on t(ds)-jakau-
tuneen satunnaismuuttujan nelio:

xn oz [z 2N ,
Xo/dy  Xofdy VXa/dy [t(d2)]"-

Y1la X7 on standardinormaalijakautuneen satunnaismuuttujan Z nelio ja Xo
on siitd riippumattomasti x?(dz)-jakautunut satunnaismuuttuja.

Kuva 7.8 havainnollistaa F(d, 100)-jakaumaa d:n arvoilla 1, 2, 5 ja 10. Ku-
vasta 16ytyy nelididyn t(100)-jakautuneen satunnaismuuttujan tiheys- ja kerty-
méafunktioiden kuvaajat (dy = d =1 ja da = 100). F-jakaumaa kaytetdan muun
muassa variansseja testattaessa sekd varianssi- ja regressioanalyysissa (jaksot
12.5 ja luku 13).

vapausasteet (d,100)
— d=1 @
—= =2
--- =5

- d=10

7x)

(4,100)

Kuva 7.8: F(d, 100)-jakautuneen satunnaismuuttujan tiheys- ja kertyméfunk-
tioita (d = 1,2,5,10).

7.3 Keskeinen raja-arvolause

Olkoot X7, X5, ..., X, riippumattomia satunnaismuuttujia, joilla on odotusar-

vo E(X;) = p ja varianssi V(X;) = o2 > 0. Muodostetaan keskiarvo X =
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n~t 3" | X;. Sen odotusarvo ja varianssi ovat p ja o2 /n:

E(X)=E <n1 in> =n! i E(X:) =n"tnu=pu

ja

V(X) =V (Z anZ) = n 2V <Z Xl-> =02 V(X)) = n2no? = T
n
i=1 i=1 i=1
Standardoidun satunnaismuuttujan

X—p

In= i

odotusarvo on 0 ja varianssi 1:

X,u> 1 - 1 - 1

E(Z,) =E <
=0
ja

1 o of/n

V(Z,) =V (2%) - Uzl/nvo‘( ) = V) = 5=

Normaalijakauman suuri merkitys tilastotieteessa johtuu paljolti keskeises-
ta raja-arvolauseesta (Central limit theorem). Sen mukaan X;:den lukumé&drin
n kasvaessa kohti ddretontd Z,,:n jakaumaksi muodostuu standardinormaalija-
kauma. Suurilla n:n arvoilla pétee likiméérin

X —p
o/vn

“Keskeinen” tarkoittaa téssid perustavaa laatua olevaa. Keskiarvon X nor-
maalisuus péatee pitkalti riippumatta satunnaismuuttujien X;, joista keskiarvo
lasketaan, jakaumasta.%® Se on vaikuttava tulos ja selittds normaalijakauman
tarkeytté tilastotieteessa.

Henri Poincaré kuvasi keskeisen raja-arvolauseen merkitysta kieli poskella
(Ross 2017, 310):

~N(0,1) eli X ~ N(u,o%/n). (7.14)
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Jokainen uskoo siihen: Empiirikot ajattelevat sen olevan matemaattinen valtta-
mattomyys. Matemaatikot pitdvat sitd empiirisené tosiasiana.
Keskeinen raja-arvolause kohoaa sellaisiin korkeuksiin Galtonin mielessa, ettd
suomennos ei ehké yltéisi samaan:%

I know of scarcely anything so apt to impress the imagination as the wonderful

form of cosmic order expressed by the “Law of Frequency Error” [keskeinen raja-

arvolause|. The Law would have been personified by the Greeks and deified, if

they had known of it. It reigns with serenity and in complete self-effacement

amidst the wildest confusion. The huger the mob and the greater the apparent

anarchy, the more perfect is its sway. It is the supreme law of Unreason.

Mahtavuudestaan huolimatta aivan kaikkiin satunnaisilmitihin ei keskei-

nen raja-arvolause pure, eivitka kaikki satunnaismuuttujat ole keskiarvoja. Jo
Francis Edgeworth (1922) toppuutteli, ettd4 normaalijakauma ei ole aivan kaik-
kialla l4sné ja moitti normaalijakauman 1800-luvun propagoijaa Adolphe Qué-
telet’td sen nékemisesté siellikin, missd se ei lymyé (Stigler 1986, 203).

7.4 Jakaumien yhteydet

7.4.1 Binomijakauma ja hypergeometrinen jakauma

Binomijakautuneen ja hypergeometrisesti jakautuneen satunnaismuuttujan odo-
tusarvo on sama. Muuttujien varianssit eroavat dadrellisen perusjoukon korjaus-
tekijin

l+m—n

l+m—-17
verran (yhtalo (7.9)). Otantaosuuden (sampling fraction) n/(l + m) supetessa
kohti nollaa eli perusjoukon koon [ 4+ m kasvaessa kohti déretontéd korjaustekijé
suppenee kohti yhta. Varianssien ero héviaa talloin.

Karkea peukalosédant6 on, ettd varianssien ja jakaumien erolla ei ole merki-

tysta, jos

01
l+m

(vrt. yhtélo (7.8)). Seber (2013, 3) puoltaa tiukempaa saantéa n/(I+m) < 0.05.

Esimerkki. Kortin peluu (jatkoa). Poimittaessa 5 korttia 52 kortin pakasta otan-
taosuus on 5/52 & 0.096 < 0.1. Otantaosuus alittaa peukalosiaénnon ohjeen juu-
ri ja juuri. Esimerkeissé edelld binomijakaumasta ja hypergeometrisesta jakau-
masta lasketut pistetodennékoisyydet kuninkaiden saamisen todenndkéisyyksil-
le eivét eronneet paljoa toisistaan. [
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7.4.2 Binomijakauma ja Poisson-jakauma

Binomijakaumaa voidaan approksimoida Poisson-jakaumalla, kun toistojen lu-
kumaééara n on suuri ja todenndkdisyys 7 on pieni:

(nm)”

y!

P(Y =y) = (Z) A1 — )Y e

Approksimaation avulla binomitodennékdisyys voidaan laskea, vaikka n tai m
eivit olisi tiedossa, mutta Poisson-jakauman parametri g = n7 ylld tunnetaan
tal voidaan arvioida.

Peukalosiént6ja’™ approksimaation kiyttokelpoisuudelle: 7 < 0.1 ja n > 40,
nr <5 jan > 50, 7 <0.05jan > 20 tai nm < 10 ja n > 100 (approksimaation
pitéisi olla “erinomainen”). Esimerkkeja approksimaation toimivuudesta l6ytyy
monista oppikirjoista.”* Taulukko alla on Tijmisin (2012, 112) kirjasta. Vasem-
manpuolimmaisessa sarakkeessa on tapahtumien lukumééra (y). Siitd oikeal-
la on lukuméardaén liittyva pistetodennédkoisyys binomijakaumasta laskettuna,
kun 7 toteuttaa yht&lon nm = 1. Oikeanpuolimmaisessa sarakkeessa on Poi(1)-
jakaumasta laskettu pistetodendkoisyys lukumééaralle. Esimerkiksi jos n = 100
ja m = 0.01, niin 0:lle tapahtumalle binomijakauman pistetodennékoéisyys on
0.3660 ja Poisson-jakauman 0.3679. Jakaumien pistetodennédkéisyydet ovat var-
sin samanlaisia jo, kun n = 25. Jos Poisson-jakauman parametri (u) olisi suu-
rempi, yhteensopivuus ei valttdmétta olisi ndin hyvé (esim. Armitage ym. 2002,
76).

binomitodennékoisyys (nm = 1) Poi(1)
y n=25 n=100 n=500 n=1000
0 0.3604 0.3660 0.3675  0.3677 0.3679
1 03754 0.3697  0.3682  0.3681 0.3679
2 0.1877 0.1849  0.1841  0.1840 0.1839
3 0.0600 0.0610  0.0613  0.0613 0.0613
4 0.0137 0.0149 0.0153 0.0153 0.0153
5 0.0024 0.0029 0.0030 0.0030 0.0031

Noudattakoon satunnaismuuttuja Y binomijakaumaa Bin(n, r):

P(Y =y) = (Z)wyu — )Y,

jossa 0 < 7w < 1.
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Voidaan osoittaa, etta

1\" 1\
e= lim (1 + f) = lim (1 — 7) ~ 2.71828.
n n

n— oo n—oo

Yhtasuuruuksista seuraa, etta
n 1 n
lim (1+E> lim (1—&——)
n—o0 n n—o0 n/a
1 n/a’l]®
1+ —
( n/ a)
Y14 a # on vakio. (Jos a = 0, niin limp—ec(1 +0/n)" =1 =¢°.)
Merkitdan g = nw. Ilmaistaan binomitodennakoéisyys p:n avulla ja annetaan havaintojen

lukumédran n kasvaa kohti daretontéd siten, ettd tulo p = nm on vakio (todennékdisyys m
lahenee nollaa samalla vauhdilla kuin n kasvaa kohti daretonta):

Y n—y
lim (M)x¥(1-m" Y = lim (") (E) (1 - E)
n—»_oo y Z;}:OZ y n n

i () (-5

= lim
n— oo

=e%.

p\""Yv p¥ nl
= lim (1— 7> —_—
n— oo n n¥ yl(n —y)!
AN e ] D)X x(n—y—1
= lim (1+i> pn(n—1) (m-y-1)
n—oo n y! ny
ek
y!

Tulos on Poisson-pistetodennékoéisyys.

Esimerkki.” Oikean (tai lihes oikean) lottorivin todennikéisyys madriytyy hy-
pergeometrisesta jakaumasta. Lottoajia on paljon, kunkin mahdollisuus veikata
oikein (tai lahes oikein) lottorivi on hyvin pieni ja riippumaton toisista lottoa-
jista. Oikeiden (tai lahes oikeiden) lottorivien lukumééré on siten binomijakau-
tunut sopivalla ajanjaksolla (esim. muutama vuosi). Jollei taytettyjen lottori-
vien lukumé&éra ole tiedossa, ei binomijakauma ole kiytettavissd. Kun binomi-
jakauman taustalla olevien Bernoulli-kokeiden lukumééra on suuri ja kussakin
kokeessa tapahtuman (téssi ldhes oikean lottorivin) todennékéisyys on pieni,
voidaan binomijakaumaa approksimoida Poisson-jakaumalla. Approksimaation
kéayttoon ei tarvita tietoa Bernoulli-kokeiden lukuméarasta.

Ontariolaisessa pikkukaupungissa asuva Bob Edmonds lottosi aina ainakin
yvhdelld samalla lottorivilla. Han tapasi antaa lottokupongin myyjan tarkistaa,
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ovatko hénen lottorivinsd voittaneet. Edmonds osti kaksi lottorivid 27.7.2001.
Toinen lottoriveistd voitti 250 000 dollaria. Kupongin myyja ei kertonut sité
Edmondsille vaan lunasti voiton itse. Edmonds ymmaérsi my6hemmin, mité oli
tapahtunut, ja haastoi Ontarion veikkausyhtion oikeuteen. Kolmen ja puolen
vuoden oikeustaistelun jalkeen yhtié suostui maksamaan Edmondsille 200 000
dollaria ehdolla, ettd hin ei paljasta julkisuuteen, mita oli tapahtunut. Téllai-
sistéd vaarinkaytoksista nousi kohu. Julkisuuden paineessa veikkausyhtié maksoi
Edmondsille koko voittosumman ja pyysi anteeksi tapahtunutta — vain paivia
ennen kuin Edmonds kuoli sy6pdéan 2.4.2007.

Kanadan kansallinen TV-yhti6 CBC pyysi tilastotieteen professori Jeffrey
Rosenthalia tutkimaan, onko lottovoittojen jakamisessa tapahtunut vastaavia
huijauksia, joissa lottomyyjét olisivat lunastaneet itselleen asiakkaittensa voit-
toja. TV-yhtion selvitysten mukaan Ontarion alueella oli vuosina 1999-2006
jaettu 5713 suurta (yli 50 000 dollarin) voittoa. Niiden lunastajista (vdhintdéan)
200 (3.5 %) oli lottokuponkien véhittaismyyjid. Heité oli Ontariossa noin 60 000
ja he lottosivat keskimaérin puolitoistakertaisella summalla keskiverto-ontario-
laiseen verrattuna. Koska Ontariossa oli noin 8900000 taysi-ikéistd asukasta,
Rosenthal arvioi, etté loton vahittdismyyjien suurten lottovoittojen lukuméaran
voisi odottaa olevan noin 57:

60000 x 1.5 _

1 ~~ .
STL3 X —eg00000 =07

Se on luonteva estimaatti eli arvio Poisson-jakauman Poi(y) odotusarvolle eli
Poisson-jakauman méarittavélle parametrille . Rosenthal paatteli, ettd approk-
simatiivisesti Y ~ Poi(57), jossa satunnaismuuttuja Y on védhittdismyyjien saa-
mien suurten lottovoittojen lukuméaréd. Talloin

199
P(Y >200) =1—P(Y <200) =1-)_
=0

571'6—57
il

R-komento 1-ppois(199,57) laskee 0:ksi erotuksen 1:n ja Poisson-jakauman
Poi(57) kertyméfunktion arvon pisteessd 199 vililld. Rosenthalin mukaan toden-
nékoisyys on alle yhden suhde triljoonaan triljoonaan triljoonaan triljoonaan.
Tehdyilla oletuksilla todennikdisyys, ettd loton vahittadismyyjistd vahintaén 200
voittaa suuren lottovoiton, on oleellisesti nolla.

Rosenthal teki muitakin vastaavia analyyseja. CBC:n védarinkaytoksista ker-
tova dokumenttiohjelma lahetettiin 25.10.2006, ja ne olivat pdauutisia seuraa-
vina paivind Kanadassa. Ontarion veikkausyhtit yritti kiistdd vadrinkaytokset
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mutta joutui myontdméan ne ja muuttamaan kaytdntojadn: Loton véhittais-
myyjien kuponkien tarkastuskoneiden tulee nykyéén olla asiakkaiden nahtévis-
sé ja niiden pitdéd halyttda voitoista ddnimerkilld, asiakkaiden téytyy allekirjoit-
taa lottokuponkinsa eivitké loton vihittdismyyjit saa endd ostaa lottokupon-
keja omasta myymaélastdan. Yhtion toimitusjohtaja erotettiin. Vastaavat tutki-
mukset kdynnistettiin Brittilaisessd Kolumbiassa. Myos sielld havaittiin vaarin-
kéytoksié, ja Brittilaisen Kolumbian veikkausyhtion toimitusjohtaja erotettiin.
Tutkimukset levisivdt muualle Kanadaan ja Yhdysvaltoihin. Suurin paljastu-
nut huijaus oli 12 500 000 dollarin voiton vééra lunastus. Rosenthalin analyysit
johtivat toimitusjohtajien erottamisen liséksi useisiin vankilatuomioihin ja mil-
joonien dollarien maksatukseen ihmisille, joilta oli huijattu voitto. Huijauksia
on paljastunut myéhemmin liséi ulkomailla ja Suomessa.”™ [J

7.4.3 Binomijakauma ja normaalijakauma

Binomijakautunut satunnaismuuttuja ¥ on summa Bernoulli-jakautuneista sa-
tunnaismuuttujista X;: Y = > | X;. Muodostetaan keskiarvo X = > | X;/n.
Keskeisen raja-arvolauseen (7.14) ja Bernoulli-jakautuneen satunnaismuuttujan
varianssin (7.2) perusteella suurilla n:n arvoilla

X ~N(m,7(1 —7)/n).

Koska X on vakiolla (n) jaettu binomijakautunut Y, on binomijakaumankin
muoto suurilla havaintoméérilla normaalijakauman

N(nm,nm(1 — 7))

tapainen. Kuva 7.9 havainnollistaa binomijakauman (7 = 0.1) muotoutumista
normaalijakaumaksi n:n kasvaessa.

Approksimaation toimivuudelle on esitetty peukalosdantéja kuten
vnm(l —m) > 3taint > 5jan(l—=m) > 5. SG4nnon toteutuminen ei takaa, etta
approksimaatio olisi riittdvan hyva. Riittdvyys riippuu kiyttotarkoituksesta.

Esimerkki. Huoltoriidat kardjaoikeuksissa (jatkoa). Lapsista 35 osoitettiin asu-
maan isdn ja 83 didin luona (118 havaintoa). Edelld pohdittiin todennakéisyytta
tallaiselle tai pienemmaélle isien voittojen lukumaérélle, jos isén ja aidin voitto-
todennékoisyys on sama. Bin(118,0.5)-jakauman kertyméfunktion arvoksi pis-
teessd 35 laskettiin noin 0.000006. Lasketaan approksimaatio télle todennéakoi-
syydelle normaalijakauma-approksimaatiolla.

Merkitaén Y114 isien luokse asumaan osoitettavien lasten lukumaéraé. Teh-
tavan tilanteessa E(Y) = nm = 118 x 0.5 = 59 ja V(Y) = nn(1 — ) =
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Kuva 7.9: Binomijakautuneen satunnaismuuttujan pistetodennékéisyysfunktioi-

ta n:n arvoilla 10, 25, 50 ja 125, kun 7 = 0.1.

118 x 0.5 x 0.5 = 29.5. Normaalijakauma-approksimaation mukaan todenné-
koisyys, ettd satunnaisessa 118:n havainnon aineistossa lapset osoitetaan isélle
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asumaan padtoksistd 35:ssd tai pienemmassa lukumadrassa on
Y—-59 35-59 35— 59 35 —59
< ~ P(

Z < S Y
V295 ~ 295 < Va5 V295
= ® (—4.418758) ~ 0.000005.

P(Y<35):P<

Y14 Z on standardinormaalisti jakautunut satunnaismuuttuja ja ®(z) on stan-
dardinormaalijakauman kertyméafunktion arvo pisteessé z. Kertyméfunktion ar-
vo on laskettu R:n késkylla

pnorm(-4.418758)

Todenndkoisyys on approksimaation mukaan noin 0.000005. Se on ldhes sama
kuin todellinen todennédkoisyys 0.000006.

Todenndkoisyys voitaisiin laskea my0s osuudesta lasketun standardoidun
suureen

y—7 ~0.2966102 — 0.5
Vr(l—m)/n /0.5 x0.5/118
avulla. Ylld y = 35/118 = 0.2966102 = 7 on havaittu osuus. [J

= —4.418758

Approksimaatio helpotti aiemmin suuresti binomijakauman kertymétodenné-
koisyyksien laskua. Nykydan niité on helppo laskea tilasto-ohjelmistoilla. Ap-
proksimaatio edelleen konkretisoi binomijakauman muotoutumisen suurilla tois-
tokoemadrilld, helpottaa tunnuslukujen likiméardisten jakaumien johtamista ja
kayttamistéd seka erityisesti luottamusvéilien laskua.

7.4.4 Galtonin kone

Francis Galton (1877) kuvasi sittemmin Galtonin koneena (Galton’s machine,
Galton board, Galton box tai Quincunz) tunnetun mekaanisen laitteen. Silld
voidaan konkreettisella tavalla havainnollistaa binomi- ja normaalijakauman yh-
teys. Kuvissa 7.10-7.13 on Galtonille 1873 tehty kone, Galtonin luonnos konees-
taan (1889, 63), Pearsonin luonnos koneen yleistyksestd 1895 ja uusi Galtonin
kone.”

Suppilosta tippuu kuulia, jotka padtyvéit koneen alaosassa oleviin numeroi-

tuihin (0,1,...,n) laareihin (n+ 1 kappaletta). Vilissid on pyramidin muodossa
n rivid pinneja (i. rivilld ¢ pinnid, ¢ = 1,...,n) niin, ettd 1. pinni on suppilon
suun keskipisteen alapuolella.

Kuula, joka on péaédtynyt laariin “y” (k =0,...,n), on pompannut y kertaa

oikealle todennékoisyydelld 7w ja n — y kertaa vasemmalle todennakoisyydella
1 — 7. Kunkin laariin “y” johtavan polun todennékdisyys on w¥(1 — 7)™~ Y.
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Jos m = 1—m = 0.5 — kuten alla oletetaan — niin jokaisen polun mi-
hin tahansa laariin todenndkéisyys on (0.5)". Keskimmaéisiin laareihin padtyy
kuitenkin enemmén kuulia kuin laitimmaisiin, koska edellisiin johtaa useampia
polkuja — kaikista laitimmaisiin vain yksi.

Kuinka monta polkua johtaa laariin “y”? Tarkastellaan oransseja ja vihreita
alkioita (“0” ja “v”), joita on y ja n—y kappaletta (yhteensd n alkiota). Tuloksen
(5.4) mukaan ne voidaan jirjestdd binomikertoimen (Z) mukaiseen maarain
erilaisia n alkiota siséltdvaédn jonoon. Korvataan o- ja v-alkiot pompuilla oikealle
ja vasemmalle. Polku laariin “y” koostuu y pompusta oikealle ja n —y pompusta
vasemmalle. Paéttelyn edelld mukaan téallaisia jérjestyksia eli polkuja laariin “y”
on (Z) kappaletta.

Polut ovat erillisié, ja jokainen polku on yhtd todennékdinen. Todennakoi-
syys, ettd kuula padtyy laariin “y”, saadaan summaamalla kaikkien laariin “y”
johtavien polkujen todennékoéisyys eli kertomalla yhden polun todennékéisyys

polkujen lukuméaaralla (Z) (y=0,...,n):

P(kuula paityy laariin “y”) = #w¥%(1—-m)" ¥4+ ...+7Y(1—m)" Y

n
(1l —m)" Y.
(3)ma=m

Kuulan padtyminen laariin “y” noudattaa binomijakaumaa. Lisdamallé luonteva
oletus m = 0.5 todennakoisyydeksi saadaan

P(kuula pdityy laariin “y”) = <n) (0.5)¥(1 —0.5)"¥
Y

(Z) (0.5)".

Galtonin kone osoittaa konkreettisesti, kuinka kuulien lukuméérin kasvaessa
laareihin muodostuu normaalijakauman kuvio, vaikka jakauma on binomijakau-
ma (kuvat 7.10-7.11, 7.13). Normaalijakauma approksimoi binomijakaumaa.

Useimmat Galtonin koneet havainnollistavat tilannetta 7 = 0.5 (kuula pomp-
paa samalla todennékoisyydelld vasemmalle tai oikealle). Pearsonin (1895) ver-
siossa pinnirivien paikkaa siirtdméallad voidaan havainnollistaa binomijakaumaa
muillakin 7:n arvoilla (kuva 7.12; myos Yule 1911, 294). Kuvassa 7.12 kuulan to-
dennékoisyys pompata vasemmalle on m = 1/3 ja oikealle 1 — 7 = 2/3. Proschan
ja Shaw (2016, 156-159) kuvaavat monimutkaisempia Galtonin koneita.
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Todennékdéisyysjakaumia

Galtonin (1889, 63)

luonnos koneestaan.

Kuva 7.11:

7.10: Ensimmainen Galtonin

kone 1873.

Kuva

Kuva 7.13: Galtonin kone 2016.

Kuva 7.12: Pearsonin luonnos 1895.
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7.4.5 Poisson-jakauma ja normaalijakauma

Koska binomijakaumaa voi approksimoida Poisson- tai normaalijakaumalla, ei
ole ehka yllattavaa, ettd Poisson- ja normaalijakauman vélilld on kytkos. Tulok-
sen (7.12) mukaan Poi(n)-jakautunut satunnaismuuttuja ¥ voidaan ilmaista n:n
Poi(1)-satunnaismuuttujan Y; summana: ¥ = " | ¥;. Muodostetaan keskiar-
voY =n~! >, Y. Summattavien odotusarvo ja varianssi ovat 1. Keskeisesté
raja-arvolauseesta (7.14) seuraa, ettd likimain pétee

Y ~N(1,1/n) eli Y ~ N(n,n).

Tuloksen mukaan Poisson-jakauman tulisi normalisoitua jakauman odotusarvon
kasvaessa. Kuvan 7.3 mukaan niin ndyttda kayvan.

7.5 Yhteisjakauma ja korrelaatio

Kahden satunnaismuuttujan X; ja Xy yhteisjakauma (joint distribution) méé-
rad diskreettien satunnaismuuttujien tilanteessa lukuparin (21, x2) todennakoi-
syyden P(X; = x1 ja Xo = z2) ja jatkuvien satunnaismuuttujien tilantees-
sa todennikoisyyden, ettd satunnaismuuttujat saavat arvon lukuparin (a7, z2)
ympaéristossi (esim. pisteiden x1 & 0.01 ja xs £ 0.01 rajaamalla alueella). Jal-
kimmaisessd tilanteessa yhteisjakaumaa kutsutaan yhteistiheysfunktioksi.

Kuva 7.14 havainnollistaa yhteistiheysfunktiota ja korrelaation vaikutusta
sithen.”™ Akseleilla 2; ja x9 on satunnaismuuttujien X; ja X, arvot. Akselin x3
suuntaan mitataan todennakoisyyttd. Mitd korkeammalle yhteistiheysfunktion
arvoja (z3) kuvaava pinta kurottaa pisteessd (z1,z2), sitd suurempia todenné-
koisyyksid liittyy pisteen ympéristoon.

Korrelaation ollessa 0, satunnaismuuttujat jakautuvat kuvassa toisistaan
riippumattomasti. Korrelaation suuretessa satunnaismuuttujien arvot pyrkivét
keskittyméan yha tiiviimmin positiivisen kulmakertoimen omaavan suoran ym-
pérille: toisen satunnaismuuttujan ollessa suuri tai pieni myds toinen tapaa olla
suuri tai pieni.

Jakaumat kuvassa 7.14 ovat esimerkkeja binormaalijokaumasta. Sen keskei-
sia piirteitd on, ettéd siihen liittyvét satunnaismuuttujat ovat normaalijakautu-
neita (tarkempi kuvaus sivuutetaan).

Binormaalijakaumalla on paljon kayttoa. Tassa silld havainnollistettiin en-
nen kaikkea korrelaatiota. Jatkossa binormaalijakaumaa sivutaan korrelaation
suuruutta estimoitaessa ja testatessa.
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Kuva 7.14: Korrelaatio ja binormaalijakauma.
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Otannan teoriaa ja empiriaa

Lusikallinen riitt44 hyvin sekoitetun keiton maistamiseen.”®

George Gallup (1901-1984)
Lasku- ja makkarakoneet ovat siind samanlaisia, ettd tuloksen arvo riippuu siita,
mité koneeseen tyénnetdin.”?

Wilhelm Johannsen (1857-1927)

Miten selvittda, millainen on 1000000 000000000000 alkiosta koostuva popu-
laatio? Vastaus on yksinkertaisuudessaan hammaéstyttava: Poimitaan populaa-
tiosta satunnaisotos ja tutkitaan se. Léhentelee ihmetta, ettd 100:n kokoisella
otoksella voi padstd populaation jostain piirteestd jyvélle varsin hyvin ja 1000:n
kokoisella jo kerrassaan mainiosti. Otanta on maailman tehokkain yleispétevé
tiedonkeruumenetelma.

8.1 Kasitteita

Havainto tai aineisto on tilastotieteen keskeisin késite (jakso 2.1). Ilman aineis-
toa — teoreettista tai empiiristd — ei ole tilastotiedettikaan. Tilastotieteelli-
sestd nakokulmasta aineistossa on usein oleellisinta, miten se on muodostettu.
Menettelyé, jolla aineisto kootaan, kutsutaan otannaksi (sampling). Otannalla
saatua aineistoa kutsutaan otokscksi (sample). Otos on osajoukko perusjoukos-
ta eli populaatiosta (population), josta se on keritty. Populaation méarittelevéit
kaikki sen alkiot. My0s satunnaismuuttujan todennékoisyysjakaumaa voidaan
ajatella populaationa. Perusjoukon késite on vilahdellut edelld Bernoulli-kokei-
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den yhteydessé, kun on pohdittu, palautetaanko poimittu alkio perusjoukkoon
ennen seuraavaa Bernoulli-koetta.

Populaatio on yleensd varsinainen kiinnostuksen kohde. Kokonaistutkimus
(complete enumeration) eli populaation tutkiminen kokonaisuudessaan voi olla
vaikeaa tai mahdotonta vaikkapa populaation suuren koon takia. Populaatio voi
olla konkreettinen tai abstrakti. Jos populaatio on pieni ja kokonaistutkimus
mahdollinen, ei otantaa tarvita.

Esimerkki. Suuri populaatio I. Tieto suomalaisten hyvinvoinnista on terveys-
poliittisesti tarkedd. Kaikkien ruokailutottumuksia, paivittaista liikuntaa, ve-
renpainetta, kolesteroliarvoja jne. ei voida tutkia. Ne voidaan selvittaéd otoksen
alkioista. Otoksen kooksi riittdd murto-osa suomalaisia. [

Esimerkki. Pieni populaatio. Kiinnostava populaatio voi olla tarkkaan rajattu
ryhmé kuten yliopiston paédsykokeeseen osallistuneet. Jos kiinnostuksen kohde
on osallistuneiden ikd- tai (henkilotunnuksen mukainen) sukupuolijakauma, se
on helposti selvitettavissd. Otantaa ei tarvita. Jos kiinnostuksen kohde on hei-
dén keskipituutensa, dlykkyysosaméaérinsa tai tietyn geenin omaaminen, otan-
taa tarvittanee. Kaikkia ei voitane tutkia, mutta otos voitaisiin. (1

Esimerkki. Suuri populaatio II. Vaikka suuresta populaatiosta olisi periaatteessa
mahdollista selvittdd kiinnostava tieto kaikista populaation alkioista, otanta
voi olla perusteltua. Yrityksen tyontekijat voivat olla helposti tavoitettavissa
s-postitse. Jos tarkoitus on seurata heiddn hyvinvointiaan neljinnesvuosittain,
voi olla jarkevaa ldhettdd tyohyvinvointikysely vain otokselle henkilokunnasta.
Kyselyn tayttdminen on poissa muusta tydajasta ja henkilokunnan halukkuus
vastata kyselyihin voisi vaarantua, jos kaikki saisivat kyselyn joka kvartaali. [J

Otoksesta pyritddn tekemédn péaatelmid populaatiosta. Tilastollinen pdattely
(statistical inference) on keskeista tilastotieteessi. Tilastollisessa padttelyssa ar-
vioidaan aineiston avulla populaatiota ja arvioiden luotettavuutta. Jotta paatel-
mét olisivat tilastotieteellisesti perusteltuja ja niiden luotettavuus mitattavissa,
tulee otanta olla suoritettu tarkoituksenmukaisella tavalla ja olla kohdistetta-
vissa tarkoitettuun kohdepopulaatioon (target population).

Esimerkki. Abstrakti populaatio I. Urheiluhullut, rakkausrunojen kirjoittajat tai
musikaalisesti lahjakkaat voivat olla kiinnostavia populaatioita. Téllaisia popu-
laatioita voi olla vaikea maérittdd, eikd otantaa voi kohdistaa niihin yksiselit-
teisesti. Talloin otannalla ei valttamatta saada toivottua tietoa.

Jaksossa 6.2 todettiin, ettd kiinnostus kohdistuu usein satunnaisilmion piirtee-
seen tai piirteisiin, joita kuvaa yksi tai useampi parametri. Otannalla pyritdan
tyypillisesti selvittdméaan parametrien suuruus.
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Koostukoon otos satunnaismuuttujista Xi,...,X,. Niistd voidaan laskea
tunnusluku (statistic)
HXq,..., X5).

Tunnusluku on funktio otoksen satunnaismuuttujista tai havainnoista. Tyypilli-
sesti tunnusluvulla pyritddn arvioimaan eli estimoimaan populaation paramet-
ria. Talloin on kyse parametrin estimaattorista tai sen tietyssd otoksessa saa-
masta numeerisesta arvosta estimaatista

tzy,. .., x,).

Y14 x;:t ovat X;:den toteumia.

Monesti puhutaan piste-estimaattorista tai piste-estimaatista (point estima-
tor, point estimate; luku 9). T&ll6in korostetaan, ettd yhdella luvulla pyritdén
arvioimaan populaation parametria eiké yriteta arvioida, milla valilld parametri
on. (Viliestimointi piilutaan luvussa 10.)

Parametrin ja sen estimaattorin ero on keskeinen. Edellinen on kiintea lu-
ku, joka kuvaa populaatiota eli maailmaa, jota tutkitaan. Jilkimma&inen on sa-
tunnaismuuttuja, jonka toteuma (estimaatti) havaitaan. Estimaatti on havaittu
numeerinen arvio maailmasta.

Esimerkki. Abstrakti populaatio II. Populaatioksi voidaan ajatella ddreton maé-
ré silméalukuja kuvitteellisista nopan heitoista tai silmélukujen todennékoisyys-
jakauma. Abstraktius ei ole ongelma otannan kannalta. Adrellinen méaara riip-
pumattomia heittoja kyseiselld nopalla ovat ikddn kuin otos ddrettoméan suu-
resta silmélukujen populaatiosta. Otos kohdentuu tarkasti populaatioon, ja sil-
14 voidaan selvittdd populaation ominaisuuksia, kuten ovatko silméluvut yhté
todennékoisid kyseiselld nopalla. Parametreja ovat silmélukujen todennékdisyy-
det. Niitad voidaan estimoida heittdméalla noppaa monta kertaa riippumattomasti
ja laskemalla kunkin silméluvun osuus heitoista. [

Populaatiota kuvaavia parametreja tavataan merkita kreikkalaisilla kirjaimilla
ja niiden estimaattoreita sijoittamalla “A” (“hattu”) niiden padlle. Merkitdan
estimoitavaa parametria 0:lla (“theeta”) ja sen estimaattoria f:lla (“theeta hat-
tu”). Estimaatti saa harvoin saman arvon kuin estimoitava parametri. Niiden
erotus on otanta- tai estimointivirhe (sampling error, estimation error)

0 — 0.

Sen suuruuden ja ominaisuuksien tutkiminen on térkedé tilastotieteessd. Otan-
tavirhe pyritddn saamaan mahdollisimman pieneksi.
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Estimaattoria ja estimaattia merkitddn monesti samalla symbolilla (7 esi-
merkissi alla), ja niin tehdadn padsaantoisesti tassikin tekstissid. Monesti myos
kirjoitetaan tai puhutaan estimaatista estimaattorin sijaan, vaikka tarkoitetaan
jalkimmaista. Silti on tdrkedd hahmottaa estimaattorin ja estimaatin eli satun-
naismuuttujan ja sen toteuman ero (X ja Z esimerkissi alla).

Esimerkki. Puoluekannatus (jatkoa). Demokratia edellyttdd Addnestysikéisten
suomalaisten poliittisten kantojen selvittdmistd. Se tehdédén vaaleilla. Vaaleja
jarjestetddn harvoin, muun muassa koska ne ovat suuritoisid ja kalliita. Vaa-
lien valissa poliittisia kantoja tutkaillaan vaivattomammin ja pienemmilla kus-
tannuksilla kyselyilla, joissa tiedustellaan danestysikaisiltd suomalaisilta heidén
puoluekantaansa. Kiinnostuksen kohteena oleva populaatio on dédnestysikéiset
suomalaiset.

Otos on haastatellut suomalaiset. Tutkittava parametri on tiettyd puoluetta
kannattavien suomalaisten osuus 7 € [0, 1]. Kukin otokseen tuleva havainto X;
on Bernoulli-jakautunut satunnaismuuttuja, joka voi saada arvon 1 (kannattaa
puoluetta) tai 0 (ei kannata puoluetta). Otoksesta voidaan laskea kannatus-
osuuden estimaattori keskiarvo # = X = i, Xi/n. Kun otos on keritty ja
saatu havainnot z;, voidaan laskea osuuden estimaatti # =z =) .| x;/n.

Jos populaatiossa V-puolueen kannatus on 33.33 % mutta otoksessa 32 %,
otantavirhe on 1.33 %-yksikkod. [J

Esimerkki.”™ Otannan tulos 100 %. Anttila (1966) tutki piilorikollisuutta helsin-
kiléisilta ja rovaniemeldisilta asevelvollisuuskutsuntoihin tulleilta syksylla 1962.
Helsinkildisista vastaajista 85.5 % (1 257) kertoi syyllistyneensé johonkin lomak-
keessa osoitetuista rikoksista. Lomakkeessa ei kysytty pahoinpitely- tai liiken-
nerikkomuksista. Anttila arvioi kaikkien syyllistyneen rikokseen kohdepopulaa-
tiossa:

Luultavaa myos on, ettd jos tiedustelu olisi koskenut kaikkia rikoksia — — tus-

kin kukaan heistd olisi osoittautunut taysin lainkuuliaiseksi. Nuorisorikollisuutta
voidaan siten nyky-yhteiskunnassa pitda tilastollisesti normaalina.

O

8.2 Tarkeita otossuureita

Populaatiosuureet kuten kertyméfunktio, odotusarvo, todenndkoisyys tai keski-
hajonta ovat yleensa tilastotieteellisen analyysin mielenkiinnon kohteena. Popu-
laatiosuureita ei tunneta, mutta otannan avulla ne voidaan estimoida. Intuitii-
vinen (ei ainoa) tapa estimoida niitd on laskea vastaava otossuure eli otostun-
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nusluku (sample statistic). Alla oletetaan, ettd on kiytettavissa riippumattomat
havainnot x4, ..., z,. Harjoitustehtévissi opastetaan, miten jakson suureita las-
ketaan R:1l&.

Otospistetodenndikiisyysfunktio (empirical probability mass function)

A 1
flz;) = E(lukumééir'a havaintoja, joiden arvo on z;), i=1,...,m,

on diskreetin satunnaismuuttujan pistetodennékéisfunktion arvon pisteessd x;
otosvastine. Siind m on satunnaismuuttujan mahdollisten arvojen lukumaééra.

Jos satunnaismuuttuja on vilimatka-asteikollinen ja voi saada lukuisia ar-
voja, otoskoko ei yleensé ole niin suuri, ettd otospistetodennékoéisyydet muo-
dostaisivat sddnnollisen todennidkoisyysjakauman kuvion. Talléin monesti piir-
retdan histogrammi (kuvat 8.1, 8.2 ja 8.3): Jaetaan satunnaismuuttujan arvo-
jen vaihteluvali tasavalisiin luokkiin, lasketaan havaintojen lukumé&éarat luokissa
ja piirretadn lukuméérista pylviskuvio, jossa pylvédit sivuavat toisiaan. Karkea
luokittelunmukaisen pistetodennikoéisyysfunktion estimaatti saadaan jakamal-
la havaintojen lukumaéérat luokissa nh:lla, jossa n on havaintojen lukuméaéara ja
h luokkien leveys. Luokiteltu aineisto tapaa muodostaa alkuperiistd sdannol-
lisemmaén kuvion otospistetodennékoisyyksistéa. Samalla tavoin saadaan karkea
tiheysfunktion estimaatti, jos satunnaismuuttuja on jatkuva-arvoinen. Luokka-
koon voi valita silmaméiiriisesti kokeilemalla.”

Luokkakoon valintaan on selkeitd sdéntoja ja kaavoja (esim. Keen 2018, 183-184). R:n hist-
késky soveltaa yhté téllaista kaavaa oletusarvoisesti.

Otoskertymdfunktio (empirical cumulative distribution function)

I3 (@) lukumaééra havaintoja x;, jotka ovat korkeintaan yhtdsuuria kuin x
€Tr) =

n

estimoi kertyméafunktion arvoa pisteessa x. Jarjestetddn havainnot suuruusjar-
jestykseen x(q), ..., T(n), jossa z(;) on otoksen suuruusjérjestyksessé i. havainto
(¢=1,...,n). Muotoilu

R 0, Jjos x < x(1y,
F(z) =< i/n, josxzy <z <zGq), i=1,...,n—1ja
1, jos > w(p),

korostaa, ettd otoskertyméfunktio saa arvoja vililla [0, 1] ja ettd se on porras-
funktio. Kunkin portaan korkeus on 1/n, paitsi jos aineistossa on tasahavaintoja
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(ties) eli havaintoja, joiden numeerinen arvo on sama. T&lloin portaan korkeus
on t/n, jossa t on tasahavaintojen lukuméara. Esimerkit alla ja jaksossa 15.2
(kuva 15.2) havainnollistavat.

Esimerkki. Vihkimiset 2013 1.8° Kuvassa 8.1 on kirkollisten vihkimisten (n =
12410) ja siviilivihkimisten (n = 8878) péivittiiset lukuméirat ja otoskerty-
méfunktiot. Histogrammissa on jokainen péivé eroteltu omana luokkanaan. Ha-
vaintoja on niin paljon, ettd kertyméfunktioiden porrasmaisuus ei pistd kuvista
silmédn. Kirkollisia vihkimisid on erityisesti kesélla; siviilivihkimiset jakaantu-
vat tasaisemmin. Kirkollisten vihkimisten otoskertyméfunktion kuvaaja jyrk-
kenee kesépéivien aikaan. Myos siviilivihkimisten otoskertyméfunktion kuvaaja
reagoi kesapéaiviin mutta loivemmin. [J
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Kuva 8.1: Kirkollisten vihkimisten ja siviilivihkimisten 2013 paivittéiset (1-365)
lukuméarat (ylld) ja otoskertymafunktiot (alla).

Otoskvantiili (sample quantile) lasketaan painotettuna keskiarvona kahdesta
suuruusjirjestyksessé perdkkéiisestd havainnoista (vrt. 0.5. otoskvantiilin eli otos-
mediaanin kaava (8.1) alla). Idea on laskea jatkuva-arvoinen otoskvantiili kaavan
(6.1) tapaan, vaikka kertyméafunktio on porrasmainen. Monimutkaisen ei-kovin-
informatiivisen kaavan sijaan tésséa esitetdan yksinkertainen R-komento, jolla q.
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otoskvantiili lasketaan: quantile(data,q) (data on R:dén luettu dataksi ni-
metty aineisto satunnaismuuttujan toteumista). Harjoitustehtévissid palataan
otoskvantiilin laskutapoihin.

Odotusarvon luonteva estimaatti on otoskeskiarvo (sample mean)

Z?:1 X

n

"i':

Mikéali 2; saa vain arvoja 0 tai 1, niin Z on vililla [0, 1] ja on usein estimaatti
todennékoisyydelle.
Otosmediaani (sample median) on

T(kt1)s josn=2k+1,
m = Ty + T 8.1
) T2k , josn =2k. ®1)
2
Yl x(;) on otoksen suuruusjérjestyksessé 4. havainto (i = 1,...,n ja k on po-

sitiivinen kokonaisluku). Otosmediaani on jirjestetyn aineiston keskimméinen
havainto, jos havaintoja on pariton méard. Muulloin otosmediaani on keskim-
maéisten havaintojen keskiarvo.

Otoksen tyyppiarvo (sample mode) on aineistossa useimmin esiintyvi havain-
to. Tyyppiarvoja on useita, jos esimerkiksi kahta arvoa on eniten ja yhtd monta
aineistossa. Jos aineisto on otos jatkuva-arvoisesta satunnaismuuttujasta, ha-
vainnot ovat véistdmattd luokiteltuja mittaustarkkuuden puitteissa mutta silti
usein yksikddn arvo ei ole muita yleisempi. Talloin aineisto voidaan luokitella
karkeammin ja nimetd tyyppiarvoksi luokka (luokkakeskus), johon osuu eniten
havaintoja. Erilaisilla luokitteluilla saatetaan pédtya aivan erilaisiin tyyppiar-
voihin.

Esimerkki. Opiskelijoiden ansiot. Aineisto (kuvitteellinen) koostuu kymmenen
opiskelijan ansioista euroissa vuoden aikana: 0, 0, 0, 0, 5000, 6 000, 7000, 8 000,
9000, 10000 ja 50000. Ansioiden tyyppiarvo, mediaani ja keskiarvo ovat 0,
6000 ja 8636.36 euroa. Keskiluvut ovat hyvin erilaisia mutta kuvaavat omalla
tavallaan osuvasti aineistoa. [

Paljon kiytetty kaava otosvarianssille on

1 n
2 _ 2
s 771_1;:1(% z)“.

Otosvarianssi on sitd suurempi, mitd enemmén havainnot x; poikkeavat havain-
tojen keskiarvosta x. Vastaava keskihajonnan estimaatti, otoskeskihajonta, on
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otosvarianssin neliojuuri

s = Vs

Otosvinous saadaan samaan tapaan:

Havaintojen z; suuret positiiviset poikkeamat keskiarvosta (x;—z > 0) kasvatta-
vat vinoutta, mutta vastakkaismerkkiset poikkeamat pienentévét sitd. Poikkea-
mat kumoavat toisensa ja otosvinous on nolla, jos havainnot jakautuvat tdysin
symmetrisesti keskiarvon ympérille. Kuten populaatiovastineensa (jakso 6.4),
otosvinous voi olla 0, vaikka jakauma ei olisi symmetrinen.

Esimerkki. Osakkeiden tuotto. Kuvassa 8.2 on histogrammi suomalaisten osak-
keiden kuukausituotosta (kurssi-indeksin logaritmin kuukausimuutoksesta) 31.
10.1912-31.8.2022.3! R:n hist-komento on automaattisesti ryhmitellyt tuotot
0.05:n levyisiin pylvaisiin. Jakauma on keskittynyt karkeasti nollan ympérille ja
on lievisti vino oikealle. Tuoton tyyppiarvo, mediaani ja keskiarvo ovat 0.000,
0.008 ja 0.010. Keskihajonta ja vinous ovat 0.058 ja 0.308. Aineistoa tutkitaan
lisda jaksossa 15.1.1 ja harjoitustehtéavissa. O

300 400 500 600

frekvenssi

100 200

f T T 1
-0.2 0.0 0.2 0.4

0
L

tuotto

Kuva 8.2: Suomalaisten osakkeiden tuoton 31.10.1912-31.8.2022 jakauma.

Esimerkki. Seksikumppanien lukumaéard. Kuva 8.3 havainnollistaa seksikump-
panien lukumédran otosjakaumaa. Aineisto on 189:n 18—-24-vuotiaan naisen vas-
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taukset vuoden 2007 Finsex-tutkimuksen kysymykseen numero 74: “Kuinka mo-
nen henkilén kanssa olette ollut sukupuoliyhteydessd eliminne aikana?”52

Kuvan ensimmaéisessi osassa on piirretty pylvéis vastausvaihtoehtojen (0, 1, 2,
...) kohdalle, johon on tullut vastauksia. Pylvddn korkeus on vastausvaihtoeh-
don ilmoittaneiden vastaajien lukumééara. Jakauma on hyvin vino oikealle. Se
heijastuu tyyppiarvon, mediaanin ja keskiarvon suuruusjarjestyksessi 1 (36 vas-
tausta), 3 ja 6.9. Mediaani 3 kuvannee parhaiten tyypillistd lukumééaraé téssé
aineistossa. Vinous on 4.0, ja keskihajonta on 11.0.

Kuvan toisessa osassa on vastaava kuvio aineistosta, jossa vastaukset on ryh-
mitelty luokkiin 0—5,6—10,...,75—80) ja pylvaat peittavit luokkarajat. Ryh-
mittely tuottaa selkedmmaén ja sddnnollisemmin kéyttaytyvin kuvion. Toisaalta
ryhmittelyssd havida tieto muista poikkeavan 0-luokan koosta. OJ
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Kuva 8.3: Alle 25-vuotiaiden naisten seksikumppanien lukumééra.

Korrelaatio voidaan estimoida otoskorrelaatiokertoimella

n

S (- By~ 9)

=1

p= . (8.2)
n n
>_(@i—2) (= 9)
i=1 i=1
Sen lasku edellyttad, ettd on kiytossa havaintoparit (z1,41), .- ., (Tn, yn). Korre-

laatiokertoimen (jakso 6.5) tapaan otoskorrelaatiokerroin rajoittuu vélille [0, 1].
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Vakion lisddminen muuttujaan tai sen kertominen vakiolla ei muuta otoskorre-
laatiokertoimen arvoa (harjoitustehtivi).

Kahden muuttujan havaintopareista muodostettua kuviota kutsutaan siron-
takuvioksi (scatter plot). Sirontakuviota on sanottu kaikista monikdyttoisim-
méksi ja hyodyllisimméksi visualisoinniksi (Friendly ja Wainer 2021, 8). Kuvan
8.4 korrelaatioiden arvoja havainnollistavat sirontakuviot tukevat nidkemysté.
Ylimmalla rivilla korrelaatio muuttuu 1:std —1:hteen. Keskimmaéinen rivi osoit-
taa, ettd muuttujien = ja y vélistd suhdetta kuvaavan suoran kulmakerroin ei
riipu yksin korrelaation suuruudesta (vrt. yhtdlo (13.5)). (Keskimmaéisessd tilan-
teessa korrelaatiokerrointa ei ole méadritelty. Pohdi, miksi!) Kolmannella rivilla
korrelaatio on nolla, vaikka muuttujat eivit selvistikdédn ole riippumattomia.

Kuva 8.4: Otoskorrelaatioiden havainnollistuksia.®

Jakson estimaatteja vastaavat estimaattorit saadaan korvaamalla kaavoissa
Z;- ja y;-havainnot X;- ja Yj-satunnaismuuttujilla (ml. keskiarvojen kaavois-
sa). Monesti etuliite “otos-” tiputetaan ja puhutaan keskiarvosta, mediaanista,
korrelaatiosta jne., vaikka tarkoitetaan otosvastinetta. Niin tehdéddn ajoittain
téassakin tekstissa. Korrelaatiokerrointa (8.2) kutsutaan joskus Pearsonin korre-
laatiokertoimeksi keksijansd Karl Pearsonin mukaan.

IKuva: Denis Boigelot. Lihde: Wikimedia Commons (https://commons.wikimedia.org/
wiki/File:Correlation_examples2.svg; haettu 2.3.2020).
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8.3 Todennakoisyys- eli satunnaisotanta

Otannan pitad olla todenndkdisyysotantaa (probability sampling) eli satunnais-
otantaa (random sampling), jotta otoksesta voidaan tehdé tilastotieteellisié paa-
telmid. Todennékdisyysotannassa populaation kunkin alkion todennékéisyys tul-
la otokseen eli sisaltymistodenndkoisyys (inclusion probability) tunnetaan, ja se
on nollaa suurempi kaikille alkioille. Tall6in otantavirheen suuruutta voidaan
arvioida tilastotieteellisesti. Satunnaisotannalla keréttyd otosta kutsutaan sa-
tunnaisotokseksi (random sample).

Todennédkoisyysotanta on pelkistetyimmillaan yksinkertaista satunnaisotan-
taa (simple random sampling). Siind kaikkien populaation alkioiden siséltymis-
todennéakoisyys on sama:

P(populaation tietty alkio tulee otokseen) =

=E

Y14 n on otoksen ja N on populaation koko.

Yksinkertaisella satunnaisotannalla saatua otosta kuvataan joskus harhat-
tomaksi. Silld tarkoitetaan sitd, ettd poimittuun otokseen tulee keskiméarin po-
pulaationkaltainen joukko alkioita. Toisinaan puhutaan epédselvemmin ja van-
hahtavasti “edustavasta otoksesta”. Yksittdinen pieni satunnaisotos saattaa kui-
tenkin olla koostumukseltaan poikkeuksellinen. Se on yksi syy pyrkid riittdvin
suuriin otoksiin. Aina se ei ole mahdollista, tai muusta syystd yksinkertainen
satunnaisotanta ei ole erityisen sopiva otantamenetelméi. Toisaalta “edustava
otos” ei ole valttamétta tavoiteltava. Otos, jossa kutakin vdestoryhméé on sa-
ma osuus kuin viestossd, ei ole aina optimaalinen. (Tillé 2020, 70-71.)

Esimerkki. Ositettu otanta I. Ositetussa otannassa populaatio jaetaan homogee-
nisiin ryhmiin, joista kustakin poimitaan otos yksinkertaisella satunnaisotannal-
la. Néin voidaan taata, ettd otoksessa ovat kaikki ryhmét halutussa suhteessa
edustettuina. Haluttu suhde voi olla ryhmien osuudet populaatiossa, jolloin otos
edustaa mahdollisimman hyvin populaatiota ryhmékoostumukseltaan. [

Esimerkki. Ositettu otanta II. Ositetulla otannalla voidaan hakea populaation
osajoukoista tietoisesti epdsuhtainen méird havaintoja. Pienen osajoukon al-
kioille asetetaan muita suurempi todenndkéisyys tulla otokseen. Niin siihen
saadaan pieneen osajoukkoon kuuluvia riittédvésti osajoukkojen vertailua varten.
Yksinkertaisella satunnaisotannalla koko populaatiosta ei valttdmaéattd saataisi.
|

Jakaumia opiskeltaessa tutustuttiin kahteen otantamenetelméaén: Otanta takai-
sinpanolla (binomijakauma) ja ilman (hypergeometrinen jakauma). Molemmis-
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sa sovellettiin yksinkertaista satunnaisotantaa. Otanta ilman takaisinpanoa on
parempi otantamenetelmé kuin otanta takaisinpanolla. Jalkimmaéisessd popu-
laation alkio voi tulla useampaan kertaan eli yliedustetuksi otokseen.

Esimerkki. Kortin peluu (jatkoa). Yritetddn péaételld kuninkaiden osuus kortti-
pakassa poimimalla 13 korttia pakasta ilman takaisinpanoa ja takaisinpanolla.
Jalkimmaiselld menetelmélld on pieni todennékoisyys saada otos, jossa on 5—13
kuningasta. Sellainen otos johtaisi tdysin vadradn padtelméén kuninkaiden osuu-
desta pakassa. Otannassa ilman takaisinpanoa ei téitd virhemahdollisuutta ole.
O

Monesti populaatio on siind maérin suuri, ettei ole merkitystéd, kéytetadnko
otantaa takaisinpanolla vai ilman (jakso 7.4.1) tai oletetaanko populaatio 44-
rettoméan kokoiseksi vai ei. Laskut voidaan téalloin tehdd helpommin olettaen
otanta takaisinpanolla ddrettoméstd populaatiosta, vaikkei siitd olisi kysymys.
Seuraus yksinkertaistavista oletuksista lienee yleensid huomaamaton kupru péaat-
telyssé (pieni luottamusvélin leveneminen tai testin heikkeneminen; jakso 11.3).

Yksinkertaisen satunnaisotannan toteuttamiseksi tarvitaan otoskehikko (sam-
pling frame) eli listaus populaation alkioista. Paljon kiytetty menettely on, ettd
alkiot numeroidaan 1:std N:4&n, arvotaan satunnaislukuja vastaavasta diskree-
tistd tasaisesta jakaumasta (P(i) = 1/N, i = 1,..., N) ja otokseen poimitaan
arvonnan tuloksen mukaiset alkiot.

Esimerkki. Kymmenen alkion yksinkertainen satunnaisotanta. Otoskehikko koos-
tuu 10000 alkiosta. Kuhunkin liitetdan numero 1, ...,10000. Arvotaan kymme-
nen lukua vastaavasta diskreetistéd tasaisesta jakaumasta.

set.seed(17032018) # asetetaan siemenluku (ei v&lttémé&toén)

x <- sample(1:10000,10) # poimitaan 10 lukua 10 000:sta (ei takaisinpanoa)
X # katsotaan poimittuja lukuja

y <- sort(x) # jarjestetddn poimitut luvut

y # katsotaan niitéd

## [1] 991 1815 2184 2758 4352 6049 6533 8605 8890 9287

Koodi jarjestdd ja tulostaa arvotut luvut. Otokseen poimitaan otoskehikosta
991., 1815., ... ja 9287. alkio. Késky sample(1:10000,10, replace=T) toteut-
taisi otannan takaisinpanolla. O

Monissa sovelluksissa populaatio on teoreettinen eiké otoskehikkoa ole. Téall6in
usein oletetaan, ettd — vaikkapa viranomaisen tilastoima — aineisto on satun-
naisotos teoreettisesta populaatiosta, ja tilastollista pdattelyéd sovelletaan taval-
liseen tapaan. Oletuksen paikkansapitdvyyttd on usein vaikea arvioida luotet-
tavasti.



147 8.4 Epéaito otanta, néyte, valikoitumisharha ja muita pulmia

Esimerkki. Rikokset. Rikoksista ei ole otoskehikkoa. Tilastokeskus julkaisee ti-
lastoa poliisin tietoon tulleista rikoksista. Jos tilastoitu rikollisuus on satunnais-

otos rikoksista, tilastollinen paattely tavalliseen tapaan on mahdollista rikoksis-
ta. O

Jos otantamenetelm4 ei ole tutkijan kontrollissa, otoksen satunnaisuutta on vai-
kea varmistaa. Jos populaation jotkin ominaisuudet tunnetaan, otoksen koostu-
musta voi verrata populaatioon. Yhteneviisyys on suotavaa muttei takaa, etté
otos olisi tutkittavan muuttujan suhteen satunnaisesti saatu.

Satunnaisotos on keskeinen teoreettinen oletus lukemattomien tilastotieteel-
listen menetelmien taustalla. Silti satunnaisotosta on kuvattu ideaaliksi, jollai-
nen saadaan kdytdnnosséd harvoin (Hoerl ja Snee 2016). Kuvaus korostaa tar-
vetta huolellisuuteen otoksen poimimisessa. Jatkossa otos oletetaan keratyksi
yksinkertaisella satunnaisotannalla — paitsi ei valttamatta seuraavassa jaksos-
sa.

8.4 Epaaito otanta, niyte, valikoitumisharha ja
muita pulmia

Satunnaisotanta ei ole aina mahdollista tai on vaikeata tai kallista. Otos po-
pulaatiosta voi silti olla saatavissa. Otanta on talléin epiaitoa (non-probabili-
ty sampling). Joidenkin populaation alkioiden todennékdisyys tulla otokseen on
nolla tai alkioiden sisdltymistodennékoisyyksié ei tiedetéd. Nain hankitusta otok-
sesta on vaikea tehdé tilastotieteellisid johtopédatoksia populaatiosta tai arvioida
niiden luotettavuutta. Epédaidolla otannalla saatua otosta kutsutaan ndytteek-
si. Joillain tieteenaloilla ei ole harvinaista, ettd tilastollista padttelyd yritetdan
tehda tavanomaiseen tapaan, vaikka aineistona on néyte. Menettely on epéluo-
tettava ja helposti harhaanjohtava.

Otoksessa voi olla valikoitumisharhaa (selection bias). Se saattaa syntyd mo-
nella tapaa:

o Mukavuusotos (convenience sample, opportunity sample), jossa otokseen
tulee mukaan vain helposti saatavilla olevia populaation alkioita.

e Otos valikoituu piilevan tai eksplisiittisen kdytdnnon, ominaisuuden, tai-
pumuksen, mieltymyksen tai muun vastaavan takia. Harkintaotannassa

2Kuva: Sketchplanations (https://sketchplanations.com/sampling-bias). Kiitin Jono
Heytéa kuvan painoluvasta ja englanninkielisen tekstin korvaamisesta suomenkielisella.
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Kuva 8.5: Vastauskatoharha.?

(purposive sampling, judgement sampling) aineiston kerééja valitsee otok-
seen mielestddn edustavat havainnot. Se ei takaa edustavuutta. Kerdéja
ei valttdmattd hahmota otantaa vadristdvaa tekijad. Lumipallo-otannassa
(snowball sampling) otokseen haalitaan ihmisid tuttujen ja heiddn tuttu-
jensa kautta. Hyvin verkostoituneet ihmiset tulevat otokseen muita to-
denndkoéisemmin, ja tutut tapaavat jakaa samankaltaisia piirteita, jotka
korostuvat otoksessa.

o Tutkija tai hinen apulaisensa véaristee otosta tarkoitushakuisesti hyodyn-
tamaélla edelld lueteltuja seikkoja, poistamalla tai lisddmaélla havaintoja tai
raportoimalla tulokset virheellisesti. Tutkija voi myos analysoida osa-ai-
neistoa ymméartimétta, ettd se viiristdid tuloksia.??

o Julkaisuharha (publication bias) (Sterling 1959, Sterling ym. 1995). Tutki-
jat lahettavat tieteellisiin lehtiin mielelldén yllattavia tai muuten huomion-
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arvoisia yhteyksia ja tuloksia, ja tieteelliset lehdet julkaisevat sellaisia mie-
luusti. Odotetut tai muuten tylsemménoloiset tulokset voivat jaada ma-
koilemaan tutkijan pdydélle tai karsiutua lehtien julkaistavaksi valittavien
tutkimusten seulassa. Lopputulos on, etté erikoisuudet ovat yliedustettui-
na lehdissid ja ettd osa julkaistuista tutkimuksista perustuu sattumalta
poikkeavaan aineistoon, eikd vaitetty erikoinen 16yt6 péde todellisuudes-
sa. Ongelma tuli esille “Useimmat tutkimustulokset vdarid” -esimerkissa
(s. 68).

Kyselyihin liittyy erityisid ongelmia edellisten lisaksi:

o Vastauskatoharha (nonresponse bias) voi syntyé, jos kaikki otokseen va-
litut eivat vastaa kyselyyn. Tulokset védristyvéit, jos tietynlaiset ihmiset
jattavit vastaamatta tai kysely ei tavoita heitd. Mitd suurempi vastaa-
mattomien osuus, sitd suurempi on vastauskatoharhan riski.

¢ Thmiset hakeutuvat nettilinkin, lehti-ilmoituksen tai muun avoimen kutsun
perusteella otokseen. Téllaisen itsevalikoituneen (self-selective sampling,
volunteer sampling) otoksen on syyté olettaa olevan poikkeuksellinen. Tut-
kimukseen tai kyselyyn hakeutuva ihmistyyppi 16ytda kutsun muita toden-
nékoisemmin tai pitdéd tutkimukseen osallistumista erityisen térkeénaé.

o Vastausharhaa (response bias), kehysvaikutusta (framing effect) tai kon-
tekstivaikutusta (context effect) syntyy, jos haastattelijan kiyttdytyminen,
haastattelun tekotapa, kysymysten muotoilu tai jarjestys tai muut psyko-
logiset tekijat vaikuttavat vastaukseen. Téllaiset vaikutukset voivat olla
suuria.®* Haastattelijaharhaa (interviewer bias) on monenlaista. Haasta-
teltava saattaa pyrkia vastaamaan tavalla, jonka kokee yleisesti hyvéksy-
tyksi (courtesy bias). Jos kysymykset ovat arkaluonteisia, vastaukset saat-
tavat olla erilaisia, jos haastattelu tehdddn puhelimitse tai tavalla, jossa
vastaukset eivit paljastu haastattelijalle. Jos kyselyllad testataan haasta-
teltujen tietdmystd, haastattelija saattaa johdattaa haastateltavaa oike-
aan vastaukseen.® Itsekeskeisyysharhan (egocentric bias) johdosta haas-
tateltava voi hahmottaa oman toimintansa lilan positiivisessa valossa tai
osapuolet vastata ristiriitaisesti samasta asiasta.

o Haastateltava voi vastata viarin tietaméattomyyttdan tai tietoisesti. Mo-
tiivi tietoisesti vaarin vastaamiselle voi olla pilailu tai halu vaikuttaa tut-
kimuksen tuloksiin.

Esimerkki.8% Merituulet. Francis Galtonin huomio 1866 on varhainen esimerkki
mukavuusotannasta. Purjelaivoilta kerattiin tietoja merituulista. Laivat olivat
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vahemman aikaa alueilla, joilla oli suotuisia tuulia ja enemmén aikaa alueilla,
joilla oli tyyntéd tai vastatuulta. Laivoilta saadut tiedot tuulista painottuivat
siksi jalkimmaisiin. [

Esimerkki.87 Juutin laatu paalissa. Juuttipaaleja laivattiin Bombaysti Euroop-
paan 1930-luvulla. Juutin laatua ja arvoa tarkkailtiin survaisemalla paalin kyl-
jestd pyoredreunainen terdva holkki. Sen kérjelld saatiin néyte paalissa olevasta
juutista. Juutti pyrki tiivistyméaén paalin keskelld, ja holkki pysdhtyi tyypillises-
ti paalin vahingoittumiselle aralle ulkokehélle. Tulos oli sd&nnollisesti todellista
laatua huonompi arvio paalissa olevan juutin laadusta ja arvosta. [

Esimerkki.88 Lintujen laulu. Charles Darwin esitti 1859 Lajien synty -teokses-
saan, ettd naaraslinnut pyrkivét valitsemaan puolisokseen nayttdvimmaén ja kau-
niimmin laulavan koiraslinnun. Koiraslintujen laulusta tuli oppikirjaesimerkki
sukupuolivalinnasta ja sen voimasta. Kasitys oli, etta lintulaji, jossa myos naa-
ras laulaa, on poikkeus. Kului noin puolitoista vuosisataa kunnes lintutieteilijat
havahtuivat huomaamaan, ettd useimpien lintulajien naaraat laulavat. Esimer-
kiksi Odomin ym:iden (2014) aineistossa naaras laulaa 71 %:ssa lintulajeista.

Selitys pitkddn vallalla olleelle véarélle késitykselle on valikoitunut otos —
mahdollisesti mukavuusotos. Darwinin tutkimilla Galapagos-saarten lintulajeil-
la yksin koiraat lauloivat. Lintutieteilijat perehtyivéit sittemmin lintujen lauluun
Pohjois-Amerikassa ja Euroopassa — joissa tyypillisesti vain koiraslinnut lau-
lavat. Vasta kun alettiin tutkia lintujen laulua muualla ilmeni, ettd useimpien
lintulajien naaraat laulavat. Rajoitetun alueen tutkimuksista oltiin paételty vir-
heellisesti, ettd kaikkialla pdaasiallisesti vain koiraslinnut laulavat.

Viaaraa kasitysta voi tulkita seuraukseksi valikoituneesta otoksesta toisella-
kin tavalla. Hainesin ym:iden (2020) mukaan erityisesti naistutkijat huomasivat

olleet tutkijoiden sukupuolen mukaan valikoituneita. [

Esimerkki. Rikokset (jatkoa). Poliisille ilmoitetaan tai poliisi saa muuten tie-
toa eri rikoslajeista mahdollisesti eri todennakoisyyksilla. Poliisin tilastoima ri-

kollisuus on t&lléin valikoitunut otos. My6s todennékdisyys raportoida samasta
rikosnimikkeestd voi muuttua ajassa:3?

Poliisi saa yhd enemmén ilmoituksia seksuaalirikoksista, mutta nuoriin ja ai-
kuisiin kohdistuva seksuaalinen vikivalta ei ole viime vuosina yleistynyt. — —
Kansallisen rikosuhritutkimuksen tulokset on julkaistu loppuvuodesta Helsingin
yliopiston Kriminologian ja oikeuspolitiikan instituutin (Krimo) katsauksessa. —
— Vaikka koetun seksuaalisen véikivallan miédrd on pysynyt vakaana, ilmoitusten
maédra on lisddntynyt voimakkaasti. — — Ilmoitusten lisdédntymista selittdd tutki-
musten mukaan ilmoitusalttius ja poliisitutkinnan tehostuminen. Raiskauksia ei
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siis valttaméatta tapahdu enemmaén, vaan niistd vain ilmoitetaan aiempaa useam-
min. Poliisihallituksen tilastot perustuvat poliisin rikosilmoitusjéirjestelmaén.

O

Esimerkki. Rikokset (jatkoa). Poliisilaitokset rekisterdiviit tietoja rikoksista ja
niiden tekopaikoista. Aineistoista voidaan estimoida todennékoisyyksid rikok-
sille tietyilla alueilla ja ohjata partiointia niille rikollisten kiinnisaamiseksi tai
rikosten ennaltaehkéisemiseksi. Ongelma on, ettéd rekisteriaineisto voi olla va-
likoitunutta. Poliisi on saattanut alun perin toimia erityisesti tietyilld alueilla
vaikkapa niihin liittyvien ennakkoluulojen takia, ja alueille on sen vuoksi pai-
kannettu paljon rikoksia. Poliisin moderninkuuloinen toimintatapa voikin vah-
vistaa aiempia ennakkoluuloja tai vinoutuneita kéytantoja. Toisaalta poliisi voi
olla vélttanyt tietyille alueille menoa, jos kaupunki on riittdvéan segregoitunut ja
jengiytynyt. T&lloin estimoidut todenndkoisyydet eivit nimenomaisesti ohjaisi
partiointia alueille, joilla sitd mahdollisesti eniten tarvittaisiin. [

Esimerkki. Thmepelastumiset.’® Zachris Topelius matkasi kesélld 1836 yliopis-
tosta kotiinsa Pohjanmaalle. Matkakumppanillansa (“A”) oli ollut mukanaan
tulentekovilineet ja voimakasta englantilaista ruutia metséstysta varten.

— — ajoimme — — kesdkuun 30 p:né 1836, hiljaista ravia Kangasalan harjua, piip-
pujamme poltellen. — — huomasin — — hienon savun tupruavan A—n vasemmalta
sivulta. — — Nyt jo rohkenimme ottaa kukkaron kdteemme ja huomasimme sen
lapikyteneeksi, mutta sammuneeksi, siltd puolelta, missi sytytysvehkeitd siily-
tettiin. — — ryhdyimme ruutikddroa lahemmin tarkastamaan. Sen ympaérilla oli
kolme kerrosta tavallista karkeata paperia. Padllimméinen kerros vasemmalta
puolelta oli mustaksi palanut ja puoleksi hiiltynyt. Toinen kerros oli ruskeak-
st palanut, ja vaaleankeltainen palopilkku sisimmésséd paperissa osotti, ettd tu-
li luultavasti olisi tarvinnut vain muutamia sekunteja ruutiin yhtyakseen. Mi-
ten kalliita sekunteja kolmelle ihmishengelle! Ellei niité olisi ollut, niin olisi tuo
voimakas, tiukasti valiimme ahdettu rédjdhdysaine lennattanyt rattaat, hevoset,
matkustajat ja takalaudalla istuvan kyytipojan tuhansina sirpaleina pitkin Kan-
gasalan harjun rinteitd. — — jos tdmaé oli sattuma, mité on silloin kaitselmus?

Tarinoita viime hetken pelastumisista on monia. Topeliuksen kaitselmus-tulkin-
ta on mahdollinen muttei vélttdmaton. Valikoitunut otos on sekulaari selitys.
Vaaran huomaa ennen tai jalkeen kriittisen hetken. Ketké eivdt huomaa ennen,
eivit ole tarinaansa kertomassa. [

Esimerkki.®? Yhdysvaltojen presidentinvaali 1936. Klassinen esimerkki valikoi-
tumisharhasta on Literary Digest -lehden kysely presidenttichdokkaiden kan-
natuksesta 1936 Yhdysvalloissa. Lehti kokosi ilmeisesti suurimman otoksen kos-
kaan 2.4 miljoonaa yhdysvaltalaista. He kertoivat, danestaviatkd demokraatti
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Franklin Rooseveltia vai republikaani Alfred Landonia. Kyselyn mukaan Lan-
donista tulisi presidentti 57 %:n kannatuksella. Ennuste epaonistui taydellises-
ti. Roosevelt voitti ylivoimaisesti 67 % ddniosuudella. Ero lehden ennustamaan
kannatukseen oli 67 — 43 = 24 %-yksikkod, miké on tiettavisti suurin ennuste-
virhe koskaan suureen otokseen perustuneessa vaaliennusteessa.

Selitys véarille ennusteelle oli, ettd lehti oli ldhettdnyt 10 miljoonaa tiedus-
telua muun muassa puhelinluetteloista, lehden omasta tilaajarekisteristd, auton
omistajien rekistereistd ja klubien jasenlistoista kerdttyihin osoitteisiin. Vasta
11 miljoonassa kotitaloudessa oli tuolloin puhelin, ja my6s auton omistaminen
oli nykyistd harvinaisempaa. Lehden tavoittamat ddnestédjit lienevét olleet kes-
kiméaraistd vauraampia. Heiddn poliittiset ndkemyksensé erosivat keskiverto-
aanestiajan ajatuksista. Vastaamatta jattaneiden suuri osuus (n. 75 %) saattoi
myos selittdd suurta otantavirhetté.

Vaali 1936 teki kuuluisaksi George Gallupin ja hédnen 1935 perustamansa
yhtion. Gallup ennusti Literary Digest -lehden ennusteen jo ennen sen julkai-
sua sekd vaalien voittajan Rooseveltin oikein. Lehden ennusteen hén selvitti
kysymallad 3 000 Literary Digest -lehden kéyttdmadn ddnestajéaluetteloon kuu-
luvalta, kuinka he aikovat ddnestédé. Vaalien voittajan Gallup selvitti toisella 50
000 #énestijin erilailla keriitylld otoksella.%2

Vaalituloksen ennusti kyselytutkimuksilla oikein my6s suomalaistaustainen
Emil Hurja. Han oli ennustanut oikein my6s 1932 presidentinvaalin ja 1934
kongressivaalin tulokset. Hurja vakuutti Gallupille, ettd luotettavia ennustei-
ta saisi pienemmilldkin otoksilla kuin Gallup kerédsi. Hurjan otokset eivat olleet
satunnaisotoksia, mutta hén osasi painottaa niitd otantaharhan pienentdmisek-
si. (Holli 2002, 65, 75, 119-121.) O

Esimerkki.”® Lanarkshiren maitokoe. Kuuluisa harkintaotantaesimerkki on La-
narkshiren maitokoe Skotlannissa 1930. Tarkoitus oli tutkia, miten maito vaikut-
taa lasten pituuteen ja painoon. Maitoa saavat (10000) ja saamattomat (10 000)
lapset arvottiin. Kouluja ohjeistettiin, ettd jos jompaankumpaan ryhméén tu-
li erityisen paljon hyvin- tai aliravittuja lapsia, niin heiddt tulisi korvata, jotta
otos olisi tasapainoisempi. Seuraus oli, ettd opettajat — ilmeisesti hyvisydéa-
misyyttdan tietoisesti tai tiedostamattaan — sijoittivat aliravittuja lapsia mai-
toa saavaan ryhmadn. Maitoa juoneet lapset olivat tutkimuksessa ldhes kaikis-
sa ikaryhmissa lyhyempia ja laihempia kuin maitoa saamattomat. Nuorimmat
5.5-vuotiaat maidolla ravitut tytot olivat erityisen rimpuloita. Maidon pituu-
den ja painon kasvua edesauttavan vaikutuksen suuruuden estimointi vaikeutui
suuresti. O

Esimerkki.®* Viikonloppujen sairaalakuolemat. Morag Tolvi tutki vitoskirjas-
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saan, kuinka paljon todennidkéisemmin potilas kuolee sairaalassa, jos han tu-
lee hoitoon viikonloppuna eika arkipdivana. Mikéli todennakoisyyserosta johtu-
vat kuolemat katsottaisiin alimiehityksestéd tai viikonloppusijaisista johtuviksi
ja hoitotyon paremmalla jarjestelylld tai rahalla poistettaviksi, 3701 ihmisen
kuolema olisi véilltetty HUSin péaésairaaloissa 2000-2013 (Tolvi 2020, 44).

Iso-Britannian terveysministeri Jeremy Hunt arvioi 16.7.2015, ettd 6 000 ih-
mistéd kuolee vuosittain Iso-Britanniassa, koska sairaalat toimivat viikonloppui-
sin arkea pienemmélld henkilokunnalla. Ministeri Huntin mukaan sairaalaan
sunnuntaina joutuva kuolee 15 %:a todennikoisemmin kuin keskiviikkona jou-
tuva.

Ehkei nédin moni kuitenkaan kuole sairaaloiden viikonloppumiehityksen ta-
kia. Sairaaloihin hakeutunee ja sairaalat ottanevat viikonloppuisin hoitoon vain
valitontd apua tarvitsevia. Heiddn joukossaan kuolleisuus on sisddntulopaivas-
td riippumatta suurempaa kuin sairaalassa vihemmén kiireellistd apua saavien
keskuudessa. Ajatusta tukee se, ettd HUSin potilaista 16.7 % on otettu sairaa-
laan lauantaina tai sunnuntaina. Se on vihemmén kuin néiden péivien osuus
viikonpaivista 28.6 %. (Tolvi 2020, 44, 53.) O

Esimerkki. Asesalva (weapon salve). Julkaisuharha ilmaantui jo 1600-luvulla.
Jan Baptist van Helmont kertoi latinankielisessé kirjassaan 1621 haavoja paran-
tavasta asesalvasta. Walter Charleton englansi kirjan 1649. Parantavasta asesal-
vasta kerrottiin my6s 1658 ranskaksi ja englanniksi julkaistussa teoksessa. Yksi
asesalvan resepteistd koostui karhun rasvasta, villisian ihrasta, muumiojauhees-
ta (powdered mummy) ja padkalloon kasvaneesta sammaleesta. Van Helmontin
mielestéd jesuiitan padkallon sammal sopi salvaan erityisen hyvin. Salvalla voi-
deltiin asetta, joka oli aiheuttanut haavan. Salvan kerrottiin toimivan magnee-
tin tavoin etddltd haavaan koskettamatta. Salvan toimivuutta oli koeteltu ko-
keellisesti, ja arvostetut henkil6t olivat raportoineet sen parantavasta voimasta.
Charleton ryhtyi sittemmin epéileméén asesalvaa ja arveli, ettd sen toimivuu-
desta oli raportoitu onnistumisia muttei epdonnistumisia. (Wootton 2015, 287,
291-293.) O

Esimerkki.”® Kinsey ja Hite. Alfred Kinseyn ja Shere Hiten kyselytutkimukset
ovat vaikuttaneet monien késityksiin seksuaalisuudesta ja parisuhteesta ja ovat
kuuluisimpia kyselytutkimuksia. Hite kuvaa kotisivullaan tutkimustensa olleen
uutispommi ja sensaatio.

Kinseyn 1940-luvulla suurta huomiota heratténeitd tuloksia olivat, ettd 70
% miehista on kdyttanyt prostituoitujen palveluita ja ettd maatiloilla asuvista
miehista 17 %:lla on ollut seksuaalinen suhde eldimeen. Hite raportoi 1978-
tutkimuksessaan, etta 70 % yli viisi vuotta naimisista olleista naisista harrastaa
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avioliiton ulkopuolisia suhteita. Osuus oli ldhes sama kaikissa kuudessa Hiten
tutkimassa etnisessd ryhmaéssa.

Kinseyn tulokset perustuivat 18 216 yksityiskohtaiseen haastatteluun, jois-
ta 11 246 muodosti “perusotoksen”. Kinsey oli karsinut aineistosta kolmasosan,
joka oli peraisin vankiloista ja homoseksuaalisesta yhteisosta. Karsitussa otok-
sessa 84 % oli koulutettuja (college-educated), koska tyovieston edustajat olivat
alkuperaisessa otoksessa olleet jarjestddn vankilassa. Hite oli ldhettdanyt 100 000
kyselyé, joista 4 500 vastattiin (vastausprosentti 4.5).

ASA julkaisi raportin seké artikkelin, joissa kritisoitiin Kinseyn tutkimusten
uskottavuutta muun muassa siitd, ettd hinen aineistonsa ei ollut satunnaiso-
tos. Kuuluisa tilastotieteiliji John Tukey opasti Kinseytd, ettd hén vaihtaisi
hetimmiten Kinseyn kerddmét 18 000 tapaushistoriaa 400 havainnon satunnai-
sotokseen, jos se olisi mahdollista.

Spiegelhalter (2015, 10) pitdd mahdottomana, ettd avioliiton ulkopuolisia
suhteita harrastavien vaimojen osuudet otoksessa olisivat luonnostaan niin sa-
moja kuin Hite raportoi sen olevan etnisissi ryhmissa. Spiegelhalter arvioi Hiten
aineiston luotettavuuden toiseksi alhaisimpaan luokkaan viisiportaisessa astei-
kossa. O

Esimerkki.® Terry Georgen ohjaama Christian Balen tdhdittimé armenialais-
ten kansanmurhaa 1915 kuvaava The Promise esitettiin Toronton elokuvajuh-
lilla 11.9.2016. Elokuvan néki alle 3000 ihmistéd. Internet Movie Database’issé
(IMDD) oli pian yli 50000 arvostelua. Elokuva esitettiin seuraavaksi Virginian
elokuvajuhlilla 5.11.2016. IMDb-arvosteluita oli 7.4.2017 jo yli 96 000. Arvoste-
luista noin 60000 oli alinta arvosanaa 1, noin 35000 oli korkeinta arvosanaa 10
ja vain noin 1000 oli véliltd 2—-9. Elokuva tuli kaupalliseen levitykseen 21.4.2017.

Moni on arvioinut elokuvan darimméisen huonoksi tai hyviksi ndkemétta si-
td. “17-aénet juontavat sosiaalisen median kampanjaan Turkissa, jonka hallituk-
sen mukaan kansanmurhaa ei ole tapahtunut. “10”-44net ovat armenialaisilta,
jotka haluavat saada elokuvalle katsojia. Useimmat &anestéjit ovat poliittiselta
katsannoltaan valikoituneita, ja valtaosa dénistd on annettu poliittisesti tarkoi-
tushakuisessa mielessa. Kuvat 8.6 ja 8.7 ovat yhdestd kansanmurhaa muistavista
monista muistomerkeista. [

Esimerkki.% Valikoitumisharha suomalaisessa tutkimuksessa I. Kesilld 2005 to-
teutettiin Suomessa rikosuhritutkimus soittamalla kiinteddn puhelinverkkoon
kuuluville kotitalouksille. Otokseen ei tullut henkil6ité, joilla oli vain matka-
puhelin tai jotka olivat kesdilmoilla ulkona. Aromaan ja Heiskasen (2006) mu-

3Kuvat: Pekka Pere (2022).
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JEUNE-TURC EN 1815

Kuva 8.6: Albert Mkhitarianin Kuva 8.7: Muistomerkin ykSltylS-
(2002) muistomerkki armenialaisten kohta.3

kansanmurhalle 1915 ja armenia-
laisten osallistumiselle Ranskan so-
tiin 1914-1918 ja 1939-1945. Can-
nes, Ranska.?

kaan seuraus oli, etté kerdtty otos oli viestorakenteeltaan valikoitunut ja tulok-
set epéluotettavia. Otoksessa oli huomattavasti vihemmén uhreja kuin vuoden
2000 kyselysséd. Tulos saattaa johtua siitd, ettd nuoret ovat muita useammin
vakivallan uhreja mutta heité oli otoksessa tavanomaista vihemmén. [

Esimerkki.”® Valikoitumisharha suomalaisessa tutkimuksessa II. Vuonna 2018
kysyttiin suomalaisilta, kuinka perhevapaiden kayttdminen vaikuttaa tyouraan.
Vastaajia oli toistakymmentéatuhatta. Valtaosa dideisté ei kokenut viimeisen per-
hevapaan vaikuttaneen tyouraan. Useampi &iti ndki perhevapaan parantaneen
asemaa tyopaikalla kuin heikentdneen. Tutkija piti tuloksiaan yllattédvina. Hel-
singin Sanomien haastattelussa 5.12.2019 hén arveli, ettd raskauden myo6ta tyot-
tomaéksi jadneet eivit ole tulleet huomioiduksi kyselyssé. (1

Esimerkki. Kysymysten muotoilu 1.%° Mitd yhdysvaltalaiset ajattelevat ihmis-



Otannan teoriaa ja empiriaa 156

kunnan synnysta? Pew-tutkimuskeskuksen mukaan kysymyksen muotoilulla on
tassa yhteydessa hyvin suuri merkitys. Tutkimuskeskus on tavannut kysya yh-
dysvaltalaisilta, onko ihmiskunta kehittynyt evoluutioteorian tapaan vai ollut
aina olemassa Raamatun luomiskertomuksen tapaan. Tutkimuskeskuksen uu-
dessa kysymyksessd on kolme vastausvaihtoehtoa: 1. Thmiskunta on kehittynyt
evoluution kaltaisten prosessien tuloksena, joissa Jumalalla ei ole roolia. 2. Th-
miskunta on kehittynyt prosessien tuloksena, jotka ovat Jumalan hyviaksymia
tai ohjaamia. 3. Thmiskunta on ollut olemassa ajan alusta alkaen. Tutkimuskes-
kus arpoi vastaajat vastaamaan joko vanhaan tai uuteen kysymykseen. Vanhan
kysymyksen saaneista 31 % valitsi vastauksen, ihmiskunta on ollut aina olemas-
sa. Uuden kysymyksen saaneista 18 % valitsi sen eli 3. vastauksen. Ero on suuri.
Tutkimuslaitos arvelee, ettd vanhat vastausvaihtoehdot saattavat olla liian jyr-
két. Uudet vaihtoehdot mahdollistavat vastauksen, joka sallii seka evoluutioteo-
rialle ettd uskonnolle merkityksen ihmiskunnan synnyssa. Tutkimuslaitos siirtyi
kayttdmaan uutta kysymysmuotoilua. [J

Esimerkki. Kysymysten muotoilu II.1%° Euroopan unionin tilastotoimisto Eu-
rostat julkaisi 4.2.2019 tiedotteen odotettavissa olevista terveista elinvuosista
Euroopan unionin kansalaisilta. Asiaa oli selvitetty kyselyilld kansalaisille. Tu-
los oli, ettd ruotsalaiset voivat odottaa pisintd tervettéa elaméd (miehet 73.0 ja
naiset 73.2 vuotta). Suomi oli yksi kolmesta maasta, jossa kyselyn mukaan mie-
hilld on edessd enemmén terveitd elinvuosia kuin naisilla (miehilld 59.1; naisilla
57.0). Tiedotteessa todetaan, ettd tuloksiin saattaa vaikuttaa, kuinka terveité
elinvuosia on maissa mitattu.

Tutkimusprofessori Seppo Koskinen arvioi tiedotetta Helsingin Sanomissa
21.2.2019:

Ei ole uskottavaa eikd muiden vieston terveyttd koskevien tietojen valossa mah-
dollista, etta naisten elinajanodote on yhta pitkd kuin Ruotsissa, mutta terveitd
elinvuosia olisi 16 vihemmén — — .

Tilastokeskuksen yliaktuaari Kaisa-Mari Okkonen selittaé:

Suomi parjad vertailussa heikosti: miehilld on terveitéd elinvuosia (59.1) kahdek-
sanneksi vihiten ja naisilla (57) peréti kolmanneksi vahiten vertailumaista. — —
Ruotsin lomakkeella aina vuoteen 2013 asti kysymys esitettiin ainakin pintapuo-
lisesti samaan tapaan kuin Suomessa, yhdelld kysymyksella. Vuonna 2014 kysy-
mys kuitenkin pilkottiin Ruotsin tutkimuksessa neljéén erilliseen kysymykseen.
— — Uusi kysymistapa pitad sisallian periaatteessa kaikki samat elementit kuin
alkuperdinenkin kysymys. Verrattuna aikaisempaan muotoiluun uusi kysymys-
tapa kuitenkin kiinnittda vastaajan huomion jokaiseen toimintarajoitteen maé-
ritelmén osaan erikseen, vaatii harkitsemaan niité ja sitd myo6ta nostaa kynnysta
péatya toimintarajoitteisten joukkoon. Tama nékyy Ruotsin aikasarjatiedoissa
selvasti: vuodesta 2014 eteenpiin vakavasti toimintarajoitteisten osuus viestosta
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karkeasti ottaen puolittui, ja ero Suomen lukuihin kasvoi merkittavasti — — . —
— Ruotsin tekemén kysymysmuutoksen my6td ei Suomen ja Ruotsin tietoja voi
verrata keskendan — — . — — IThmisten omat arviot terveydentilastaan ovat luotet-
tavaa tietoa sinidnsi, mutta miten kysymys- ja vastausvaihtoehdot muotoillaan,
vaikuttavat vastaamiseen merkittavasti.

O

Esimerkki. %' Kehysvaikutus. Vuonna 2016 hyviksytyn viitoskirjan mukaan 85
% suomalaisista hyviksyy eutanasian. Suhonen (2016) epéilee tulosta: Vaittelija
oli kerdnnyt otoksensa sosiaalisen median kautta, jolloin otos lienee itsevalikoi-
tunut. Eutanasian hyviksymiskysymysté oli edeltényt pitkd “syvéiluotaava” ky-
symyssarja, joka loi eutanasiavastaukseen mahdollisesti vaikuttavan kehyksen.
|

Esimerkki. 92 Tarkoittamattomat vidrit vastaukset. Oppimistuloksia selvitté-
vissd PISA-tutkimuksissa (Programme for International Student Assessment)
koululaisilta kysytdéan heiddn vanhempiensa koulutusta. Joidenkin tutkimusten
mukaan perhetaustan merkitys koululaisten oppimistuloksissa olisi korostunut
2000-luvulla. Lehti ja Laaninen (2021) argumentoivat, ettd merkitys ei ole ko-
rostunut ja ettd vaikutelma korostumisesta johtuu suuresta mittausvirheesta:
koululaiset eivéit ole osanneet kertoa oikein vanhempiensa koulutusta. [

Esimerkki. 9% Vastausosuudet kyselytutkimuksissa. Yhteiskunta- ja kdyttayty-
mistieteellisissa tutkimuksissa vastausosuudet ovat pienentyneet trendiméises-
ti. Suomalaisten seksuaalielaméé kartoittavassa Finsex-tutkimushankkeessa vas-
tausosuus on romahtanut 91.4 %:sta 36.0 %:iin runsaassa kolmessakymmenessé,
vuodessa:

vuosi 1971 1992 1999 2007 2015
vastaus-% 914 759 458 434 36.0

Yhdysvaltalaisen Gallup-yhtion puhelinkyselyissd vastausosuus on kutistunut
28 %:sta 7 %:iin kahdessakymmenessa vuodessa:

vuosi 1997 2002 2007 2012 2017
vastaus-% 28 15 15 9 7

Nature Portfolio on maailman arvostetuimpia tieteellisid kustantamoja, ja sen
Scientific Reports on maailman viitatuimpia tieteellisid lehtié. Lehdessé julkais-
tu Derrickin ym:iden (2022) tutkimus perustui kyselyyn, jossa vastausosuus oli
alle 1 %.



Otannan teoriaa ja empiriaa 158

Pieni vastausosuus heikentdad tulosten luotettavuutta. Vastaajat eivét ole
talloin valttamattd satunnainen otos. Suureen vastausosuuteen voidaan edelleen
yltda. Halon ym:iden (2011) tutkimuksessa vastausprosentti oli 97. O

Katoanalyysilla voidaan yrittad selvittad, miké vaikutus vastaamattomuudella
on ollut otantatutkimuksen tuloksiin.

Esimerkki.'%* Katoanalyysi. Ylioppilaiden terveydenhoitosiitio lahetti sihkoi-

sen terveyskyselyn opintonsa aloittaneille yliopisto-opiskelijoille. Opiskelijoista
8750 eli 52 % vastasi. Vastaamatta jattaneistd poimittiin satunnaisotos. Sen
opiskelijoille soitettiin (794 puhelua), kunnes saatiin tehtyd etukiteen péaétet-
ty mééra puhelinhaastatteluja 498 (vastausprosentti 63). Vastaamattomien ter-
veydentila osoittautui paremmaksi. Néin ollen voisi ajatella, ettd ylioppilaiden
terveysongelmia ei ole jadnyt piiloon alkuperiisessd tutkimuksessa. Silti on mah-
dollista, ettd kumpaankaan otokseen ei saatu vakavimmista terveysongelmista
kérsivia ylioppilaita. [

Esimerkki.'%® Vastaamattomuus- ja vastausharha suomalaisessa tutkimukses-
sa. Alkoholin suurkuluttajat vastaavat kulutuskyselyyn keskiméaraistd epéto-
denndkoéisemmin, jolloin suurkuluttajien osuus pyrkii jadméaan liian pieneksi.
Vastaamattomuusharhaa voidaan korjata. Yhden Kopran (2018) harhakorjatun
estimaatin mukaan suurkuluttajien osuus on 7.1 % harhakorjaamattoman esti-
maatin ollessa 4.8 %. Suurkuluttajia vaikuttaa olevan puolitoistakertainen maa-
rd harhakorjaamattomalla menetelmalld arvioituun verrattuna. Kopran vaitos-
kirjan (mt.) mukaan myos péaivittdin tupakoivien osuus estimoituu liian pieneksi,
jos vastaamattomuusharhaa ei huomioida.

Kaikki estimaatit edelld saattavat olla liian pienid. Vaitoskirjassa ei huo-
mioitu vastausharhaa eli tdssé yhteydessa sité, ettd ihmiset usein ilmoittavat
alkoholin- ja tupakankulutuksensa todellista pienemmiksi. [

Kyselyiden hupenevat vastausprosentit ovat tarked metodologinen ongelma. Se
koskee my6s monien maiden — Suomenkin — virallisia tilastoja, kun niitd tuo-
tetaan kyselytutkimuksilla.

Valikoitumismekanismi tunnettaessa tilastollinen péattely saattaa olla mah-
dollista. Jos tietyn ryhmén tiedetaén vastaavan kyselyihin huonosti — kuten vé-
hén koulutetut ja miehet monissa yhteyksissé tapaavat tehdd — voidaan kayttaa
ositettua otantaa tai ryhmén vastauksia voidaan korostaa niitd painottamalla.
Jos niukasti vastaavan ryhmén vastaajat ovat satunnaisotos ryhméstéén, paino-
tettu otos kuvaa populaatiota harhattomasti. Monimutkaisempiin tilanteisiin on
olemassa perusopintotasoa vaativampia menetelmia, joilla voidaan korjata otok-
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sen valikoitumisen vaikutukset sopivissa tilanteissa. Joskus kekselidélla otanta-
menetelmalld voi padstd samaan lopputulokseen.

Esimerkki.19¢ Suomalaisten koulutustasoa arvioidaan Tilastokeskuksen ty&voi-
matutkimuksella, joka on kyselytutkimus. Vastauskato on tutkimuksessa kasva-
nut 9 prosentista 37 prosenttiin vuosina 1995-2019. Vastaamattomat ovat muita
useammin matalasti koulutettuja. Tyovoimatutkimus uudistettiin 2021 korjaa-
maan vastauskatoharhaa. Aiemman tyGvoimatutkimuksen mukaan korkea-as-
teen tutkinnon oli suorittanut 47.9 prosenttia 25-64-vuotiaista suomalaisista
vuonna 2020. Uuden tyévoimatutkimuksen mukaan osuus oli 42.3 prosenttia
vuonna 2021. Ero on 5.6 prosenttiyksikkoa eli noin 150 000 tutkintoa. Aiemman
tutkimuksen mukaan osuus oli Suomessa kymmenenneksi korkein OECD:ssé;
uuden mukaan osuus on OECD-maiden keskitasoa. Késitys suomalaisten kou-
lutustasosta muuttui merkittavasti. [

Esimerkki. 97 Kekselisis otanta. Missd médrin turvaistuin, kolmipisteturvavyo
tai lantiovyo suojaavat lasta kuolemalta autokolarissa? Jones ja Ziebhart (2016)
tutkivat sitd yhdysvaltalaisella aineistolla. Aineisto koostui alun perin autoko-
lareista, joissa kuoli kuljettaja tai matkustaja. Aineisto oli valikoitunutta, silla
se kattoi kolarit, joissa kuoli lapsi muttei kolareita, joissa turvavélineet pelas-
tivat lapsen. Tutkijat rajoittivat siksi — Levittin (2008) oivalluksen mukaisesti
— aineiston kolareihin, joissa kuoli ihminen autossa B ja autossa A oli lapsi ja
mallittivat todennékoisyytta lapsen kuolemiselle autossa A. Néin rajoitettu ai-
neisto ei liene valikoitunutta, silld autossa A matkustaneen lapsen turvavilineet
eivit vaikuttane siihen, kuoleeko joku vai ei kolarin toisena osapuolena olevassa
autossa. Osa-aineistolla voidaan tutkia, kuinka hyvin eri turvavélineet suojaavat
lasta kolarissa. [

Kyselyiden yhteydessé ilmoitettavat virhemarginaalit ovat yleenséa oleellises-

ti luottamusvileja (luku 10), jotka huomioivat satunnaisuuden vain yksinker-
taisen satunnaisotannan kehikossa. Todellisuudessa kyselyihin liittyy muitakin
epavarmuutta lisdavia tekijoitéd, joiden takia luottamusvélit on monesti syyté
olettaa huomattavasti raportoituja leveaAmmiksi.
Joskus on ilmeista, ettd otos ei ole satunnainen (moni esimerkki edelld). Jos
otos tiedetddn valikoituneeksi mutta tavalla, jota ei tunneta, voi olla jarkevinté
pidattaytya tilastollisesta paéttelysta. Tavanomaiseen teoriaan tukeutuva paat-
tely-yritys voi johtaa harhaan, kun oletus havaintojen valikoitumattomuudesta
ei pade.

Esimerkki. Ei tilastollista paéttelyd (Meeker ym. 2017, 393). Seurakunnan 730
jasenelta kysyttiin kirjeitse, tekeekd heiddn pappinsa tyonsd hyvin (kylld tai
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ei). Vastauksia tuli 105, joista 58 oli kylld-vastauksia. Tilastotieteen oppikirjan
kirjoittajaa (mt.) pyydettiin arvioimaan kylla-vastausten osuuteen liittyvaa ti-
lastollista epavarmuutta. Otos vaikutti vahvasti valikoituneelta: Aédnestineet il-
meisesti kokivat asian muita merkityksellisempéné, saattoivat olla kannustaneet
samanmielisid vastaamaan kyselyyn ja olivat mahdollisesti seurakunnassa keski-
madraistd aktiivisempia. Kirjoittajat (mt.) arvioivat, ettd luottamusvalin (luku
10) lasku téllaisesta otoksesta ei ole jarkevdd. He suosittelevat, ettd ddnestystu-
los julkistettaisiin sellaisenaan kera selityksen mahdollisesta valikoitumisesta ja
kannustuksen jatkokyselyyn kyselyyn vastaamattomille. [J

Lukuisat tutkimustulokset mediassa perustuvat otantaan. Kyky lukea niita kriit-
tisesti on tilastotieteellistd perusosaamista.

Lohr (2022) selittéaéd oppikirjassaan, kuinka toimia vastauskadon tai epdaidon otannan tilan-
teissa.

8.5 Oudokit

Aineistossa on joskus muista havainnoista selvisti poikkeavia oudokkeja (out-
liers). Sellaisen voi tuottaa tilastollisen analyysin oletusten mukainen jakauma
sattumalta, jolloin oudokki on luonteva osa otosta. Toisaalta oudokki voi ol-
la padtynyt otokseen tarkoittamattomalla tavalla ollen vaikkapa virhekirjaus.
Usein ei ole selvdd, onko oudokki asianmukainen havainto vai ei. Oudokit voi-
vat vaikuttaa suuresti — varsinkin pienissa otoksissa — tilastolliseen analyy-
siin. Jos oudokki on virheellinen havainto, se vaéristad tuloksia ja pitaé poistaa
aineistosta.

Oudokkeja syntyy paksuhéntiisistd jakaumista. Sellaisessa tilanteessa saat-
taa olla jarkevaa kéyttaa toista tilastollista menetelméd kuin esimerkiksi nor-
maalijakauman pétiessi (jakso 9.1). Monesti ei ole selvd4, miten toimia oudokin
kanssa. Paatos voi olla ratkaiseva tilastotieteellisen analyysin tulokselle. Yksi
mahdollisuus on tehdé analyysit oudokin kanssa ja ilman ja raportoida molem-
mat tulokset. Oudokit muistuttavat aineiston keskeisyydesté tilastotieteessa.

Esimerkki. Opiskelijoiden ansiot (jatkoa jaksosta 8.2). Opiskelijoiden ansiot ovat
0, 0, 0, 0, 5000, 6 000, 7000, 8000, 9000, 10000 ja 50 000 euroa. Viimeksi mai-
nittu on poikkeuksellisen suuri ja oudokki. Ansio 50 000 euroa on suurempi kuin
palkansaajan mediaaniansio 39948 euroa vuonna 2018.'°® Luku 50000 euroa
saattaisi olla virhekirjaus ansion ollessa todellisuudessa 5000 euroa. Jos 50 000
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euroa on oikea ansio, herdd kysymys, millainen opiskelija ansaitsee 50000 eu-
roa vuodessa. Ehka kyseessd on tyon ohessa sivutoimisesti opiskeleva korkea-
koulutettu? Té&lloin voisi olla syytd pohtia, onko otoksen kohdepopulaatio tar-
koituksenmukainen. Pitéisikd kohdepopulaatioksi mééritelld opintotukea saavat
ensimméista tutkintoa taysipéiviisesti opiskelevat? Jos mielekés kohderyhmé on
kaikki opiskelijat — mukaan lukien tyoeldmassé olevat — niin oudokin sisallyt-
taminen aineistoon on perusteltua. [

Esimerkki.'%° Kuvassa 8.5 on piirretty vastakkain tyétuomioistuimen 2000-2009
méadrddmid sakkoja laittomista tyotaistelutoimenpiteistd ja niistd aiheutuneis-
ta taloudellisista menetyksista (n = 272). Yksi tyotaistelu on aiheuttanut yli
65000000 euron menetykset eli tavattomasti enemmaén kuin muut tyotaistelut.
Tutkijat paatyivat poistamaan sen aineistosta ennen tilastollisia analyyseja. Si-
rontakuviossa erottuu myos tyotaistelu, josta méadrattiin yli 16 000 euron sakko.
Tutkijat siséllyttivit sen tilastollisiin analyyseihinsa. [J

Toinen empiirinen esimerkki on kuvassa 8.3 jaksossa 8.2. Useampi havainto poik-
keaa muista taysin, mutta lukuarvot ovat mahdollisia. Ne tulisi ilmeisesti sisél-
lyttad analyysiin. Kolmas empiirinen esimerkki oudokista on kuvassa 13.13 jak-
sossa 13.8. Oudokki ei ole virhekirjaus, silld havaintovuosi voidaan todentaa
poikkeukselliseksi.

8.6 Pintaremontti

Moneen tutkimukseen aineisto joudutaan vartavasten kerdaméan. Téallaista tut-
kimusta voi verrata pintaremonttiin tai maalaamiseen: Suurin osa urakasta on
pohjatoiden tekemistd (otoksen kerddmistd). Itse maalaaminen (analyysi) on
pienempi ja monesti helpompi osa urakasta. Tadma kannattaa muistaa, jos ke-
raa otoksen itse.

Pintaremonttivertaus toimii toisin, jos aineisto on valmiiksi keratty: Edel-
lytys tutkimuksen tai pintaremontin onnistumiselle on, ettd sen pohjatyot ja
ainekset ovat kunnossa.
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Luku 9

Piste-estimointi

Laskennan péiméérs on nikemys, ei numerot. 10
Richard W. Hamming (1915-1998)

9.1 Hyvan estimaattorin ominaisuuksia

Olkoon parametri 6 (jakso 6.2) ja sen estimaattori 0 (jakso 8.1). Estimaattorin
harha (bias) on erotus

~

b(0) = E(9) — 6.
Estimaattorin toivotaan monesti olevan harhaton (unbiased), jolloin

A~

E(0) = 0.

Tallsin riippumattomista otoksista laskettu 6 saa keskimédrin oikean arvon 6.
Harhattomuus on intuitiivinen ja yleensi toivottava hyvian estimaattorin omi-
naisuus — muttei olennainen! On olemassa hyvii estimaattoreita, jotka eivit ole
harhattomia eli ovat harhaisia (biased). On myos tilanteita, joissa harhattomuus
ei ole hyvélle estimaattorille valttamaton tai ehké edes suotava ominaisuus.

Esimerkki. Otoskorrelaatio p (kaava (8.2)) on tavattomasti kiytetty hyvd mutta
ylipdédnséd harhainen estimaattori. Sen harhaa selvitetdén jaksossa 9.8. O

Esimerkki. Parametrin 0 tiedetdén olevan valilld [0,1]. Olkoon # = 1 ja é:n
estimaattorilla positiivinen varianssi kaikilla 6:n arvoilla. Jos 6:n estimaattori
olisi harhaton, se saisi mahdollisesti usein 1:std suurempia arvoja, jotka ovat
mahdottomia. [

163
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Oleellinen hyvén estimaattorin ominaisuus on, ettd se on tarkentuva (consis-
tent): Havaintojen lukuméiridn kasvaessa kohti ddretontéd estimaattorin arvo
poikkeaa parametrin todellisesta arvosta 6 todenndkéisyydelld 0. Jos niin ei
kéy, estimaattori on tarkentumaton (inconsistent).

Esimerkki. Suurten lukujen laki. Olkoot satunnaismuuttujat X; riippumatto-
mia ja olkoon niilli sama odotusarvo E(X;) = p ja varianssi V(X;) = o2,

i = 1,...,n. Havaintojen lukuméédran kasvaessa kohti ddretontd todennakoi-

syys, ettd keskiarvo
.
X = - E X;

i=1

poikkeaa p:std enemmén kuin mielivaltaisen pienen nollaa suuremman vakion
verran, on nolla. Keskiarvo X on téllsin odotusarvon y tarkentuva estimaattori.

Huom1! Suurten lukujen laki on todella vanha ja mullistava! Jakob I Ber-
noulli esitti 1692 lauseen ensimmaéisen version. Se julkaistiin postuumisti 1713.
Huom?2! Laki on todennékoéisyyden frekvenssitulkinnan taustalla. Huom3! Lais-
ta on erilaisia versioita. Esimerkiksi oleellisesti sama laki pétee, jos satunnais-
muuttujien X; varianssi ei ole vakio. Huom4! Laki takaa tarkentuvuuden muttei

normaalisuutta, koska laki edellyttdd vihemmén kuin keskeinen raja-arvolause
(jakso 7.3). O

Parametrille on olemassa usein monia estimaattoreita. Monesti parhaana pide-
tadn sitd, jonka keskineliovirhe (mean-squared error)

MSE(6) = E (6 — 0)?

on pienin. Maaritelma muistuttaa varianssin méaritelmaa. Mikali estimaattori
on harhaton, keskinelidvirhe typistyy estimaattorin varianssiksi. Muulloin kes-
kinelivirhe on estimaattorin varianssin ja harhan nelién summa:

E(0—0)> =E{0 — E(0) + [E(D) — 0]}
— E[0 — E(0)]? + [E()) — 6> + 2E[0 — E(O)][E() — 0]
=E[0—E@0)*+[E() — 0]
=V(0) + [b())*.

Kolmas termi hévisi, koska E [0 — E(A)][E(A) — 0] = [E(0) — 0] x E[) — E(A)] =
[E(0) — 0] x [E(8) — E(0)] = 0. (Siirrettiin vakio odotusarvon eteen, ja vakion
odotusarvo on vakio. Jakso 6.3.)
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_ Estimaattori 6 on keskineliovirheelld mitattuna tarkempi kuin estimaattori
0, jos
E@—0)2<E(0—0)>

Jos estimaattorit ovat harhattomia, ehto pelkistyy f:n varianssin pienemmyy-
deksi:

~ ~

V(B) < V(f).

Ehto voidaan yhtd hyvin ilmaista keskihajontojen
SD(6) < SD(h)

avulla. Niitd kutsutaan téssé yhteydessa keskivirheiksi.

Esimerkki. Normaalijakauman varianssin estimointi. Estimoidaan N(u, 02)-jakau-
tuneen satunnaismuuttujan X; varianssia:

s2=1 > (X - X)? (9.1)

ja

Voidaan osoittaa, etta

ja etta
MSE(62) = E (62 — 0)? < E(s* — 0%)? = MSE(s?)

(esim. Lindgren 1976, 216, 256). Estimaattori 62 on harhainen mutta keskinelio-
virheen mielessé tarkempi kuin s2. Jilkimmaéinen on harhaton. Kumpaa tahansa
voi perustellusti kdyttaa. [

Esimerkki. Odotusarvon estimointi I. Symmetrisen jakauman odotusarvoa voi-
daan estimoida keskiarvolla tai mediaanilla. Oletetaan, ettd otoksen havainnot
ovat riippumattomia ja noudattavat normaalijakaumaa N(u,o?). Jaksossa 7.3
osoitettiin, etta keskiarvo on odotusarvon harhaton estimaattori, jonka varians-
si on 02 /n. Esimerkin tilanteessa mediaani on my&s harhaton estimaattori. Sen
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varianssi on suurilla havaintoméirilli noin 1.57 x 02 /n. Keskiarvo on keskinelié-
virheen mielessé tarkempi odotusarvon estimaattori kuin mediaani, jos havain-
not ovat normaalijakautuneita. [

Esimerkki. Odotusarvon estimointi II. Olkoon tutkittava jakauma symmetrinen
ja paksuhéntdinen. Talloin suuresti odotusarvosta poikkeavat havainnot, oudo-
kit, ovat todenndkoisempid kuin normaalijakauman tilanteessa. Voidaan osoit-
taa, ettd mediaani voi olla talloin keskiarvoa tarkempi estimaattori odotusarvolle
keskineliovirheelld mitattuna. Intuitio on, ettd paksuhéntédisen jakauman tilan-
teessa aineistoon voi tulla muista havainnoista poikkeavia havaintoja. Poikkeava
havainto voi vaikuttaa suuresti keskiarvoon (pienilld otoskoilla) ja kasvattaa sen
varianssia muttei muuta mediaania. [J

Jos estimaattorin keskinelidvirhe suppenee nollaan havaintojen lukuméaaran men-
nessé adrettomédn, estimaattori on tarkentuva. Nain ollen harhaton estimaat-
tori on tarkentuva, jos sen varianssi suppenee nollaan havaintojen lukumaéaéaran
kasvaessa.

Keskiarvo ja mediaani eivit vilttamétta estimoi samaa parametria (odo-
tusarvoa). Mediaani on usein erityisen hyodyllinen tilanteissa, joissa odotusarvo
ja teoreettinen mediaani eroavat. Mediaani on myos useammassa mielessa vakaa
(robust) estimaattori. Estimaattori on vakaa tietyn poikkeavuuden suhteen, jos
estimaattori el muutu “paljon” kyseisessa poikkeavassa tilanteessa. Estimaattori
voi olla vakaa esimerkiksi satunnaismuuttujan jakauman tai oudokkien suhteen.

Esimerkki. Opiskelijoiden ansiot (jatkoa jaksosta 8.5). Opiskelijoiden ansioiden
(0, 0, 0, 0, 5000, 6000, 7000, 8000, 9000, 10000 ja 50000 euroa) tyyppiarvo,
mediaani ja keskiarvo ovat 0, 6000 ja 8636.36 euroa. Aineistoa huolella tut-
kittaessa huomataan, ettd oudokki 50000 euroa on virhekirjaus. Korjataan se
oikeaksi arvoksi 5000 euroksi. Tyyppiarvo, mediaani ja keskiarvo ovat nyt 0,
5000 ja 4 545.45 euroa. Tyyppiarvo ei muuttunut. Mediaani pieneni 1 000 eurol-
la eli 17 %:1la. Keskiarvo lihes puolittui. Korjatussa aineistossa se on jopa pie-
nempi kuin mediaani. Tyyppiarvo ja mediaani ovat oudokkien suhteen vakaita
estimaattoreita; keskiarvo ei ole. [J

9.2 Estimointimenetelmista

Estimaattoreita voidaan johtaa eri tavoilla. Monien estimaattorien lahtokohta
on tilastollinen malli (statistical model). Tilastollinen malli on teoreettinen ku-
vaus — kaytdnnossa yksinkertaistus — tutkittavasta satunnaisilmiosta. Mallissa
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on systemaattinen ja satunnainen osa. Malli méarittelee satunnaismuuttujista
tehtavit oletukset kuten todennédkoisyysjakauman ja niiden riippuvuussuhteet
ja havaintojen poimintamekanismin. Mallin parametrien numeeriset arvot pyri-
tdan selvittdméadn estimoinnilla.

Esimerkki. Normaalijakautunut otos I. Satunnaismuuttuja X noudattaa nor-
maalijakaumaa N(u,o?):
X=p+e

Odotusarvo p on mallin systemaattinen ja satunnaistermi ¢ satunnainen osa.
Molempiin liittyy estimoitava parametri (u ja 02). Otoksen havainnot oletetaan
poimituksi riippumattomasti toisistaan.

Riippumattomasti poimitun otoksen Xi,..., X, vyhteistiheysfunktio (joint
density function) on

Rk O ) S C ey )
—e 20’2 X oo X ———e 20’2 :H e 20’2
V2mo V2ro i V2mo
1 n Z?:l (xi - IU’)Q
= () e 202 = L(21,. .., 20, 0%). (9.2)
2o
Intuitio kaavalle on riippumattomien tapahtumien tulosianto (4.9). Kaavan ylla
avulla voidaan laskea havaintoihin z1,...,z,, liittyvid todenndkoisyyksia (tél-
laiset laskut sivuutetaan). Kaava (9.2) summeeraa esimerkin tilastollisen mallin.
Merkintd L(x1,...,on; 1, 02) tulee tulkita tdssd niin, ettd parametrit pu ja o
ovat kiinteitd, ja todennékéisyydet vaihtelevat havaintojen z1, ..., z, mukaan.
O

Suurimman uskottavuuden (SU, mazimum likelihood) menetelmé on tarkeimpid
estimointimenetelmii. Menetelméin idea: Valitaan jakauman parametrien esti-
maateiksi lukuarvot, joilla todennékoéisyys havaitulle aineistolle on suurin mah-
dollinen. Teknisempi kuvaus: Jakauman ja oletusten (kuten havaintojen riippu-
mattomuus) perusteella muodostetaan uskottavuusfunktio, jonka arvo maksi-
moidaan valitsemalla sopivat parametriarvot.

SU-estimaatit ovat usein, mutteivéit aina, helposti laskettavissa. SU-esti-
maattoreiden voidaan sopivin oletuksin osoittaa olevan suurilla havaintomé&é-
rilla keskineliovirheen mielesséd tarkimpia mahdollisia ja normaalijakautuneita.
SU-estimaattorit eivit ole vilttdmatta harhattomia.

Esimerkki. Binomijakautunut otos. On tehty n riippumatonta havaintoa x; Ber-
noulli-jakautuneesta satunnaismuuttujasta X. Tapahtuman y = > | z; to-



Piste-estimointi 168

dennékéisyys maardytyy binomitodennakoisyydesta (7.3). Tulkitsemalla siind y
kiintedksi ja 7 funktion argumentiksi saadaan uskottavuusfunktio

e O L
Y
Luvussa 7 oletettiin parametri m tunnetuksi ja laskettiin todennékoisyyksié ta-
pahtumien lukumaéérélle y sijoittamalla sille eri arvoja kaavassa ylld. Nyt toi-
mitaan toisinpain: Kiinnitetddn lukumééri y havaituksi ja lasketaan L(y;m):n
arvoja eri m:n arvoilla. Se m:n arvo, jolla L(y; 7) saa suurimman arvonsa, on m:n
SU-estimaatti 7. Voidaan osoittaa, ettd # = y/n (harjoitustehtavi).
Kuvassa 9.1 on uskottavuusfunktio L(y;7) tilanteessa y = 2 ja n = 10:
10 102 2 8
L(ﬂ;y):<2>7r (1—-m) =45 x (1 — 7)°.

Uskottavuusfunktio saa suurimman arvonsa m:n arvolla 0.2 = 2/10. Se on m:n
SU-estimaatti. [J

L(my)
000 0.05 010 015 020 0.25 0.30
1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Kuva 9.1: Binomijakauman parametrin 7 uskottavuusfunktio, jos y =2 jan =
10.

Esimerkki. Normaalijakautunut otos II. Satunnaismuuttuja X noudattaa nor-
maalijakaumaa N(p, 02). Jakaumasta poimitaan n riippumatonta havaintoa. Us-
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kottavuusfunktio on L(z1, ..., z,; i, 02) (kaava (9.2)) tulkiten havainnot z; kiin-
teiksi ja parametrit u ja o muuttujiksi, joiden suhteen kaava maksimoidaan. Voi-
daan osoittaa, ettd SU-estimaatit normaalijakauman parametreille ovat gt = =
(havaintojen keskiarvo) ja 62 (kaava (9.1)). O

Uskottavuusfunktiota on kuvattu tilastotieteen keskeisimméksi késitteeksi (Barn-
dorfl-Nielsen 1991) ja SU-menetelméé sovelletun matematiikan vaikutusvaltai-
simmaksi saavutukseksi 1900-luvulla (Efron ja Hastie 2016, 91). (Allekirjoitta-
neesta aineisto on silti tilastotieteen késitteista keskeisin.)

Toinen paljon kaytetty estimointimenetelma on pienimmdn neliésumman
(least squares, PNS) menetelmé. Tavallisissa normaalijakauman tilanteissa se ja
SU-menetelmé tuottavat samat estimaattorit. PNS-menetelma kuvataan regres-
sioanalyysin yhteydessi (luku 13).

Alla ei yleensd todeta, milld menetelmalld estimaattori on johdettu. Esti-
maattorin intuitiivisuus on riittdva peruste tutkia ja soveltaa sitd luentomate-
riaalissa. Havaintojen (n kappaletta) oletetaan noudattavan otsikoissa nimetty-
ji jakaumia ja olevan riippumattomia, jollei toisin todeta.!'! “Hatulla” (“A”)
merkityt estimaattorit ovat luvussa SU-estimaattoreita.

9.3 Binomijakauman parametrin estimointi

Binomijakauman parametrille 7 luonteva estimaattori on tapahtumien osuus
otoksessa eli tapahtumien lukumééra (Y') jaettuna otoskoolla (n):

Y
T=—.
n
Se on harhaton estimaattori:
Y 1
E(7) =E () = k) =" =1

(kaava (7.4)). Estimaattorin varianssi on

V(#) =V <Y> _Llyyyorri=m _rd=m)

n n? n? n

(kaava (7.5)). Estimaattorin varianssi menee nollaan otoksen koon kasvaessa
kohti dédretonté, ja estimaattori on tarkentuva. Normeerattu estimaattori nft on
binomijakautunut

nft =Y ~ Bin(n, )



Piste-estimointi 170

ja suurilla havaintomé&érilla likimain normaalijakautunut
&~ N(m,7(l—m)/n)

keskeisen raja-arvolauseen mukaan (jakso 7.4.3).

9.4 Multinomijakauman parametrien estimointi

Multinomijakauman luokkatodennékdisyyksille luonteva estimaattori on luok-
kafrekvenssien (NNV;) osuudet otoksessa:

. N;
T, = —,
n
i =1,...,c. Normeeratut estimaattorit nt; = IN; noudattavat multinomijakau-
maa Mul(n,7q,...,7.). Yksittdinen luokkalukuméédrd N; ja siten n#; on bino-

mijakautunut jaksoissa 7.1.4 ja 9.3 kuvatulla tavalla, ja &; on harhaton ja tar-
kentuva estimaattori. Keskeisen raja-arvolauseen (jakso 7.3) perusteella kukin
7r; on normaalijakautunut suurilla havaintomé&arilla:

E(ﬁ'z) = Ty,

7'&'1'(1 - 7Ti)
n
ja
7?1- ~ N(’]TZ',’]Ti(]. — WZ)/n)

9.5 Poisson-jakauman parametrin estimointi

Kun Y; ~ Poi(u), niin keskiarvo on luonteva estimaattori myos Poisson-jakau-
man parametrille u:

o2V
= Y = &= .
a n
Estimaattori /it on harhaton ja sen varianssi suppenee nollaan otoskoon kasvaes-
sa:
A T E(Y; tow
E(u) _ Zz_l l) _ Zz_l =u
n n
ja
n n
V(A) _ ZiZI V(}/l) _ ZiZI H _ ﬁ
Hr= n2 - on2 o
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Varianssin lasku perustuu havaintojen riippumattomuuteen. Estimaattori on
tarkentuva.
Kaavan (7.12) ja jakson 7.4.5 perusteella > . | Y; ~ Poi(nu). Néin ollen

normeerattu estimaattori njg = Z?:l Y; on Poisson-jakautunut:

nji ~ Poi(ny).
Keskeisesté raja-arvolauseesta (7.14) seuraa, ettd suurilla havaintoméaarilla pa-
tee likim&arin

fi ~ N(p, p/m).

9.6 Normaalijakauman parametrien estimointi

Normaalijakauman N(u, 02) odotusarvolle ilmeinen estimaattori on otoskeskiar-

(e s x
K n
Se on harhaton, ja sen varianssi menee nollaan havaintojen lukuméérin n kas-
vaessa: S Ex) s
E(f) = £=i=1 i) _ 2ui=1i P _
(2) - - Iz
ja
n n
V(a) = >im1 V(X5) _ 20’ _ ‘772.
n? n2 n
Voidaan osoittaa, etté
p—p

——~tn—-1

s/vn—1 ( )

(esim. Lindgren 1976, 344). Tilastollinen paéttely odotusarvosta p kannattaa
perustaa ylipadnsi tunnuslukuun ylla. Keskeisen raja-arvolauseen (7.14) perus-
teella ji noudattaa suurilla havaintomaérilla likim&arin normaalijakaumaa

N(u, 02 /n).

Varianssin estimointia pohdittiin jo esimerkissa jaksossa 9.1. Voidaan osoit-
taa, ettd sekd 62 = > 1 (X; — X)?*/nettd s> = 31" | (X; — X)?/(n — 1) ovat
o?:n tarkentuvia estimaattoreita ja etté,

~2 2
né (n—1)s 9

(esim. Lindgren 1976, 334).
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9.7 Odotusarvon estimointi ilman jakaumaole-
tusta

Ilmitn taustalla olevaa jakaumaa ei voida aina mééritelld. Télloin voidaan tur-
vautua keskeiseen raja-arvolauseeseen (7.14) odotusarvoa estimoitaessa, jos lau-
seen oletukset ovat voimassa. Odotusarvon otosvastine ja ilmeinen estimaattori
on keskiarvo. Keskeisen raja-arvolauseen mukaan suurilla otoskoilla keskiarvo
on likimain normaalijakautunut:

- ]
— L ~N(0,1) eli Y~ N(u,o?/n).

S7m ~NO.Y (1, )

Jaksojen 7.3 ja 9.1 johdot keskiarvoestimaattorin harhattomuudelle ja varians-
sille patevat tassdkin tilanteessa. Keskiarvo on harhaton ja tarkentuva estimaat-
tori odotusarvolle vaikkei taustalla olevaa jakaumaa rajattaisi tarkasti.

9.8 Korrelaation estimointi ja ekologinen korre-
laatio

Oletetaan, ettd tutkittavat satunnaismuuttujat ovat binormaalijakautuneita (jak-
so 7.5) ja ettd havaintoparit (X1,Y7),...,(X,,Y,) ovat riippumattomia. Otos-
korrelaation p (kaava 8.2) jakauma riippuu vain korrelaatiosta p ja otoskoosta n.
Jakauma vinoutuu p:n ldhestyessi +1:hté ja voi olla hyvin vino (Cramer 1946,
399-400). p on lievasti harhainen kohti 0:aa, jos p # 0 (|E(p)| < |p|). Harha on
suurimmillaan, kun |p| on noin 0.5-0.7 (Demidenko 2020, 392, Shieh 2010).

Esimerkki. Olkoon n = 20 ja |p| noin 0.5 — 0.7. Otoskorrelaation harha kohti
0:aa on t&lldin noin 0.01. Harha on suurimmillaankin pieni. O

Otoskorrelaation jakaumaa tarkastellaan ldhemmin korrelaation testaamista ku-
vaavassa jaksossa 12.7.

Kuvan 9.2 sirontakuviot havainnollistavat, kuinka keskiarvoista laskettu kor-
relaatio voi olla paljon suurempi kuin alkuperiisesti aineistosta laskettu. Siron-
takuvioiden mukaan pimeédn ajan kolarien lukumééran suhde valoisan ajan ko-
larien lukumééraén pienenee katuvalaistuksen kirkkauden kasvaessa. Keskiar-
vojen otoskorrelaatio on —0.946; havaintojen —0.386. Yhteys vaikuttaa kovasti
tiukemmalta keskiarvoista laskettuna.

Otoskorrelaatioita lasketaan monesti ryhmiékeskiarvoista. Téllaisia otoskor-
relaatioita kutsutaan ekologisiksi korrelaatioiksi (Robinson 1950, te Grotenhuis
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ym. 2011). Ekologinen korrelaatio voi olla hyddyllinen suure, jos ollaan kiin-
nostuneita ryhmétason korrelaatiosta. Joskus yksilotason korrelaatio kiinnostaa
mutta otoskorrelaatio lasketaan ryhmétasolla, koska vain ryhmétason aineis-
to on saatavilla. Ekologiset korrelaatiot ovat usein itseisarvoltaan suurempia
kuin vastaavat yksilotason korrelaatiot. Ekologiset korrelaatiot voivat siksi an-
taa liioitellun vaikutelman tilastollisen yhteyden vahvuudesta. Fkologinen virhe-
padtelma (ecological fallacy) tehd&éan, jos ryhmétason korrelaatio samaistetaan
yksilotason korrelaatioon.

2 4 i
p=-0.946 o p=-0.386
[O) o |
© ~—
=
-}
k2]
& 0
[e) To}
X S 9
o |
T I I |
0.5 1.0 1.5 2.0
kirkkaus kirkkaus

Kuva 9.2: Pimeén ajan kolarien lukumééran suhde valoisan ajan kolarien luku-
miiriin ja katuvalaistuksen kirkkaus (cd/m?). Vasen: Keskiarvot. Oikea: Al-
kuperiiset havainnot.?

2Kiitdn Paul Marchantia aineiston luovuttamisesta 23.3.2020. Olen tehnyt vasemmanpuo-
leisen kuvan jakamalla aineiston kirkkausmuuttujan suuruuden mukaan 20, 17, 18, 17 ja 17
havainnon ryhmiin ja korvaamalla kunkin ryhmén kirkkaus- ja kolarisuhdehavainnot niiden
ryhmaékeskiarvoilla Marchantin (2019) esimerkin mukaisesti. Olen piirtdnyt molempiin kuviin
regressiosuorat (luku 13). Aineisto on Hargrovesin ja Scottin (1979) tutkimuksesta kolareista
Iso-Britanniassa.






Luku 10
Valiestimointi

Mika esitetyistd ndkemyksisté on totta, sen paattadkoon joku jumala. Mika niisté
on todennikéisin, se on suuri kysymys.112

Marcus Tullius Cicero (106-43 eKr.)

Luvussa kuvataan teoreettisia tuloksia ja havainnollistetaan niiden kéytt6d em-
piirisilla esimerkeilld. Luvussa ei ole mahdollista tutustua yksityiskohtaisesti esi-
merkkiaineistoihin. Todellisessa tutkimuksessa aineistoon tulee perehtyé huolel-
lisesti ennen véliestimointia tai muuta tilastollista paattelyd. Muun muassa kan-
nattaa piirtda kuvioita havainnoista ja niiden jakaumista. Aineistojen oletetaan
olevan satunnaisotoksia luvussa.

10.1 Idea

Tilastotieteen ytimessd on padtelmiin liittyvin epdvarmuuden kuvaaminen ja
mittaaminen. Ajatus oli rivien vilissd edellisessd luvussa, jossa estimaattorit
noudattivat erilaisia jakaumia tilanteesta riippuen. Viliestimointi (interval es-
timation) on monien suosittelema tapa kuvata estimaatin tai muun jakaumaan
liittyvéin suureen tarkkuutta ja tehda tilastollista pdattelya. Véliestimointi eroaa
piste-estimoinnista kuin verkon heittdminen keihddn heittdmisestéd kalaa kohti.
(Ismay ja Kim 2020, 254-255).

Jos moni sekaantuu todenndkoisyyslaskennassa, niin tilastollisen péattelyn
késitteissd on seké opiskelijoilla ettéd soveltajilla syvillemenevié vadrinkésityksié
(esim. Gigerenzer ym. 2004, Sotos ym. 2007). Niitd saattaa kuulla viitostilai-
suuksissa tai lukea julkaistuista empiirisistd artikkeleista. Pa&ttelyn teoriaan
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kannattaa syventyd — yksinkertaisesti jotta ymmartda, mitd tekee tilastotie-
teellisid menetelmia soveltaessaan. Késitteet eivat ole niin vaikeita, etteivit pe-
ruskurssien opiskelijat niitd voisi omaksua. Vaariat tulkinnat johtunevat pikem-
minkin jonkinlaiseen (tarkoitukseen sopimattoman) maalaisjirkeen perustuvan
ajattelun soveltamisesta oikotiend kuviteltuun ymmaérrykseen. Ilmeinen virhe-
ldhde ovat soveltajien laatimat oppikirjat, joissa késitteet on tulkittu heppoisesti
(mt:t).

Koostukoon otos satunnaismuuttujista X, ..., X,, ja olkoon estimoitava pa-
rametri 6. Luottamusvéli €:lle toteuttaa (tyypillisissd tilanteissa) epéayhtdlon

PIL(X1,...,X,) <0 <UXy,...,X,)]=PL<O0<U)>1—-a. (10.1)

Siind L = L(Xy,...,X,), U =U(Xy,...,X,), L <U jaae€ (0,1). Luottamus-
véilin ala- ja ylarajat ovat L ja U. Luottamusvali [L, U] on 6:n vdliestimaattori,
ja havaitusta otoksesta laskettu véli [l,u] = [L(x1,...,2n),U(21,...,2,)] on
O:n viliestimaatti (interval estimate). Ala- ja ylarajat ovat otoksesta laskettavia
tunnuslukuja, joiden mééritelmé riippuu jakaumasta, johon 6 liittyy.

Epéyhtédlon (10.1) mukaan todenndkoisyys, ettd véli [L, U] peittdd 0:n, on
vahintdan 1 — . Téssd yhteydessa todennédkoisyyttd 1 — a kutsutaan luottamus-
tasoksi (confidence level). Valid kutsutaan 100 x (1 — «) %m luottamusuvdliksi
(confidence interval). Tyypillisesti « on 0.05 tai 0.01, jolloin lasketaan 95 %:n
tai 99 %:n luottamusvéli.

Viliestimoinnissa puhutaan luottamuksesta todennékéisyyden sijaan, jotta
parametriin 6 ei sekoitettaisi todennikoisyyden késitettd (Neyman 1934, 590).
Parametri on kiinted populaatiota kuvaava suure eiké ole satunnaismuuttuja.
Satunnaismuuttujia ovat luottamusvélin ala- ja yldrajat. Ne vaihtelevat otok-
sesta toiseen, ja niiden rajaama véli peittdd f:n (vahintdén) 100 x (1 — «) %:ssa
hypoteettisista riippumattomista toistokokeista. Luottamuskin saattaa olla lii-
an latautunut késite. Luottamusvilille on ehdotettu neutraalimpaa nimitysté
yhteensopivuusvali (compatibility interval). Sen peittdmét parametriarvot ovat
yhteensopivia aineiston kanssa.

Esimerkki. Sata luottamusvalia.!'® Kuvassa 10.1 on sata luottamusvilia odo-
tusarvolle (100). Nelja véritettya luottamusvilia ei peitd odotusarvoa. Téssé sa-
dan otoksen toistokokeessa 95 %:n luottamusvaleista 96 % peittda estimoitavan
parametrin. Jos toistojen lukumédrda kasvatettaisiin kohti déretonté, odotusar-
von peittavi osuus véleistd menisi 95 %:iin. Kuvan luottamusvélien laskutapa
selitetddn jaksossa 10.4.1. O

Viliestimaatin etu piste-estimaattiin verrattuna on, ettd véliestimaatista saa
késityksen estimaatin tarkkuudesta. Mikali luottamusvéli on leved, piste-esti-
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Kuva 10.1: Tilastotieteellinen Sibelius-monumentti. Sadasta 36 havainnon otok-
sesta lasketut odotusarvon 95 %:n luottamusvélit (kaava (10.6)). Havaintojen
jakauma: N(100,182).

maatti 6 ei ole osunut vilttamitti lihelle f:aa. Jos vili on kapea, 0 vaikuttaa
tulleen estimoitua tarkasti.

Mikili f:n jakauma on jatkuva (é voi saada ddrettoméin madrin arvoja), on
piste-estimaattorin todennékéisyys peittdd 6 nolla. Todennédkoisyydelld mitat-
tuna véliestimoinnilla saavutetaan tavaton parannus piste-estimointiin verrat-
tunal

Useimmiten lasketaan symmetrisia kaksisuuntaisia luottamusvilejé, joissa 0
on luottamusvélin keskipiste ja 6 — L = U — 6. Epayhtélon (10.1) mé&ritté-
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maé luottamusvili ei ole valttamé&ttd symmetrinen. Joskus on perusteltua laskea
yksisuuntainen luottamusvéli kuten (—oo, U], [L, c0), [0, U] tai [L, 1].

Luottamusvéleji voidaan laskea monella tavalla. Yleensé luottamusvali yri-
tetddn muodostaa niin, ettéd se olisi mahdollisimman kapea mutta silti toteuttai-
si epdyhtilon (10.1) ja ettd todennékoisyys siiné olisi tasan 1 — «. Jos jakauma
on diskreetti ja havaintoja on vdhén, se ei ole aina mahdollista. Luottamusvélin
peittavyystodennékoisyys on siksi méadritelty epayhtaloni kaavassa (10.1).

Luottamusvilin tulkinnassa kannattaa pitdytyd parametrin todellisen arvon
peittévyystulkinnassa riippumattomissa toistokokeissa. Venytetyt védérat tulkin-
nat ovat yleisié.

Esimerkki. Luottamusvalin tulkinta. Véliestimoidaan parametria 6. Sen (95 %:n)
luottamusvélin vaaria tulkintoja:

e “f sijoittuu 95 %:n luottamusvalille 95 %:n todennékoisyydella.” Eil: 6 on
kiinted eiké liiku minnekadn. Luottamusvéili on satunnainen ja sijoittuu
eri kohtiin riippumattomissa toistokokeissa.

e “95 %:n luottamusvalin peittdmét 6:n arvot ovat yhtatodennakoisia.” Eil:
f:n arvot eivit ole satunnaismuuttujia, joihin liittyisi todennékoisyys.

o “Riippumattomissa toistokokeissa parametrin 6 piste-estimaateista 95 %
sijoittuu (yhdestd otoksesta lasketulle) 95 %:n luottamusvilille 6:1le.” Eil:
Otos on voinut olla poikkeava, ja piste-estimaatit voivat tavata osua toi-
saalle. O

Yleinen on myo6s vadrd kiytanto katsoa, menevitko kahden odotusarvon luotta-
musvalit padllekkéin ja padtelld siitd, eroavatko parametrit. Oikea menettely on
laskea luottamusvili odotusarvojen erotukselle, mika selitetdéan eri jakaumien
tilanteessa jaksoissa alla. Vaaran kdytdnnon ongelmia setvitddn harjoitustehtéa-
Vissa.

Esimerkki. Luottamusvélien vertailu. Niewenhuis ym. (2011) kévivat lipi 513
viidessd huippulehdessi (mm. Science ja Nature) julkaistua tutkimusta.''* Tut-
kijat vertasivat niissd yhtd usein luottamusvéleja vadrin kuin kayttivat niita
oikein. Helsingin, Tampereen ja Turun yliopistojen psykologian paasykoekirjas-
sa 2017 opetettiin virheellinen menettely kahden luottamusvélin vertaamiseksi.
O

Fagerlandin ym:iden (2017), Newcomben (2013) seké erityisesti Meekerin ym:iden (2017) kir-
joissa opastetaan luottamusvilien laskua yksityiskohtaisemmin ja kattavammin.
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10.2 Luottamusvilejia osuuksille

10.2.1 Osuuden luottamusvali

Binomijakauman todennéakéisyyden m:n eli osuuden luottamusvali on kaytetyim-
pid luottamusvalejé. Tilastotieteen perusoppikirjoissa jirjestddn opetetaan me-
nettely alla sen laskemiseksi. Johto ldhtee osuuden estimaattorin # = Y/n nor-
maalisuudesta suurilla havaintoméaarilla:

#~N(m,7n(1—m)/n)
(jakso 9.3). Télloin patee likiméadrin

Plz < S <z
/2 7r(1—7r)/n 1-a/2

T—m
P —Z1—a/2 < —F/— <Zl—o¢/2 =1—«
m(l—7)/n
(vrt. kaava (7.14)). Téssd z,/2 = —2z1_q/2 on standardinormaalijakauman /2.
kvantiili (esim. zp g25 = —20.975 = —1.960). Estimoidaan estimaattorin # nimit-

téjassd varianssi (1 — 7)/n:114. Néin saadaan likimdardiset yhtalot

Pl-z < Tom <z 1 =
—Z1 4 —_— a2 | 1«
1—a/2 D /2

m
~(1— 7 ~(1—
P(ﬁ'—Zla/g\(7r(n7.[.)<77<ﬁ'+Z1a/2\)ﬂ—(nﬂ.)> ~1—a.

Osuuden 100 x (1 — «) %:n likimaaraisen luottamusvélin yla- ja alaraja ovat

. (1 —7)

W:tZl_a/Q o . (102)
Jos havaintoja on paljon eikd 7 ole 1dhelld nollaa tai yhté, luottamusvélin peit-
tévyys on noin 100 x (1 —«) %. Vélid (10.2) kutsutaan téssd Waldin luottamus-
valiksi tilastotieteiliji Abraham Waldin mukaan.

Luottamusvélin leveys riippuu luottamustasosta 1 — «, 7:n suuruudesta ja
otoskoosta n. Luottamustason kasvattaminen (1 — a):sta (1 — o*):iin leventdé
luottamusvélia (a* < «). Télloin luottamusvélin leveyden mééraéavé termi suu-
renee: 2y o7 (1 —7)/n]Y2 > 2o jo[7(1 — 7)/n]'/2, koska z)_ o« j2 > 210 /2.



Valiestimointi 180

Esimerkki. Luottamusvilin leveys ja luottamustaso. Olkoon # = 0.5 ja n = 100.
Jos luottamustaso on 0.95, niin a = 0.05 ja z;_q/2 = 1.960. Jos luottamustaso
on 0.99, niin a = 0.01 ja z;_,/2 = 2.576. Standardinormaalijakauman 0.975.
ja 0.995. kvantiilit 1.960 ja 2.576 on laskettu R-komennoilla qnorm(0.975) ja
gnorm(0.995). Kaksisuuntaisen 95 %:n luottamusvilin rajat ovat

0.5 x0.5
0.5£1.960 oo 0.5£1.960 x 0.05 = 0.5 £ 0.098,

eli luottamusvéli on
[0.402,0.598].

Kaksisuuntaisen 99 %:n luottamusvélin rajat ovat

0.5 +£2.576 % =0.5+2.576 x 0.05 = 0.5 £ 0.1288,

jolloin luottamusvéli on
[0.371,0.629].

Luottamustason suurentaminen leventéé luottamusvalin pituuden 0.598—-0.402 =
0.196:sta 0.630 — 0.371 = 0.258:aan.
Edelliset luottamusvalit selvidvit katevisti mosaic-paketin komennoilla:

install.packages("mosaic")

library(mosaic)

binom.test (x=50,n=100,conf.level=0.95,ci.method="Wald")
binom.test (x=50,n=100,conf.level=0.99,ci.method="Wald")

O

Luottamusvili tapaa olla sitd levedmpi, mitd lahempénd « ja siten 7 on 0.5:tt4.
Asriarvoja 0 tai 1 ldhelld olevat osuudet estimoituvat tarkemmin kuin 0.5:n
tienoilla olevat. Kuva 10.2 havainnollistaa tuloa (1 — 7), kun 7 € [0, 1].

Otoskoon n kasvattaminen kuristaa luottamusvélid, koska n:n suuretessa
luottamusvélin (10.2) neliojuuritermi pienenee. Luottamusvéli kapenee kuiten-
kin hitaammin kuin n suurenee.

Esimerkki. Estimaatin # pysyessé samana luottamusvélin (10.2) leveys puolit-
tuu, jos n nelinkertaistuu:

1.960 x
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Kuva 10.2: Todennékéisyys 7 ja tulo w(1 — ).

Vasemmalla on kaksisuuntaisen luottamusvélin puolikas, kun otoskoko on 4n.
Oikealla on 1/2:1la kerrottuna otoskoolla n pétevin kaksisuuntaisen luottamus-
véilin (10.2) puolikas. OJ

On esitetty peukalosdantoji, joiden pétiessd approksimaation (10.2) pitéisi toi-
mia.!!5 Luottamusvilin (10.2) peittivyys voi olla paljon pienempi kuin 100 x
(1 —a) %, vaikka peukalosdinnon mukaan approksimaatio olisi patevé.

Esimerkki. Osuuden luottamusvilin (10.2) peittivyys.!*® Jos havaintoja on 25
ja m on noin 0.05, niin 95 %:n luottamusvélin (10.2) peittdvyys on noin 70 %.
|

Esimerkki. Luottamusvéli, jos tapahtumia ei ole. Jos # = y/n = 0/n = 0,
luottamusvéli (10.2) typistyy pisteeksi [0, 0] kaikilla luottamustasoilla. Se on
epatyydyttavad: Jos voitaisiin olla varmoja, ettd tapahtuman todenndkoisyys
on 0, luottamusvélia ei olisi laskettu. [

Newcombista (1998a, 868) luottamusvilid (10.2) ei tulisi kdyttéé tieteellisessé
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tutkimuksessa ja sen kayttod tulisi rajata otoskoon suunnitteluun ja opetustar-
koituksiin. Andersson (2023), Fagerland ym. (2017, 65), Meeker ym. (2017, 105,
108) sek& Schilling ja Doi (2014) arvioivat luottamusvélid (10.2) samaan tapaan.

Paljon paremmin toimiva kaksisuuntainen 95 %:n luottamusvéli on plus nelji
-luottamusvali (Agresti ja Coull 1998). Havaintoihin lisdtdan neljd havaintoa
taulukon alla mukaisesti (alun perin n havaintoa ja y tapahtumaa):

tapahtuma
kylla ei Y
y+2 n—y+2 n+4

Y:lla on merkitty summaa rivin lukuméaristd. Luottamusvéli lasketaan néin
muokatusta aineistosta kaavalla (10.2). Plus nelja -luottamusvéli on hieman le-
vedmpi ja peittdd todellisen osuuden todenndkoisyydellé, joka tapaa olla selvasti
lahempénd 95 %:a kuin alkuperiisesté aineistosta kaavalla (10.2) laskettu luot-
tamusvéli (mt., Newcombe 2013, 106, 109, Andrés ja Herndndez 2014). Jos 7 on
hyvin lahelld nollaa tai yhta, plus nelja -luottamusvali on liian leved. Komen-
noilla

library(mosaic)
binom.test (x=3,n=20,ci.method="Plus4")

mosaic-paketti laskee plus nelja -vilin nanosekunnissa (késkyssé esimerkkin 3
tapahtumaa 20 toistossa).

Plus neljé -luottamusvéli on suunniteltu 95 %:n luottamusvélin laskemiseen,
mutta se on Waldin luottamusvalid (10.2) parempi muillakin luottamustasoil-
la (Andrés ja Herndndez 2014). My6s yksisuuntainen plus nelja -luottamusvéli
kannattaa laskea ennemmin kuin yksisuuntainen Waldin luottamusvéli (Prad-
han ym. 2016). Niissé tilanteissa on silti suositeltavaa laskea luottamusvili muil-
la menetelmilld (jakson lopun lisimateriaali).

Joskus binomikokeessa tapahtumia ei tule lainkaan. T&lloin katevd kaava
mn 95 %:n luottamusvéliksi on kolmen sddanto (rule of three)

3 3
2] =l
n n+1
Jalkimmaéinen likiarvoistus on parempi (Jovanovic 2005). Likiarvoistukset ovat

toimivia, jos n > 30. Namé ovat yksisuuntaisia luottamusvélej.

Esimerkki. '™ Helsingin Sanomat 19.8.2022:
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Kun Mariette Hagglund oli tekeméssd — — laskuvarjohyppyé neljastéd kilometris-
téd, hdn huomasi, ettd laskuvarjo ei avautunutkaan — — . Tilanne oli Higglundin
mukaan verrattain harvinainen. Han kertoo, ettd moni laskuvarjohyppéaajakave-
rikin on turvautunut varavarjon kayttoon. Higglund kuitenkin arvioi, ettd néin
tapahtuu vain noin kerran 500 hyppya kohden.

Tehdas valmistaa 300 laskuvarjoa uudella menetelmélld. Jokaisen uuden lasku-
varjon aukeamista kiytossi kokeillaan, ja kaikki aukeavat. Laske 95 %:n luot-
tamusvali uusille laskuvarjoille, jotka eiviat aukea kaytossd. Kolmen sddnnon
mukaan yksisuuntainen 95 %:n luottamusvéli on

3
— | = .01].
[O, 301] [0,0.01]

Laskuvarjon avautumattomuuden todenndkoisyys vaikuttaa pienelta. [

Luottamusvélin laskemiseksi on parempia menetelmia kuin plus nelja -luottamusvili. Luotta-
musvilit voidaan jakaa kahteen ryhmaéén: Konservatiivisiin, joiden peittdvyys on aina vahin-
tddn nimellinen luottamustaso (jakso 11.3), ja muihin.

Clopperin—Pearsonin luottamusvali seké Blakerin luottamusvéli ovat konservatiivisia. Fa-
gerland ym. (2017, 64) sekd Park ja Leemis (2019) pitévéit Blakerin luottamusvélid parempa-
na. Sen peittdvyys on ldhempéana nimellistd luottamustasoa, ja se tapaa olla kapeampi kuin
Clopperin—Pearsonin luottamusvali.

Muiden luottamusvélien peittavyys voi olla vield lahempéana nimellistd luottamustasoa.
Fagerland ym. (2017, 64) suosittelevat Wilsonin luottamusvilid. Newcombista (1998a) se on
ainoa helppolaskuinen (ratkaistaan kvadraattinen yht&l6) toimiva menetelmé. Wilsonin luot-
tamusvili toimi hyvin my6s Parkin ja Leemisin (2019) tutkimuksessa. Fagerland ym. (2017,
64) pitévit myos keski-p-korjattua (mid-p) Clopperin—Pearsonin ja Agrestin—-Coullin luotta-
musvélejd hyvind. Edellinen on laskennallisesti tyolddmpi. Jalkimmaé&inen on laskennallisesti
helppo, plus nelja -luottamusvélin tapainen, luottamusvéli.

Mikédan luottamusvali ei ole yksikésitteisesti paras, silld eri asioita voidaan perustellusti
painottaa vertailussa. Fagerland ym. (2017, 47) toteavat puutteita Jeffreysin luottamusvélissé;
Meeker ym. (2017, 108) suosittelevat sité.

Edelld nimetyt menetelmét selostetaan Agrestin (2007, 2013, 2019), Bilderin ja Loughinin
(2015), Fagerlandin ym:iden (2017), Fleissin ym:iden (2003, jakso 2.2), Newcomben (2013)
sekd Meekerin ym:iden (2017) oppikirjoissa. Missdin tutkimuksessa ei ole verrattu kaikkia
menetelmii.

Kolmen sidantd on yksisuuntaisen 95 %:n Clopperin—Pearsonin luottamusvilin likiarvois-
tus. Yksisuuntaisen luottamusvélin laskemiseksi Herndndez ym. (2016) suosittelevat Wilsonin
luottausvélid jatkuvuuskorjauksella tai toissijaisesti laskennallisesti yksinkertaisempaa Bor-
kowf-luottamusvélia (Borkowf 2006). Luottamustasolla 1 — o Borkowf-luottamusvilin ala- ja
ylaraja ovat

~ B
TL —Z1—a/2
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ja
~ B ~ B
~B Uy (1 - TFU)
7 +z1_ _
U 1—o/2 n

Yla 42 = y/(n+1) ja #5 = (y+1)/(n+1). Yksisuuntaista luottamusvalié laskettaessa 21_a/2
korvataan z1—q:1la. Jos tapahtumia ei ole lainkaan (y = 0), Borkowfin menetelmé tuottaa lahes
saman 95 %:n luottamusvélin yldrajan kuin Jovanovicin parannettu versio kolmen sdannosti:

0+1(1 0+1)

0+1 N 2.96
OF L 1960 x | L ntl/ _
n+1

n n+1’

Meeker ym. (2017, 108) pitavéit (neljasta arvioimastaan menetelméstaan) parhaana Jeffreysin
menetelméd yksisuuntaisen luottamusvilin laskemisessa.

Paketilla mosaic voi laskea plus nelja -luottamusvélin, Agrestin—Coullin ja Clopperin—
Pearsonin luottamusvilit sekd Wilsonin luottamusvélin. Conf-paketti kattaa mm. Blakerin,
Jeffreysin ja Wilsonin luottamusvilit seké Clopperin—Pearsonin luottamusvalin. Paketti PropCls
sisaltda mm. plus neljé -luottamusvélin, Agrestin—Coullin ja Clopperin—Pearsonin luottamus-
valit, keski-p-korjatun Clopperin—Pearsonin luottamusvéilin sekd Blakerin ja Wilsonin luot-
tamusvalit. Keski-p-korjatun Clopperin—Pearsonin luottamusvélin saa myds Anna Gottardin
R-koodilla.!18

10.2.2 Osuuksien erotuksen luottamusvili, jos osuudet ovat
riippumattomia

Ollaan kiinnostuneita, kuinka paljon tapahtumien todenndkoéisyydet m; ja mo
eroavat kahdessa binomijakautuneessa ilmiossé. Oletetaan, etté kaytettavissé on
n1:n ja ng:n kokoiset riippumattomat otokset, joiden avulla voidaan estimoida
tapahtumien havaitut osuudet #1 = y1/nq ja 2 = y2/ns ja niiden erotus 7 —7a.
Néisséd y; ja yo ovat tapahtumien lukumaérat otoksissa.

Molemmat osuuden estimaattorit ovat suurilla havaintoméérilla normaalija-
kautuneita:

7}1 ~ N(7T1,’/T1(1 — ﬂl)/nl) ja 7}2 ~ N(7T2,71'2(1 — 7'(‘2)/77,2)
(jakso 9.3). Koska otokset ovat riippumattomia, erotuksen 71 — 75 varianssi on

7T1(1 —7T1) + 7T2(1 —7T2)

V 1 —_— 1 =
(Fr = #2) ni n2

(jakso 6.3). Erotuksen keskihajonnan luonteva estimaatti on

#1(1 — 71) N fra(1 — 79)
ny U») ’
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Erotuksen 100 x (1 — &) %:n likimaariisen luottamusvélin ala- ja ylarajat ovat

1~ 1~
1 — e £ Z1a/2\/m( = + ol 7r2)7 (10.3)

ni n2

koska

22 < A7AT1 *7ATA2 - (7T1A*7T2)A
\/’/Tl(]. 77T1) + ’/TQ(]. 77T2)

ni n2

P <Zpqp|rl-as

T (l—7 wo(l —7
P ﬁl—ﬁg—zla/g\/ 1( 1)+ 2( 2) < — T <
ni na

. (1 — 7y fo(1 — o
7T1—772+Z1a/2\/ (nl )+ (n2 ) ~1-—o.

Tamékin luottamusvéli perustuu jakson 9.3 normaalisuuslikiarvoistukseen.
Téssd se toimii paremmin kuin yhden osuuden suuruutta arvioitaessa, mutta
sen peittavyys tapaa silti olla tarkoitettua pienempi (Agresti ja Caffo 2000, Bil-
der ja Loughlin 2015, 33—-34). Erilaisia peukalosdantojé likiarvoistuksen kelvolli-
suudelle on annettu.''” Ne eivit takaa, ettd luottamusvili peittéisi parametrien
erotuksen (noin) todennéikdoisyydelld 1 — «, jos 71 tai m2 on ldhelld nollaa tai
yvhté tai havaintoja on viahéan.

Huomattavasti paremmin toimivia tapoja muodostaa luottamusvéli osuuk-
sien erotukselle on olemassa. Oletetaan, ettd on estimoitu osuudet #1 = ni1/ny
ja g = noy/ng kahdesta riippumattomasta otoksesta:

tapahtuma

kylla el X
ryhma 1 niy M2 N
ryhmé 2 N9l Moz N2

Riuska parannuskeino on lisdtd yksi havainto kuhunkin lukumé&aréan:

tapahtuma

kylld ci )
ryhma 1 nip + 1 nio + 1 ny + 2
ryhma 2 N9l + 1 Noo + 1 no + 2
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Néin muokatusta aineistosta kaavalla (10.3) laskettua luottamusvélid kutsutaan
Agrestin—Caffon luottamusvdiliksi. Sen peittdvyyden on havaittu olevan lahelld
tarkoitettua pienillakin havaintoméaarilld (n; = ng = 20 tai jopa ny = ny = 10)
paitsi jos m;:t ovat molemmat ldhelld nollaa tai yhtd (Agresti ja Caffo 2000,
Bilder ja Loughlin 2015, 33-34). Samaa muokkausta voidaan kdyttda eri luot-
tamustasoilla.

Luottamusvali (10.3) voidaan laskea R-komennolla prop.test ja sen conf.
level-madreelld. Komentoa havainnollistetaan jaksossa 12.1.2 ja harjoitusteh-
tévissd. PropCls-paketin wald2ci(n11,n1,n21,n2,conf.level=0.99,adjust=
"AC") ja DescTools-paketin BinomDiffCI(n11l,n1,n21,n2,conf.level=0.99,
method=c("ac")) tapaiset komennot palauttavat Agrestin—Caffon luottamus-
valin. Harjoitustehtavissé kokeillaan komentoja.

Bilder ja Loughin (2015, 29) suosittelevat Agrestin—Caffon luottamusvéilid. Sitd parempi
on silti esimerkiksi nelioi ja summaa -Wilson-luottamusvéli (square—and—add, hybrid score;
Newcombe 1998b, 2013, Agresti ja Caffo 2000, Fagerland ym. 2015, taulukko 8). Ne ovat
molemmat helppolaskuisia. Fagerland ym. (2015, taulukko 8) pitdvit parhaana Agrestin—
Minin ehdollistamatonta eksaktia luottamusvélid. Mainittujen lisiksi Fagerland ym. (2017,
176) pitavit suositeltavana myos Miettisen—Nurmisen luottamusvélid. Padtekstissi esiteltiin
Agrestin—Caffon luottamusvili, koska se on erityisen helppo ja silti pateva.

10.2.3 Osuuksien erotuksen luottamusvili, jos osuudet ei-
véit ole riippumattomia

Ollaan edelleen kiinnostuneita kahden Bernoulli-kokeen todenndkéisyyden ver-
taamisesta, mutta aineisto koostuu nyt kaltaistetuista pareista (matched pairs).
Kaltaistetuissa pareissa kukin havainto liittyy kahteen kokeeseen, jolloin kokeet
eivat ole riippumattomia eikd aineisto koostu kahdesta riippumattomasta otok-
sesta jakson 10.2.2 tapaan. Pari voi muodostua luonnollisella tavalla saman koh-
teen kahdesta mittauksesta tai kyselytutkimuksessa, jossa kysytddn haastatel-
tavalta kaksi kysymysta ja vastausvaihtoehdot ovat samanlaiset. Pari voidaan
myo6s rakentaa hakemalla tutkittavalle mahdollisimman samanlainen verrokki
ja kirjaamalla molemmista saman kokeen tulokset. Jaksossa huomion kohtee-
na ovat kaltaistetut parit kaksiarvoisista satunnaismuuttujista (jatkuva-arvoi-
set jaksossa 12.4.7).

Esimerkki. Nuoren uskonnollisuus ennen ja jilkeen rippileirin. Kahden auto-
korjaamoketjun hinnoittelu. Tehddan autoon vika, ja viedddn se toisen ketjun
korjaamoon. Tehdéan sama vika uudestaan samaan autoon, ja vieddan se toisen
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ketjun korjaamoon. Verrataan tupakoijan keuhkojen hapenottokykyé idltdan ja
muilta elintavoiltaan mahdollisimman samanlaisen ihmisen keuhkojen hapenot-
tokykyyn. Téllaisista kokeista saadaan havaintoina kaltaistettuja pareja. Mit-
taukset voivat olla jatkuva- tai kaksiarvoisia (uskonnollinen tai ei-uskonnollinen,
kallis tai halpa, suuri tai pieni). OJ

Tutkitaan kaksiarvoisia satunnaismuuttujia X ja Y:

Y
Y1 Yo by

X T T 12 14
T2 21 22 24

by T41 T2 1

Muuttujien yhtéaikaisiin arvoihin liittyvét todennékdisyydet on jérjestetty 2 x
2 -taulukoksi. Siind m;; on solutodenndkoisyys eli todennékdisyys, ettd X on
saanut arvon x; ja Y on saanut arvon y; eli ettd molempien satunnaismuuttujien
arvo osuu (¢, j)-soluun (i,j = 1,2). Solut voidaan hahmottaa luokiksi, joiden
todennékoisyydet maarddvat multinomijakauman Mul(1, w11, 712, 721, T22).

Rivien ja sarakkeitten todenndkoéisyydet on summattu reunatodenndkoisyyk-
siksi. Ne kertovat todennékoisyyden, ettd X saa arvon xp tai xg (w14 tai moy)
tai Y saa arvon y; tai yo (741 tai m42). Jos x;:n tai y;:n alaindeksi “1” viittaa ta-
pahtumaan (ja “2” “vastatapahtumaan”), tapahtumisen todennékoisyydet ovat
T4+ ja w41 satunnaismuuttujille X ja Y.

Taulukkoa kutsutaan paritaulukoksi, jos se liittyy kaltaistettuihin pareihin.
Kaltaistettujen parien tilanteessa reunatodennakoisyydet ovat erityisen mielen-
kiintoisia.

Johdetaan luottamusvali erotukselle w14 — w41, kun kaytettévissd on n:n
havainnon satunnaisotos:

Y
Y1 Y2 by

X X ni1 ni2 ni4+
T2  N2i n22 Noy

¥ ngp nge o on

Téssd n;; on havaintojen lukumédrd (4, j)-solussa. Lukuméérat on summattu
riveittdin ja sarakkeittain reunalukumdadriksi (nyy, noy, N1 ja nig).
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Ilmeiset estimaatit solu- ja reunatodennéakoéisyyksille ovat

] i A Ny,
’/Tijii, iy = — Ja 7T+j:7.

n n n
Erotuksen 714 — 741 estimaatti on

N . miy ngr ngtngg— (M +ne1)  nip — Ny
Tt =41 = —— — —— = = .
n n n n

Mita suurempi erotus nis — no1, sitd suurempi erotus 14 — 741.

Suurilla havaintomé&érilld 714 — 711 on normaalijakautunut. Erotuksen va-
rianssia ei voida laskea termien varianssien summana kuten jaksossa 10.2.2:
Estimaattorit 714 ja 741 koostuvat osin lukumédrasta ni;, joten ne eivit ole
riippumattomia eivatkéd jakson 6.3 laskusddnnot pade. Voidaan osoittaa, ettéd
erotuksen estimoitu varianssi on suurilla havaintoméaéarilla

nig + n21 — (Nig — 7121)2/”
2

n

(esim. Agresti 2007, 246). Erotuksen w4 — 741 approksimatiivisen 100 x (1 —«)
%:n luottamusvalin rajat ovat

\/n12 +n91 — (n12 — n21)?/n
n

T4 — 41 £21-a/2

Esimerkki.?® Parisuhdevékivalta. Taulukoissa on lukuméirit ja osuudet
kuudes- ja yhdeksédsluokkalaisten lasten havainnoista vanhempiensa toisiinsa
kohdistamasta vikivallasta. Taulukon voi ajatella syntyneen kyselytutkimuk-
sesta, jossa kultakin lapselta on kysytty ensin, onko hén ndhnyt tai kuullut isén
kohdistavan &itiin védkivaltaa, sen jilkeen, onko hén ndhnyt tai kuullut &idin
kohdistavan isddn vikivaltaa ja lopuksi lapsen vastausyhdistelma on kirjattu
yhteen taulukon soluista.

Nahnyt tai kuullut parisuhdevékivaltaa, joka kohdistuu

isdén (lkm) isddan (%)
Kyl i S kylli el %
aitiin -~ kylla 516 674 1190 3.8 5.0 8.8
ei 231 12038 12269 1.7 894 91.2

by 747 12712 13459 5.6 944 100
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Lapsista 8.8 % (#14) on aistinut ditiin ja 5.6 % (#41) isdén kohdistunutta vé-
kivaltaa. Osuuksien erotus on 3.3 %-yksikkod. Erotuksen w14+ — 741 99 %:n
luottamusvalin yla- ja alarajat ovat

_ _ _ 2
674 =231 o orcog /674 + 231 — (674 — 231)2/13459
13459 13459

= 0.03291478 £ 0.005710859.

Luottamusvili on noin [0.027,0.039]. Se on laskettu kahdella vaihtoehtoisella
tavalla alla. Paketin epibasix komento mcNemar kayttaéd ns. jatkuvuuskorjausta
(£1/n). Se on eliminoitu alla lisaamaélld ja vihentdmalld 1/n luottamusvélin ala-
ja ylarajasta. Ndin molemmat laskutavat antavat tdsmélleen saman tuloksen.

nl2 <- 674

n21 <- 231

n <- 13459

z <- gnorm(0.995)

(n12-n21) /n-z*sqrt (n12+n21-(n12-n21)"2/n)/n
(n12-n21) /n+z*sqrt (n12+n21-(n12-n21)"2/n)/n

# Vaihtoehtoinen tapa:

nahnyt <- matrix(c(516,231,674,12038) ,nrow=2)
install.packages("epibasix")
library(epibasix)

mcNemar (nahnyt,alpha=0.01)$rd.CIL+1/n
mcNemar (nahnyt,alpha=0.01)$rd.CIU-1/n

Luottamusvéli ei peitd nollaa. Luottamustasolla 0.99 ero on 2.7 — 3.9 %-yksik-
kod. Lapset ovat havainneet enemmén &itiinsd kuin isddnsd kohdistettua véki-
valtaa. Luottamusvélin leveys on 1.2 %-yksikkod. Ero on saatu estimoitua melko
tarkasti. [

Pienilld havaintoméarilla edelld kuvatun luottamusvélin peittdvyys tapaa olla
lifan pieni. Agrestin—-Minin luottamusvéli (Agresti ja Min 2005) lasketaan kuten
edelld mutta lisddmalla 0.5 solulukumé&ériin n;; (4,5 = 1,2) ja 2 otoskokoon n.
Néin peittdvyys on huomattavasti parempi mutta voi edelleen poiketa tarkoi-
tetusta erityisesti alaspain. PropCi-paketin komento diffpropci.mp palauttaa
Agrestin—Minin luottamusvalin.

Fagerland ym. (2017, 384-385) pitévit hieman konservatiivista (jakso 11.3) Bonettin—Pricen
luottamusvilia (Bonett ja Price 2012) parhaana. Solutodennékoisyyksien estimaateiksi asete-
taan

niz2+1 . _ n21 + 1
Ja m21 =
n+4 2 n+42

T2 =
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ja luottamusvalin rajoiksi

Flo oy 2 1o + o1 — (F12 — 721)2
l—a/2 "+t 2 .
Fagerland ym. (mt.) suosittelevat sité laskettaviksi aina otoskoosta riippumatta, koska se on
seké paras ettd yksinkertainen laskea. Esimerkin edelld tilanteessa se voidaan laskea R-koodilla
alla:

nl2 <- 674

n21 <- 231

n <- 13459

pl2 <- (n12+1)/(n+2)

p21 <- (n21+1)/(n+2)

z <- gnorm(0.975)

(p12-p21) -z*sqrt ((p12+p21-(p12-p21)~2)/ (n+2))
(p12-p21) +z*sqrt ((p12+p21-(p12-p21) ~2) /(n+2))

10.3 Luottamusvileji havaintojen ollessa Poisson-
jakautuneita

10.3.1 Poisson-jakauman odotusarvon luottamusvali

Poi(u)-jakautuneesta satunnaismuuttujasta on n riippumatonta havaintoa Y;.
Keskeisen raja-arvolauseen (7.14) perusteella suurilla havaintoméérilla

P Za/2<u<21,a/2 ~1-—aq,
Viu/n

. . . A~ \ n . .

jossa odotusarvon estimaattori on 4 =Y = } ", Yi/n ja z4/2 ja z1_o/2 On
standardinormaalijakauman a/2. ja (1 —a/2). kvantiili. Sijoitetaan estimaatto-
rin varianssin paikalle sen estimaattori fi/n:

P za/2<u<zl_a/2 ~1l—« =
Vi/n

P (ﬂzl_a/Q\/ﬁ <pu< ﬂJer_a/g\/;) ~1-—oa.
n n

Poisson-jakauman odotusarvon 100 x (1 — «) %:n likiméédrdisen luottamusvilin
ala- ja yldraja ovat

=

ﬂj:zlfa/Z (104)

n
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Myo6s yhtapitdvad muotoa
[ £z _ap/ir =Y 21 4VY

kéytetddn. Siind p* = nu ja o* = ni =Y = > | Y;. Muoto seuraa kerto-
malla epayhtélot ylla n:1la. Talloin aineisto hahmotetaan yhtené yhdistettyna
otoksena Poi(u*)-jakaumasta.

Téllainen luottamusvéli kérsii samantapaisista ongelmista kuin osuuden
luottamusvéli (10.2). Vélin peittdvyys on pienilld p:n ja nn arvoilla yleensé
tarkoitettua pienempi (Bilder ja Loughin 2015, 198-202, Byrne ja Kabaila
2005). Jos tapahtumia ei ole (2 = >, Y;/n = 0/n = 0), luottamusvili surkas-
tuu pisteeksi [0, 0]. Approksimaation toimivuus paranee u:n ja n:n kasvaessa.
Molempien tulisi olla melko suuria tai n:n erityisen suuri. Peukalosdanto
toimivuudelle on, ettd ny > 100 (Armitage ym. 2002, 154).

Esimerkki.'?' Rintasyopd. Kohorttitutkimuksissa seurataan tyypillisesti kahta
ihmisryhmaé, joista toinen altistuu riskille ja toinen ei. Monesti altistumista
mitataan henkilévuosilla eli otosten koolla kerrottuna seuranta-ajalla.

Tuberkuloosia sairastaneiden naisten keuhkoja on tutkittu rontgenilla fluo-
resoivan varjoaineen avulla (fluoroscopy). Seuraavien 28010 henkilévuoden ai-
kana 41 naista sairastui rintasyopaén. Vertailuryhmaéssé, jonka keuhkoja ei oltu
tutkittu, naisille kehittyi 15 rintasyopéa 19 017 henkilévuoden aikana. Estimoi-
daan syovan ilmaantuvuudet tuhatta henkilovuotta kohden: 41/(28010/1000) =
41/28.01 = 1.463763 ja 15/(19017/1000) = 15/19.017 = 0.7887679. Mallitetaan
sairastuneiden lukuméérié Poi(u;)-jakaumalla (i = 1,2). Estimoitu ilmaantu-
vuus tuhatta henkilévuotta kohden vastaa ji:a ja tuhannet henkilévuodet otos-
kokoa n kaavassa (10.4). Otoskoko ei ole kokonaisluku aineiston muodostamis-
tavasta johtuen.

Ensimmaéisessi otoksessa 95 %:n luottamusvalin pq:lle rajat ovat

1.463763 4+ 1.959964 x 1/1.463763/28.01 = 1.463763 + 0.4480505.

Luottamusvéli on noin [1.02,1.91]. Vastaavan luottamusvélin us:lle rajat ovat

0.7887679 + 1.959964 x +/0.7887679/19.017 = 0.7887679 =+ 0.3991643.

Luottamusvili on noin [0.39,1.19].

Peukalosédéntd odotusarvojen luottamusvélien kdyttokelpoisuudelle ei toteu-
du: 28.01 x 1.463763 = 41 < 100 ja 19.017 x 0.7887679 = 15 < 100. Vaikka
havaintoja on paljon, on syopériski pieni. Niiden tulo ei ole tarpeeksi suuri ta-
kaamaan normaalisuuslikiarvoistuksen toimivuutta. [J
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Meeker ym. (2017, 131) nakevit luottamusvilille (10.4) kdyttod vain tilanteisiin, joissa tar-
vitaan yksinkertaista karkeaa laskua. Poisson-jakauman odotusarvon luottamusvili voidaan
laskea monilla paremmilla tavoilla (Barker 2002, Byrne ja Kabaila 2005, Patil ja Kulkarni
2012). Yhtéd yksinkertaista ja toimivaa parannusta kuin plus neljd -luottamusvili (osuutta
véliestimoitaessa) ei ole kehitetty.

Monissa yhteyksissd kdytetty jatkuvuuskorjaus on helppo ja tuottaa paremman peitta-
vyyden (Byrne ja Kabaila 2005). Laskennallisesti helpoimpia on skooriin (score) perustuva
luottamusvéli (esim. Agresti ja Coull 1998, Andersson 2015, Bilder ja Loughin 2015, 198-202,
Byrne ja Kabaila 2005, Davison 2003, Meeker ym. 2017, 132, Newcombe 2013, luku 6, Swift
2009, Stuart ja Ord 1991, 755): Jos Y ~ Poi(x*), niin suurilla havaintoméaéarilla

Y —u*
/M*

on standardinormaalijakautunut. Talloin 1 X (1 — 2a) %:n luottamusvilin ala- ja yliraja saa-
daan ratkaisuna yhtalosta
(Y - #*)2 = Z1—a/2#*~

Myos voidaan laskea eksakti luottamusvili, jonka peittavyys tiedetaén lilan suureksi (Agresti
ja Coull 1998, Barker 2002, Casella ja Berger 2002, 434-435, Fleiss, Levin ja Paik 2013, 342,
Meeker ym. 2017, 129-130, Pawitan 2013, 134-135) tai keski-p-korjattu eksakti luottamusva-
li (Byrne ja Kabaila 2005, Cohen ja Young 1994, Newcombe 2013, luku 6). Vaihtoehtoja on
muitakin. Bilder ja Loughin (2015, 198-202) suosittelevat ylla esitettyd skooriluottamusvé-
lid: Se on parempi kuin luottamusvéli (10.4) eikd muiden menetelmien edut siihen verrattuna
ole suuria. Newcombe (2013, 120) on kriittisempi. Newcombe (mts. 122) laskee keski-p-kor-
jatut eksaktit luottamusvalit rintasyopéesimerkin aineistolla. Véilit poikkeavat jonkin verran
edelld lasketusta ([1.03,1.97] ja [0.46,1.27]). Meeker ym. (2017, 133) suosittelevat Jeflreysin
luottamusvalia.

10.3.2 Riippumattomien Poisson-jakautuneiden satun-
naismuuttujien odotusarvojen erotuksen luotta-
musvali

Kéytettivissd on kaksi riippumatonta otosta Poi(yu;)-jakautuneista satunnais-
muuttujista, 7 = 1, 2. Estimaattorit ji; = Y; = Z;;l Y;;/n; ovat normaalijakau-
tuneita

~

Mi — Mg
Vi /1

suurilla havaintomaéérilld (n;) edellisen jakson tapaan. Edelld Y;; on j. havainto
satunnaismuuttujasta i. otoksessa. Erotuksen fi; — fio varianssi on riippumat-
tomuuden perusteella varianssien summa p/n1 + p2/ne (jakso 6.3). Erotuksen

~ N(0,1)
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100 x (1 — &) %:n luottamusvéli voidaan jilleen perustaa normaalisuuteen:

P za/2<“1_M2A_(M1A_“2)<zl,a/2 ~l-a
H1 H2
7_’_7
ni n2

N . o flo
P <M1 —fi2 —zZi—ay2\/ — + — <p1—p2 <
ni n2

P A1 fl2
M1 — fi2 +Z1_o /2 —i—)%l—a.
iy no

Luottamusvélin rajat ovat

fir = 2 £ 21_agpy) B+ 2 (10.5)
ny n

Vaihtoehtoinen yhtépitdva muotoilu on taas mahdollinen. Erotuksen ji; — fio
komponentit ovat riippumattomia ja likimain pétee fiy ~ N(p1, p1/n1), fia ~
N(p2, p1/n2), Yo = 3701, Yij = nafin ~ N(napa,napn), Y2 = 3772 Yoj = nafip ~
N(napz, nopsz) ja V(Y1 — Ya) = nypy + nops. Merkitdén uf = n;p;. Y114 olevaan
tapaan erotuksen ui — p3 luottamusvélin luottamustasolla 1 —« rajoiksi saadaan

B =5 £z a7+ 5 =Y1 = Yot 21 o0V Y1 + Y.

(Y1:n ja Ya:n merkitys on téssé eri kuin jaksossa 10.3.1.)

Rajojen (10.5) médrittelemé luottamusvali toimii hyvin, jos puf = nijpug > 2,
15 = mapia > 2 ja nyg = ng. Muulloin vélin peittdvyys voi olla paljon pienempi
kuin sen nimellinen peittavyys 1 — a. (Krishnamoorthy ja Lee 2013.) Waldin
periaatteella johdettu luottamusvéili Poisson-odotusarvojen erotukselle voi si-
ten olla luotettava tilanteessa, jossa vastaavat luottamusvalit (10.4) yksittéisille
Poisson-odotusarvoille eivét ole luotettavia.

Esimerkki. Rintasyopé (jatkoa). Erotuksen 1 — po 95 %:n luottamusvélin rajat
ovat

1.463763 — 0.7887679 + 1.959964 x 1/1.463763/28.01 + 0.7887679/19.017
= 0.6749951 £ 0.6000678.

Luottamusvili on noin [0.07,1.28]. Se ei peitd nollaa. Luottamusvélin mukaan
rontgenilla fluoresoivan varjoaineen avulla tutkitut naiset sairastuvat useammin
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rintasyOpadn kuin tutkimattomat naiset. Luottamusvili on (tutkittavan asian
kannalta) leved, joten eron suuruutta ei ole saatu selvitettyd tarkasti.

Luottamusviélin kiyttokelpoisuuden ehdoista kaksi ensimmaéisté toteutuvat
kirkkaasti: 28.01 x 1.463763 = 41 > 2 ja 19.017 x 0.7887679 = 15 > 2. Kolmas
ehto samansuuruisista otoksista ei péde.

Erotuksen p; — po luottamusvéli ei kata nollaa, vaikka pq:n ja ps:n luotta-
musvélit [1.02,1.91] ja [0.39, 1.19] menevit toistensa padlle (jakso 10.3.1). Luot-
tamusvélien lomittumisesta ei pida péaatella, ettd odotusarvot eivit eroaisi. Asi-
aan palataan jaksossa 11.3. O

Jos ehdot nip > 2, ngpus > 2 ja n; = ng eivit tayty, voi olla parempi kiyttdd muita teknii-
koita (Li ym. 2011, Krishnamoorthy ja Lee 2013, Krishnamoorthy 2016, 106-108). Khrishna-
moorthy (2016, 107) pitdd puntaroimistaan menetelmistd parhaimpana skooriluottamusvili4,
jos nip1 > 2 ja nopa > 2.

Li ym. (2011) laskevat luottamusvilejéd eri tekniikoilla Poison-odotusarvojen erotukselle
esimerkin rintasyopéaineistolle. Kaikkien luottamusvélien mukaan odotusarvot eroavat. Ng
ym. (2007) tutkivat vaihtoehtoisia piste-estimaattoreita ja arvioivat syopériskin eron suuruut-
ta esimerkin aineiston avulla.

10.4 Luottamusvileja havaintojen ollessa nor-
maalijakautuneita

Edella vertailut perustettiin keskeiseen raja-arvolauseeseen, joka takaa keskiar-
von normaalisuuden suurilla otoskoilla. Seuraus oli, ettéd pienilld havaintom&é-
rilld luottamusvélien todellinen peittdvyys ei valttdméatta ollut tarkoitetunlai-
nen. Téssa jaksossa oletetaan, ettd havainnot ovat normaalijakautuneita. Téal-
16in luottamusvilit voidaan laskea niin, ettd niiden peittdvyys on tdsmaélleen
oikea kaikilla havaintomé&arilla. Jaksossa selitetddn luottamusvilin lasku alkaen
yksinkertaisimmasta empiirisesti epéarelevanteimmasta tilanteesta edeten kohti
monimutkaisinta empiirisesti relevanteinta tilannetta. Polku on pedagogisesti
hy6dyllinen, mutta kiireisimmé&t tutustuvat vain jaksoihin 10.4.2 ja 10.4.6.

10.4.1 Normaalijakauman odotusarvon luottamusvili, jos
varianssi tunnetaan

Jos X; ~ N(u,0?), niin B
X —p
—— ~ N(0,1).
YN (0,1)
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Yla X =30 | X;/n. Tilléin pitee eksaktisti

X —
P (ZQ/Q < T\/ﬁu < Zla/2> =1-oq.

Siind z, /2 ja z1_4 /2 ovat standardinormaalijakauman kvantiileja (esim. zg.go5 =
—20.995 = —2.576). Jos o? tunnetaan, voidaan johtaa ja laskea jakson 10.2.1
tapaan p:lle 100 x (1 — «) %:n luottamusvali

. o?
,uizl,a/Q I (106)

Siind 4 = X. Kuvan 10.1 luottamusvilit on laskettu tilli kaavalla. Kukin
luottamusvali kuvassa on yhtépitké, koska varianssi on tunnettu ja siten ter-

mi z;_4/2+/0?/n on vakio.

10.4.2 Normaalijakauman odotusarvon luottamusvili, jos
varianssia ei tunneta

Useimmiten varianssia 02 ei tunneta. Estimoidaan se kaavalla s* = > | (X; —
X)2/(n—1) (jaksot 9.1 ja 9.6). Voidaan osoittaa, ettd standardoitu tunnusluku

A=
s/v/n

noudattaa t-jakaumaa n — 1 vapausasteella. Jélleen saadaan yhtdsuuruus

~t(n—1)

P <ta/2(n 1)< f/\/g <ti_qg2(n— 1)) =1-a.

Ero edelliseen todennékoisyyslaskuun on, ettd nyt standardoitu satunnaismuut-
tuja noudattaa t(n — 1)-jakaumaa ja epayhtaloissd on siksi t(n — 1)-jakauman
a/2. ja (1 —a/2). kvantiilit t,/2(n — 1) ja t;_q/2(n — 1). Luottamusvéliksi p:lle
luottamustasolla 1 — « saadaan

2

ﬂ:l:tl,a/g(n— 1) X Z (107)

Koska varianssi estimoidaan, termin ty_,/o(n — 1) X /s2?/n suuruus ja siten
luottamusvalin pituus vaihtelevat otoksissa.
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Esimerkki. Varianssin estimoinnin hinta. Jos varianssi estimoimaan, luottamus-
véli levenee. Olkoot X; ~ N(u,1) ja n = 20. Jos varianssi tunnetaan, 95 %:n
luottamusvélin odotusarvolle rajat ovat

/1
i £ 1.960 20 = it £ 0.4382613.

(kaava (10.6)). Luottamusvélin leveys on 2 x 0.4382613 = 0.8765225.

Estimoidaan varianssi, ja saadaan ihmeen kautta estimaattorin odotusarvo
oikea arvo s> = 1 (jakso 9.1). 95 %:mn luottamusvilin odotusarvolle rajat ovat
nyt

/1
o £2.093 20 = i1 £ 0.4680144

(kaava (10.7)). 0.975. kvantiili t(19)-jakaumasta 2.093 on laskettu R:n kaskylla
qt (0.975,19). Luottamusvélin leveys on 2 x 0.4680144 = 0.9360288.

Jalkimmaéinen luottamusvili on 0.9360288 — 0.8765225 ~ 0.060 verran edel-
listd levedmpi. Se on hinta tietdméttomyydestd varianssin suuruudesta eli sen
estimoinnista, kun véliestimoidaan odotusarvoa. [

Esimerkki. Miesten keskipituus.'?? Suomeen luotiin 2010 uudet kasvukiyrit,
jotka kuvaavat lasten ja nuorten kasvua syntymasta aikuisuuteen. Kasvukéyra-
aineistossa miehen pituuden otoskeskiarvo ja -hajonta ovat 181.042 cm ja 6.0609
cm. Klassinen empiirinen esimerkki normaalijakautuneesta satunnaismuuttujas-
ta on miesten pituus, joten oletetaan se normaalijakautuneeksi. Oletetaan, etté
aineisto koostuu 4000 miehestd ja ettd havainnot ovat riippumattomia. Las-
ketaan 95 %:n luottamusvili miesten keskipituudelle. R-késky qt (0.975,3999)
laskee t(3999)-jakauman 0.975. kvantiiliksi 1.960557. Kvantiili on likipitden stan-
dardinormaalijakauman 0.975. kvantiili 1.959964 (qnorm(0.975)), koska va-
pausasteita on paljon (jakso 7.2.3). Luottamusvilin rajat saadaan kaavasta
(10.7):

6.0609
/4000

Miesten keskipituuden 95 %:n luottamusvélin (180.9 cm, 181.2 cm) leveys on va-
jaa 4 mm (pyoristaméttomista rajoista). Keskipituus on saatu estimoitua varsin
tarkasti. OJ

181.042 £ 1.960557 x = 181.042 £+ 0.1878826.

Komento t.test(x, conf.level=0.95) palauttaa 95 %:n luottamusvélin, jos
aineisto x on jo R:ssé.
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10.4.3 Normaalijakaumien odotusarvojen erotuksen luot-
tamusvili, jos varianssit yhtasuuria ja tunnetaan

Kiinnostuksen kohteena on kahden normaalijakautuneen satunnaismuuttujan
X1 ja X5:n odotusarvon erotus. Oletetaan idealisoitu tilanne, jossa jakaumien
varianssit tunnetaan ja ne ovat samat: Xi1; ~ N(u1,0?) ja Xo; ~ N(p2,0?).
Populaatioista on poimittu n1:n ja no:n suuruiset riippumattomat otokset. Kes-
kiarvojen erotuksen fi; —fis = X1 — Xo = Z;il X1;/m —Z?il X5, /no varianssi
on 2 /ny + 0% /ny = o%(1/n1 + 1/ns). Téllsin

H1 — M2 — (Ml - ,uz) ~ N(O, 1)’
0\/1/7@1 + 1/7’L2

ja

p (Za/Z < fa — fiz — (p1 — p2) < Zl—a/2> —1—a.

oy/1/n1+1/ngy

100 x (1 — «) %:n luottamusvilin erotukselle p; — po rajat ovat

. R 1 1
fir — fla £21_q/20] — + —. (10.8)
n1 no
10.4.4 Normaalijakaumien odotusarvojen erotuksen luot-
tamusvili, jos varianssit erisuuria ja tunnetaan

Oletetaan edellisen jakson tilanne paitsi, ettd jakaumien varianssit ovat erisuu-
ria: X1; ~ N(u1,0%) ja Xa; ~ N(uz2,03). Varianssit tunnetaan. Nyt
fin — 52 - (u12— p2) N(0, 1).
\/Ul/m +02/n2

100 x (1 — @) %:n luottamusvélin erotukselle p; — ug rajat ovat vastaavasti

“ . IJ2 0'2
M1 — U2 + Zl—a/? -+ + 72 (109)
ny N9

10.4.5 Normaalijakaumien odotusarvojen erotuksen luot-
tamusvili, jos varianssit yhtdsuuria ja tuntematto-
mia

Palataan yhtésuurien varianssien tilanteeseen Xq; ~ N(p1,0?) ja Xo; ~ N(pe,
0?). Uusi realistinen piirre on, ettdi varianssia o2 ei tunneta. Estimoidaan se
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molempien — edelleen riippumattomaksi oletettujen — otosten avulla:

2 (m-Dsi+@me—1)sf St (Xuy — n)? 4+ 3002 (Xaj — fi2)®

n1+n272 n1+n272

Yli s? = Do (Xij — 0:)?/(n; — 1), i = 1,2. Voidaan osoittaa, ettd tilldin

fia — fiz — (g1 — p2)
3\/1/n1 + 1/712

Siind tq /2(n1 +n2 — 2) ja ty_q/2(n1 4+ n2 — 2) ovat t-jakauman ng + ny — 2 va-
pausasteella a/2. ja (1 —a/2). kvantiilit. Luottamustasolla 1 — « luottamusvilin
erotukselle p1 — po rajat ovat

A “ 1 1
fir — iz Eti_as2(n1 +n2 —2)sy [ — + —.
nq %)

Koska t-jakauma on paksuhéntédisempi kuin standardinormaalijakauma,
tamé luottamusvali on levedmpi kuin kaavan (10.8) rajaama luottamusvéli
kuvitteellisessa tilanteessa s = o¢. Luottamusvili levenee, kun satunnaismuut-
tujista tiedetddn vihemmén. R-komento t.test(x1l,x2,var.equal=TRUE,
conf.level=0.95) (x1:n ja x2:n sisdltdessd otosten havainnot) palauttaa téssé
kuvatun 95 %:n luottamusvélin.

P(ta/g(nl +n2—2) < <ti—q/2(m +n22)> =1-o.

10.4.6 Normaalijakaumien odotusarvojen erotuksen luot-
tamusvaili, jos varianssit erisuuria ja tuntematto-
mia

Olkoot X1; ~ N(p1,0%) ja Xoj ~ N(uz2,03). Populaatioista on poimittu nq:n ja
no:n suuruiset riippumattomat otokset.

Realistisin tilanne on, ettd varianssit o7 ja 02 ovat tuntemattomia ja mah-
dollisesti erisuuria. Tlmeiset estimaatit niille ovat s7 = > 7" | (Xi; —f1:)?/(ni — 1),
i = 1,2. Toisin kuin muualla jaksossa 10.4, nyt joudutaan tyytyméaé&n likim&a-
raiseen luottamusvéliin. Edellisten jaksojen tapaan muotoillun tunnusluvun

i — fiz — (g1 — p2)
Vsi/ni+ s3/ns

jakauma riippuu varianssien suhteesta o?/03 sekdi otoskoista n; ja mo (ns.
Behrensin—Fisherin jakauma). Voidaan osoittaa, ettd tunnusluku ylld noudattaa
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likim&éardisesti t(v)-jakaumaa, jossa

52 82 2
ny N9
(S%>2 <S%>2
niy + No

_nlfl ngfl_

(10.10)

v =int

Y14 int[x] on argumentin = kokonaislukuosa (esim. int[36.51] = 36). Likim&a-
riisen 100 x (1 — @) %:n luottamusvilin rajat erotukselle pg — o ovat

/Al, —ﬂg:l:t 2( ) 2L + —= (10 11)
a 14 . .
! ! / ny Up)

Kaavaa ylla kutsutaan tisséd Smithin—Welchin-Satterthwaiten luottamusvdiliksi,
mutta sen nimitys vaihtelee kirjallisuudessa.

Voidaan osoittaa, ettd v < ny +ny —2 (Dudewicz ja Mishra 1988, 502), joten
ti—a/2(V) > ti—a/2(n1 +n2 — 2) ja kaavan (10.11) mukainen luottamusvili on
yleensil leveimpi kuin verrannollisessa tilanteessa s3 = o ja s3 = o3 kaavasta
(10.9) saatava. Jélleen oletuksista luopuminen venyttaa luottamusvalia.

Jos molemmissa otoksissa havaintoja on paljon, t;_4/2(v):m voi korvata luot-
tamusvilissi z; _, /9:1la. Talloin kaavojen (10.9) ja (10.11) mukaiset luottamus-
valit yhtyisivat edelld mainitussa kuvitteellisessa verrannollisessa tilanteessa.

Esimerkki.'?® Rikollisuus ja leposyke. Latvala ym. (2015 ja 2016) havaitsivat yli
700 000:n ja 1 000 000:n havainnon aineistoissa asevelvollisuusikéisilla miehill&
vhteyden alhaisen leposykkeen ja taipumuksen myohemmaélla idlla vakivaltai-
seen rikollisuuteen vililld. Choyn ym:iden (2017) aineistossa jo 11-vuotiaana
alhaisen leposykkeen omaavat olivat 23-vuotiaana syyllistyneet rikoksiin muita
useammin. Aineistossa 23 vuoden ikddn mennessé rikoksesta tuomittujen ja tuo-
mitsemattomien miesten ja naisten leposykkeiden 11-vuotiaana otoskeskiarvot
ja -hajonnat ovat alla.

pojat tytot
leposykkeen tuomio ei tuomiota tuomio ei tuomiota
otoskeskiarvo 86.66 89.61 97.72 98.17
otoskeskihajonta 12.74 13.60 12.90 15.52

n 271 226 44 353
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Tuomittujen lepopulssi on aineistossa verkkaisempi molemmilla sukupuolilla.
Lasketaan likimédarainen 99 %:n luottamusvali 23-vuoden ikddn mennessa tuo-
mittujen ja tuomitsemattomien 11-vuotiaiden poikien lepopulssien odotusarvo-
jen erotukselle. Oletetaan, ettd poikien leposyke on normaalijakautunut. Tar-
vittava vapausasteluku on

(12.742 13.602>2
271 22
v =int ! 5 0 5 | = int[466.5826] = 466.
12.742 13.602
271 n 226
L 271—-1 226 —1
Luottamusvélin rajat ovat
86.66 — 89.61 £ 2.586421 12.74° 13.60° = —2.95+3.079175
' ’ ' 271 226 ’ ’

Siin& 2.586421 on t(466)-jakauman 0.995. kvantiili (qt(0.995,466)). Luotta-
musvali (—6.039, 0.129) peittad nollan.

Luottamusvili on lahes sama, jos se lasketaan kiyttiden standardinormaali-
jakauman 0.995. kvantiilia 2.575829 (qnorm(0.995)): (—6.016,0.117). Néinkin
laskettu vali peittdd nollan. Luottamusvélit ovat yhtenevit, koska v:n ollessa
suuri, t- ja standardinormaalijakauman kvantiilit ovat liki samat.

Luottamusvilit eivit anna vahvaa perustetta argumentoida, ettd rikoksista
tuomittujen ja tuomitsemattomilla pojilla ei voisi olla 11-vuotiaana sama lepo-
syke. Yksi mahdollinen selitys on, ettd Choylla ym:illa on vihemmén havaintoja
kuin Latvalalla ym:illa. Se suurentaa otosvariansseja ja luottamusvélejia. Choyn
ym:iden aineistoon palataan harjoitustehtévassa. [

Yleensi variansseja of ja o3 ei tunneta eikd niiden yhtisuuruudesta ole selke-
44 tietoa. Luottamusvili odotusarvojen erotukselle tulisi siksi ldhtokohtaises-
ti aina laskea jaksossa kuvatulla menettelylld, jos havainnot ovat normaalija-
kautuneita ja riippumattomia. R-komento t.test(x1,x2, var.equal=FALSE,
conf.level=0.95) palauttaa juuri kuvatun 95 %:n luottamusvélin.



201 10.5 Luottamusvélejd ilman jakaumaoletusta

10.5 Luottamusvileji ilman jakaumaoletusta

10.5.1 Odotusarvon luottamusvili, jos jakauma on tunte-
maton

Olkoot havainnot X; riippumattomia ja jatkuva-arvoisia mutteivit valttaméatta
normaalijakautuneita. Tukeudutaan jakson 7.3 keskeiseen raja-arvolauseeseen:
Suurilla havaintomé&arilla

X—p
o/vn

vaikka havainnoista ei tiedettéisi juuri muuta kuin, ettd ne ovat riippumattomia
ja etté niilld on odotusarvo (u) ja varianssi (02). Estimoidaan odotusarvo (fi =
X =", X;/n) ja varianssi (s? tai 62). Luottamustason 1 — o luottamusvélin

rajat ovat
52
,LLiZlfa/Q z (1012)

Siind on kiytetty s2:sta varianssin estimaattorina.

~ N(Oa 1)7

Luottamusvalit (10.12) ja (10.7) yhtyvét suurilla otoskoilla. Ylipdénsa luot-
tamusvili (10.12) on kapeampi kuin (10.7), koska z;_,/2 < ti_q/2(n —1). Ei
ole mielekésté, ettd tietdméttomyydestd jakaumasta seuraisi kapeampi luot-
tamusvéli. Luottamusvélin laskeminen kaavalla (10.7) on siksi ldhtokohtaisesti
suositeltavaa, jos havaintojen jakaumaa ei tiedeta.

Luottamusvéli (10.7) toimii ylipd4nsa varsin hyvin, jos havainnot eivit tule
hyvin vinosta jakaumasta ja n > 15 (Agresti ja Finlay 2009, 122). Yleensi
25 — 40 havainnon pitéisi takaa luottamusvilin (10.7) toimivuus (Wilcox 2012,
135).

Wilcox (2012, 139-140) argumentoi, ettd paksuhéntiiset jakaumat voivat johtaa liian leveisiin
luottamusvéleihin pienilld havaintomaarilld. Liian kapea tai leved luottamusvili saattaa seura-
ta vinosta jakaumasta. Paksuhédntdinen vino jakauma voi vaatia erityisen paljon havaintoja,
jotta luottamusvéli olisi patevi. Tilanteesta riippuen saatetaan tarvita 200-300 havaintoa,
jotta luottamusvalin (10.7) peittavyys olisi oikeanlainen. (Wilcox 2012, 138-147 ja 200.) Eri-
tyisesti oudokit védiristdvit odotusarvon luottamusvélin laskua (Chihara ja Hesterberg 2019,
197-198).
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10.5.2 Odotusarvojen erotuksen luottamusvili, jos jakau-
ma on tuntematon

Kahdesta populaatiosta on poimittu mi:n ja ns:n kokoiset riippumattomat
otokset jatkuva-arvoisista satunnaismuuttujista X; ja X,. Niilldi on mah-
dollisesti erisuuret odotusarvot ja varianssit. Muuta jakaumista ei tiedeta.
Odotusarvojen erotukselle voi téalldinkin laskea luottamusvélin Smithin—
Welchin-Satterthwaiten kaavalla (10.11). Sen pitéisi olla likim&érin pétevd
keskeisen raja-arvolauseen (jakso 7.3) perusteella, jos havaintoja on riittavasti.
Peukalosdéntd toimivuudelle on, ettd ny > 30 ja ny > 30.

Hyvin vinot satunnaismuuttujien X; ja X5 jakaumat tai oudokit voivat teh-
dé luottamusvilistd (10.11) epéluotettavan. (Agresti ja Finlay 2009, 191.) Vi-
nouden voi odottaa olevan kuitenkin vihemman ongelmallista odotusarvojen
erotuksen kuin odotusarvon luottamusvilid laskettaessa, jos ryhmien otokset
ovat samallalailla vinoja ja suhtsamankokoisia (Chihara ja Hesterberg 2019,
201-202).

10.6 Korrelaation luottamusvali

Agresti ja Finlay (2009, 299), Anderson (2003, 135), Fagerland ym. (2017, 317—
318), Hu ym. (2020), Krishnamoorthy (2016, jakso 30.3), Lindgren (1976, 478—
479), Meeker ym. (2017, 241-242) seké Stuart ja Ord (1991, 984-985) selittévit,
kuinka korrelaatiokertoimelle voi laskea likiméaéraisen tai eksaktin luottamusvé-
lin, kun satunnaismuuttujat ovat binormaalijakautuneita (jakso 7.5). R-komen-
to cor.test(x,y) tukeutuu kaavaan (12.11) (n > 4) ja palauttaa likiméaraisen
luottamusvalin.
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Kuva 11.1: Henrik Karlssonin piirros Helsingin Sanomissa 28.9.2019.

I'Kuva: https://www.hs.fi/karlsson/car-2000006252771.html (haettu 5.10.2019). Piir-
roksen taustalla on lyhyen matematiikan ylioppilaskokeen 24.9.2019 joitakin kokelaita ham-
mentanyt kysymys. Kiitdn Henrik Karlssonia luvasta kayttad kuvaa.
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Ei ole olemassa rutiininomaisia tilastollisia ongelmia — on vain ongelmallisia
tilastollisia rutiineja.24

David Cox (1924-2022)

Usein tutkimuksessa ja varsinkin kdytdnnon eldmaéssa, vaikkapa liike-eldméassa,
taytyy tehda selkeitd ratkaisuja ja paédtoksia. Testilla saa selkedn kylld- tai ei-
vastauksen péadtoksentekoon. (Laber ja Shedden 2018, Benjamini ym. 2021.)
Selkeys ilmeisesti viehdttad soveltajia ja selittdd testien suosiota. Testit ovat
kaytetyimpié tilastollisen paéttelyn tyckaluja.

Testeja voidaan kayttda hienovaraisemmin, miké on usein suositeltavaa. Tes-
tin tuloksesta ei ole véilttdmatonta tehda yksiselitteistd johtopaédtostd. On jar-
kevampaa kayttad kaikkea tietoa asiasta johtopadtosten tekemiseen. Yksiselit-
teistd johtopadtostd ei ole aina myoskéddn tarpeen tehdé. Ylipddnsé testit sel-
kiyttavat ja antavat ryhtid empiiriselle analyysille. Yksi suurimmista tilastotie-
teilijoistd, David Cox, muotoilee testien merkityksen néin: Merkitsevyystestien
tavoite ei ole korvata tutkijan henkilokohtaista harkintaa vaan selventéa hénelle
ja muille, mitd aineisto osoittaa (Cox 1977, 61).

Karl Pearsonin (1900) y?-testi (jakso 12.2) ja sen ohessa esittimi p-ar-
vo (jakso 11.2) ohjasivat tilastotiedettd voimallisesti testaamista painottavaan
suuntaan. Ronald Fisher seka tyopari Jerzy Neyman ja Egon Pearson kehittivét
testiteoriaa 1900-luvun alkupuolella. Teoria alla on synteesi edellisten ndkemyk-
sistd. Fisherildinen perinne painottaa testisuureen p-arvoa tilastollisen paattelyn
yhtena tyokaluna; Neymanin-Pearsonin traditio korostaa testaamista mekanis-
tisempana padtoksentekomenetelménéd. Ensin mainittu perinne on suositelta-
vampi.

Termien merkitys ei ole tdysin vakiintunut kirjallisuudessa. Kasitteet seli-
tetddn yksinkertaisimmassa yhden parametrin tilanteessa. (Parametri voi olla
kahden parametrin erotus tai muu niiden véilinen rajoitus.) Myds oletettua ti-
lastollista mallia ylipddnséd voidaan testata. Siitd on esimerkkejéd jaksoissa 12.2
ja 12.3.

11.1 Merkitsevyystestaus

Testaus tehddin useimmiten tilastollisen mallin puitteissa (jakso 9.2). Nolla-
hypoteesi (Ho; null hypothesis) on testattava tilastollista mallia rajaava oletus.
Tyypillinen nollahypoteesi on, ettd parametrin arvo tai parametrien arvojen ero-
tus on nolla. (Nollahypoteesi-nimitys juontanee tésté.) Talloin yleensé testataan
ajatusta, ettd yhteyttad tai vaikutusta ei ole tai etté eroja ei ole. Nollahypotee-
si voi olla myos, ettd parametrin arvo on tietty (nollasta poikkeava) luku tai
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parametreja sitova rajoite (muukin kuin yhtdsuuruus). Luku tai rajoite voi seu-
rata sovellusalan teoriasta. Parametrin nollahypoteesin mukaisuutta osoitetaan
usein alaindeksilld (esim. 6p). Nollahypoteesi voi olla myés jakaumaoletus tai
muu oletus tilastollisesta mallista. Nollahypoteesista luovutaan, mikéali aineis-
to on vahvassa ristiriidassa sen kanssa. Johtopéddtosten teossa ollaan varovaisia:
Yhteys, vaikutus tai ero todetaan olemassa olevaksi tai nimetdan toista suurem-
maksi vain, jos sithen on vahva peruste.

Vaihtoehtoista maailmantilaa kuvaa vastahypoteesi (Hy; alternative hypot-
hesis). Sen mukaan nollahypoteesin asettama rajoitus ei pidd paikkaansa: Pa-
rametrin tai parametrien arvot eivéit ole rajoitusten mukaiset tai jakauma- tai
muu oletus tilastollisesta mallista ei pida paikkaansa.

Nollahypoteesia testataan testisuureella. Testisuure on tunnusluku (jakso
6.5), jota kiytetddn testaamiseen. Merkitsevyystesti (significance test) on paa-
tossaanto: Mikali testisuure osuu hylkdaysalueelle (critical region), nollahypoteesi
hylatadn; mikali hyvdksymisalueelle (acceptance region), nollahypoteesi hyvéik-
sytddn (tai jad voimaan).

Testisuureen kriittiset arvot (critical values) rajaavat hylkdys- ja hyviksy-
misalueet. Ne lasketaan nollajakaumasta (null distribution) eli testisuureen ja-
kaumasta nollahypoteesin pétiesséd. Todenndkoisyytté, etté testisuure osuu hyl-
kéysalueelle nollahypoteesin pétiessi, kutsutaan testin merkitsevyystasoksi (le-
vel of significance) tai kooksi (size). Merkitsevyystason symboli on yleisesti a.
Todennéakoisyys méaéritellddn merkitsevyystestauksen yhteydessé frekventistise-
né todennakoisyytena. Tassa se on hylkaysalueelle osuvien arvojen osuus adéret-
tomassa madarassi riippumattomia toistokokeita nollahypoteesin pétiessé. Hyl-
kaystilanteessa nollahypoteesin sanotaan tulevan hylatyksi merkitsevyystasolla
a tai 100 X « %:n merkitsevyystasolla. Testisuureen sanotaan tdlldin olevan
tilastollisesti merkitsevd kyseiselld merkitsevyystasolla.

Testin voima on todennakoisyys, ettd testisuure saa arvon hylkdysalueelta,
kun vastahypoteesi patee. Voimaa merkitddn monesti (1 — 3):lla. Voiman toi-
votaan olevan mahdollisimman suuri. Testi on yleensé sitd voimakkaampi, mitéa
suurempi on testin merkitsevyystaso ja mitd enemmén on havaintoja. Testi on
tarkentuva, mikali testin voima suurenee 1:hteen havaintojen lukuméérin kas-
vaessa kohti dédretonta.

Testaamisessa voidaan tehdd hylkiysvirhe (rejection error, type I error, fal-
se positive) tai hyviksymisvirhe (acceptance error, type II error, false negative).
Hylkaysvirhe tehd&ddn, jos paikkansapitdva nollahypoteesi hyldtaan. Hyvéksy-
misvirhe tapahtuu, jos paikkansapitdméaton nollahypoteesi hyviksytdan. Nolla-
hypoteesin péatiessd hylkaysvirheen todennikdéisyys on «. Vastahypoteesin pa-
tiessd hyviaksymisvirheen todennékoisyys on .
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Taulukko summeeraa péaatosten oikeellisuuden, niiden todennékéisyydet ja
vastaavat termit. Testien yhteydessi ei tavata puhua luottamustasosta (1 — ),
mutta se nivoutuu testin merkitsevyystasoon testien ja luottamusvélien duali-
teetin kautta (jakso 11.3).

Ho hylitiin

kyll& ei
Hp tosi  kylld hylkdysvirhe oikea pa&tos
« 1—«

merkitsevyystaso luottamustaso

ei oikea paétos hyvéiksymisvirhe
1-7 B8

testin voima

Testisuureen toteuma poikkeaa aina nollahypoteesin mukaisesta, jos testi-
suureen jakauma on jatkuva. Ainoastaan tilastotieteellisessé mielessd riittavin
poikkeavan eli pienen todennékoisyyden toteuman tilanteessa nollahypoteesi hy-
latdan. Hylkdysvirheen todennakoisyys eli testin merkitsevyystaso o asetetaan
siksi pieneksi merkitsevyystestauksessa. Ajatus on edelld esitetty, ettd nollahy-
poteesista luovutaan vain vakuuttavan todistusaineiston edessa.

Testin merkitsevyystaso on tutkijan pédtettivissa. Testin voima ei ole yhta
helposti asetettavissa jos lainkaan. Voima riippuu vastahypoteesista — esimer-
kiksi sen mukaisista parametriarvoista. Tutkija saattaa joskus pystya vélillisesti
vaikuttamaan voimaan kasvattamalla otoskokoa. Tutkijalla saattaa olla myos
valinnanvaraa poimia mahdollisimman voimakas testi tyokalukseen.

Testin merkitsevyystaso tulisi valita paatosteoreettisten tai karkeampien ar-
vioiden paatosten seurauksista ja niiden todennédkoisyyksien perusteella. Tilan-
netta verrataan usein oikeudenkiyntiin (Feinberg 1971). Oikeudenkéyntivertaus
juontaa ainakin Laplaceen (1749-1827) asti (Neyman ja Pearson 1933, 296).

Léahtokohta on, ettd syytetty on syyton (nollahypoteesi). Syyttomén tuomit-
semista tulee valttdd viimeiseen asti (a:n tulee olla pieni). Toisaalta halutaan
maksimoida todennékoisyys, ettd syyllinen tuomitaan (1 — S:n tulisi olla suuri).
Jos mikddn todistusaineisto ei olisi riittdvian vakuuttava tuomioon (o = 0), ke-
tadn ei tuomittaisi (1 — 8 = 0). Siksi taytyy hyviksyé pieni riski syyttomén tuo-
mitsemiseen (o > 0), jotta rikoksiin todella syyllistyneitd saataisiin tuomittua
(1—p > 0). Joskus ellei monesti todistusaineisto ei riitd rikokseen syyllistyneen
tuomitsemiseen, ja hdnet katsotaan syyttéméksi (5 > 0).
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Oikeudessa sovelletaan eri ndyttokynnyksié erilaisissa rikoksissa. Oikeuden-
kdynnissd murhasta vaaditaan vastaansanomattomampaa ndyttod (« hyvin pie-
ni) kuin sakko méaarittiessd (o suurempi). Koska murhasta katsotaan olevan
tarkedmpi saattaa tekija vastuuseen kuin sakonalaisista rikkeistd, murhaoikeu-
denkéynnissd todistusaineiston kerddmiseen kéytetddn enemmaén aikaa ja vai-
vaa. Se kasvattaa todennakoisyyttd tuomita syyllinen (5 pienenee ja 1 — 8 suu-
renee).

Testaamisessa voidaan pyrkid toimimaan vastaavasti. Pitdydytddn pienes-
sé merkitsevyystasossa (« pieni), jos hylkiysvirhe voi johtaa suuriin kielteisiin
seurauksiin. Mahdollisuuksien mukaan panostetaan havaintojen laatuun ja mé&a-
rddn. Toisaalta jos sairauteen tai ongelmaan ei ole parannuskeinoa tai ratkai-
sua, ladke tai apu siithen tahdotaan mahdollisesti 16ytda ja hyviksyéd kayttoon
tavallista keveammin perustein. Tall6in kasvatetaan hylkaysvirheen todennéa-
koisyyttd (o suurenee), jotta testin voima (1 — ) kasvaa ja hyviksymisvirheen
todennéikoisyys () pienenee.

Empiirisessé tutkimuksessa testin merkitsevyystasoa puntaroidaan harvoin
ainakaan eksplisiittisesti. Useimmiten sovelletaan rutiininomaisesti merkitse-
vyystasoja 0.05 tai 0.01 ilman perusteluja. Sopivaa merkitsevyystasoa olisi hy-
vé pohtia tapauskohtaisesti, ja my6s tyypillisid pienempien merkitsevyystasojen
kéytto olisi suotavaa (jakso 77).

Merkitsevyystason lisdksi voi olla tarpeen péaittdd, onko vastahypoteesi
kaksi- vai yksisuuntainen. Kaksisuuntaisessa vastahypoteesissa parametrin arvo
poikkeaa nollahypoteesin asettamasta arvosta:

H12 0 7é 90.

Téssd 0y on nollahypoteesin mukainen parametrin arvo. Yksisuuntaisessa vas-
tahypoteesissa huomio kohdistuu arvoihin, jotka ovat vain pienempid tai vain
suurempia kuin nollahypoteesin mukainen parametrin arvo:

Hi: <6y tai 0> 6,.

Kaksisuuntaisen hypoteesin tilanteessa hylkédysalue muodostuu testisuureen ar-
voista, jotka liittyvéit testattavan parametrin seké erityisen “pieniin” ettd “suu-
riin” arvoihin; yksisuuntaisen hypoteesin tilanteessa vain “pieniin” tai “suuriin”
arvoihin.

Testid sanotaan kaksi- tai yksisuuntaiseksi vastahypoteesin mukaisesti. Ta-
vallisesti tehdédén kaksisuuntainen testi. Jos kaksisuuntaisessa testauksessa nol-
lahypoteesi hylataan, kdytdnnossé usein jatketaan vield padtelmédn, onko 6 < g
vai 6 > 6. Yksisuuntainen testi on sopiva, jos sovellusalan teorian tai aiempien
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empiiristen tutkimusten mukaan on ilmeisté, ettd poikkeama nollahypoteesista
voi olla vain toiseen suuntaan.

Esimerkki. Kaksi- ja yksisuuntaisen testin hylkéysalueet (normaalijakauma).
Kuvassa 11.2 havainnollistetaan hylkdysaluetta vasemmalla kaksisuuntaisen ja
oikealla yksisuuntaisen testin tilanteissa testisuureen noudattaessa nollahypo-
teesin pétiessd standardinormaalijakaumaa.'?® Standardinormaalijakauman vi-
ritetyt hénnét rajautuvat vasemmalla 0.025. ja 0.975. kvantiileihin —1.960 ja
1.960 ja oikealla 0.95. kvantiiliin 1.645. Sekd kaksi- ettd yksisuuntaisessa tes-
tauksessa testisuure osuu nollahypoteesin pétiessd hylkaysalueelle todennakoi-
syydella 0.05. Kaksisuuntaisessa testauksessa itseisarvoltaan pieni tai suuri tes-
tisuureen arvo voi johtaa nollahypoteesin hylkdamiseen. Kuvan esimerkissé ai-
noastaan suuri testisuureen arvo voi johtaa nollahypoteesin hylkddmiseen yksi-
suuntaisessa testauksessa.

Yksisuuntainen testaus kasvattaa testin voimaa valittuun suuntaan. Kak-
sisuuntaisessa testauksessa testisuureen arvo 1.7 ei johda nollahypoteesiin hyl-
kédamiseen merkitsevyystasolla 0.05; yksisuuntaisessa testauksessa johtaa. Yk-
sisuuntaisella testilld ei ole voimaa lainkaan toiseen suuntaan: Oli testisuureen
arvo kuinka pieni tahansa, nollahypoteesia ei hylata.

Yksisuuntaisessa testauksessa hylkédysalue voi tietenkin koostua myos pie-
nistéd testisuureen arvoista. Télloin hylkaysaluetta havainnollistaisi kuvan 11.2
oikeanpuolen peilikuva, jossa jakauman vasen hanté olisi varitetty. [

Esimerkki. Testin voima.'2% Kuva 11.3 havainnollistaa testin voiman kasvamista
havaintomééran kasvaessa. Lasketaan keskiarvo fi normaalijakaumaa N(40, 36)
noudattavista satunnaismuuttujista. Testisuure on Z = (i —40)/(1/36/n). Nol-
lahypoteesi po = 40 hylatdan merkitsevyystasolla 0.05, jos testisuureen havaitun
arvon itseisarvo |z| ylittdé standardinormaalijakauman 0.975. kvantiilin 1.960.
Merkinnéalld n = 9 — havaintojen lukumééra — osoitettu kdyra kuvaa, kuin-
ka testin voima kasvaa p:n etddntyessd 40:sta. Nollahypoteesin g = 40 ympéris-
t0ssd voima on jonkin verran suurempi kuin testin merkitsevyystaso 0.05. Testin
voima lahenee yhta, kun p etdantyy 40:std. Merkinnalld n = 36 osoitettu kéyra
toistaa samat kuviot mutta kérjekkd&dmmin, kun havaintoja on 36. Odotusarvon
u poikkeama 40:std johtaa nyt kauttaaltaan suurempaan testin voimaan kuin
silloin, kun havaintoja oli vain 9. Samansuuruinen erotus & — 40 johtaa useam-
min nollahypoteesin hylkddmiseen, kun n = 36 kuin silloin, kun n = 9. Testin
merkitsevyystaso on sama 0.05 molemmilla havaintomaérilla. [J

Hyvéksymisalue-termiin ei pidd suhtautua kirjaimellisesti. Jos testisuureen arvo
ei ole tilastollisesti merkitseva, siité ei tule paitelld, ettd nollahypoteesi olisi to-
si. Ei-merkitseva arvo voi johtua vaikkapa pienestd otoskoosta ja siten pienesta
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Kuva 11.2: Kaksi- ja yksisuuntaisen testin hylkdysalueet (normaalijakauma).

testin voimasta. Sopiva padtelmé on pikemminkin, ettd nollahypoteesi jaa voi-
maan kuin ettéd se hyvéksytdan. Jaksossa 15.3 on esimerkkejé tilanteista, joissa
on selvéa, ettd nollahypoteesia ei tule hyviksya, vaikka se jéisi voimaan.

11.2 p-arvo

Empiirisessi tutkimuksessa tyypillisesti raportoidaan testisuureen p-arvo (p-
value) eli havaittu merkitsevyystaso (observed level of significance). On térke-
43 ymmartad, mitd p-arvo tarkoittaa — ja mitd ei. Monet soveltajat tulkitse-
vat p-arvon véirin (esim. Gigerenzer 2018). Psykologian oppikirjoista 89 %:n
on raportoitu kuvaavan p-arvon vaarin (Cassidy ym. 2019). Vairintulkintojen
on katsottu johtaneen “valtaisaan sekaannukseen ja sanaharkkaan” (Kuffner ja
Walker 2019). Vaérintulkinnat eivdt rajoitu tutkimukseen: oikeudenkéynnissi
tuomari voi ymmartia testisuureeseen liittyvin todenndkoisyyden vadrin (Fat-
ti ja Greenacre 1991). Alla selitetdén asian ydin. YleispatevaAmpid esityksiéd on
teoreettisemmissa oppikirjoissa.

Olkoon nollahypoteesi 8 = 0, kaksisuuntainen vastahypoteesi 6 # 0y ja tes-
tisuureen ¢(Xy,...,X,) jakauma symmetrinen nollan ympérilld. Testisuureen
toteuman

(1, Tn)
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Kuva 11.3: Kaksisuuntaisen testin voima, kun testisuure on (& — 40)/(+/36/n),
testin merkitsevyystaso on 0.05, havainnot noudattavat jakaumaa N(40, 36) ja
nollahypoteesi on pg = 40.

p-arvo on todenndkoisyys
P(It(X1,..., Xn)| = [t(z1, .. 2n)])

nollahypoteesin pétiessd. Edelld X, ..., X, on satunnaisotos ja x1,...,x, sen
toteuma. Testisuureen p-arvo on kaksisuuntaisessa testauksessa todennékoisyys,
ettd testisuure saa arvon, joka on nollahypoteesiin verrattuna yhta poikkeava
tai viela poikkeavampi kuin havaittu arvo, kun nollahypoteesi pétee. Jos vasta-
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hypoteesi on yksisuuntainen 6 > 6y, p-arvo on todennékdisyys
P (t(X1, . ,Xn) Z t(xl, ce ,l‘n)) 5

jos t(x1, ..., zy)m suuret arvot maarittelevit hylkdysalueen. Epayhtdlon suunta
kadntyy ylld, jos vastahypoteesi on 8 < 6y ja hylkiysalue koostuu t(x1, ..., x,)mn
pienista arvoista.

Esimerkki. Miesten keskipituus (jatkoa jaksosta 10.4.2). Olkoon nollahypoteesi,
ettd normaalijakautuneen satunnaismuuttujan N(u,o?) odotusarvo p = pg ja
kaksisuuntainen vastahypoteesi, ettd pu # po. Jaksossa 12.4.2 osoitetaan sopi-
vaksi testisuureeksi R

_ K= Mo

~s/vn’

t(x1,...,zy)
Sen p-arvo on todennakdisyys

o= p

s/ﬁ)’

Testisuure noudattaa t(n — 1)-jakaumaa nollahypoteesin patiesséd (jakso 12.4.2).

Tutkijan kasvuteoria ehdottaa miesten keskipituudeksi 181.5 cm:& vuonna
2010. Onko kasvukéyraaineisto ristiriidassa tutkijan teorian kanssa? Lasketaan
testisuure ja sen p-arvo kaksisuuntaisessa testauksessa (Hp: p # 181.5). Testi-
suure on

P<|(t(X1,...,Xn)| >

o — 181.042 — 181.
f=po _ 1810 815 _ 4 779235,

s/v/n  6.0609//4000

Todennékoisyys, ettd t(3999)-jakaumaa noudattava satunnaismuuttuja saisi it-
seisarvoltaan 4.779235:tt4 suuremman arvon, on

Pt(Xy,...,X,) <—4.779235) + P (¢(X1,...,X,) > 4.779235)

= 0.0000009114233 + 0.0000009114233 =~ 0.000002.
Todennakdisyys voidaan laskea R-komennolla pt (-4.779235,3999)+1-
pt(4.779235,3999) tai t-jakauman symmetrisyyden perusteella komennolla

2+pt (-4.779235,3999). Mikili vastahypoteesi olisi yksisuuntainen (Hi: p <
181.5), testisuureen p-arvo puolittuisi:

P(t(X1,...,X,) < —4.779235) = 0.0000009114233 ~ 0.000001.

Naytto nollahypoteesia vastaan vahvistuisi.
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Kumpi vastahypoteesi onkaan, p-arvo on tavattoman pieni. Aineisto on vah-
vassa ristiriidassa tutkijan teorian kanssa — ainakin tilastotieteellisessd mieles-
sd. Tutkijalla on syytéd hylatéd teoriansa. [

Yksinkertaisimmillaan p-arvoa kéytetddn merkitsevyystestin tapaan joko—tai-
paatosten tekoon: Jos p-arvo on pienempi kuin etukéteen valittu merkitsevyys-
taso, nollahypoteesi hyldtdéan; muuten nollahypoteesi jaé voimaan.

p-arvoa voidaan hyddyntaéd merkitsevyystestid joustavammin mittana todis-
tusaineiston vahvuudesta nollahypoteesia vastaan: Mitd pienempi p-arvo on, sité
jyrkemmin testisuure puhuu nollahypoteesia vastaan. Tutkija voi pohtia aineis-
ton ja hypoteesien yhteensopivuutta tai -sopimattomuutta ja johtopaatoksia si-
toutumatta etukateen tiettyyn merkitsevyystasoon. Menettelyn huono puoli on,
ettd merkitsevyystasosta ei ole selvyyttd nollahypoteesi hyldttdessa. Empiirises-
sé tutkimuksessa kannattaa kuitenkin muutenkin huomioida kaikki asiaan liit-
tyvat seikat johtopaédtoksissa pelkdn p-arvon ja merkitsevyystason napittamisen
sijaan. Nollahypoteesia ei ole valttdmatonta hyviksya tai hylatéd yksinomaan sen
perusteella, onko aineisto ristiriidassa sen kanssa. Aina ei ole my6skéén tarpeen
tehdé jyrkkad paatostd merkitsevyystestauksen tapaan.

Esimerkki. Tutkitaan tuotteen kulutuksen ja hinnan vilistd yhteytta. Laske-
taan nollahypoteesia “ei yhteyttd” haastava testisuure. Sen p-arvoksi saadaan
0.07. Jos on aivan ilmeistd, ettd hinta vaikuttaa kulutukseen, ei tyydytéa jatka-
maan analyyseja nollahypoteesin pohjalta. Suurehko p-arvo heijastelee vaikkapa
otoskoon pienuutta. [

Esimerkki. Pienen p-arvon mukaan aineisto on ristiriidassa yksinkertaisen ti-
lastollisen mallin kanssa puoltaen monimutkaista mallia. Tutkija saattaa silti
pitdytyd yksinkertaisemmassa mallissa. Se on helpompi selittda soveltajille ja
kenties helpompi estimoida ja ylipddnsa kayttdd. Jos se esimerkiksi ennustaa
kohtuullisesti, sen kaytto voi olla perusteltua. Tutkija ei silti hyvéksy nollahy-
poteesia, etta malli olisi oikea. [

Tuosta poikki -tyyppisen merkitsevyystestauksen perinnettéd selittdd tuonnoi-
nen jakaumien vain valikoitujen kvantiilien taulukointi ja ylipdédnsa laskennan
tyolays. p-arvoa saattoi vain haarukoida. Nykyadn p-arvo on useimmiten hel-
posti laskettavissa, ja sitd kannattaa hyodyntdd muuhun tietoon verraten. Sité
ei tule ylitulkita.

Esimerkki. Yleisia p-arvon vaaria tulkintoja:'2”

e p-arvo on todennakoisyys, etta nollahypoteesi patee. Eil: p-arvo on nime-
nomaan nollahypoteesin péatiessa laskettu todennékoisyys. Frekventistises-
s tilastotieteessé ei arvioida hypoteesien todennédkoisyyksia.
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o Todennakoisyys, etté vastahypoteesi on tosi, on 1 — p. Ei!l Laskettaessa p-
arvoa ei oteta kantaa myoskéan vastahypoteesin todennékoisyyteen. Pieni
p-arvo merkitsee vain, ettd on saatu hyvin poikkeuksellinen testisuureen
arvo nollahypoteesin pétiessa.

e p-arvo on todennékéisyys saada sattumalta havaittu tai poikkeavampi tes-
tisuureen arvo. Eil: Todennédkoisyys pitda laskea nimenomaan nollahypo-
teesin pétiessd, mité ei edelld todettu.

o Pieni p-arvo tarkoittaa kdytinnon kannalta tdrkedd havaintoa. Ei! Suuril-
la havaintomé&arilla hyvinkin pienet poikkeamat nollahypoteesista voivat
johtaa mikroskooppiseen p-arvoon. Asiaa pohditaan tarkemmin jaksossa
11.4.0

Jos jakauma on epdsymmetrinen, p-arvo voidaan maéaritelld kaksisuuntaisessa
testauksessa eri tavoilla (esim. Agresti 2013, 92, Cox 2020). Asiaa sivutaan jak-
sossa 12.5.1. p-arvon kéytt0a empiirisessa tutkimuksessa pohditaan lisdé jaksos-
sa 77.

11.3 Luottamusvilien ja testien yhteys

Tarkastellaan kaksisuuntaisen testin merkitsevyystasolla o ja samasta testi-
suureesta muodostetun kaksisuuntaisen 100 x (1 — o) %:n luottamusvilin yh-
teyttd. Oletetaan yksinkertaisuuden ja konkreettisuuden vuoksi, ettd havainnot
noudattavat normaalijakaumaa N(u,o?), testataan nollahypoteesia “odotusar-
vo on 7, varianssin estimaatti on s2 > 0, n > 0 on otoskoko, testisuure on
(fr — p)/(s/+/n) ja sen kriittiset arvot ovat ty/o(n —1) <0, ti_q/2(n —1) >0
ja —tae(n—1) = ti_,/o(n —1). Télldin jakson 12.4.2 teorian ja jakson 11.2
p-arvo-esimerkin (miesten keskipituuden testauksesta) mukaan

l1—-a=P ta/g /\/><t1 a/2( 1))

(-
(o
-

<—p<—p+t a/Q(n_l)f>

a/2 1)7

S
=P ”/2 L*1)7>M>,LL tl_a/g(nl)\/ﬁ>
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S

~ N S
=P (u —ti_as2(n — 1)\/5 <pu<fittian— l)ﬁ) :

Ensimmaéisen rivin mukaan riippumattomissa toistokokeissa testisuureen (fi —
1)/ (s/+/n) arvo osuu todennékoisyydelld 1—c vélille (to/2(n—1),t1_q/2(n—1)).
Mikali néin kay, nollahypoteesi jai voimaan. Jos testisuureen arvo sijoittuu vélin
(tas2(n —1),t1_o/2(n — 1)) ulkopuolelle, nollahypoteesi hylétédan.

Viimeisen rivin muoto on tuttu luottamusvélin lausekkeista edelld: Riippu-
mattomissa toistokokeissa vali

(la - tlfa/Q(n - 1)%? ﬂ + tlfa/Q(n - 1)\Q/sﬁ>

peittdd odotusarvon p todennékoisyydelld 1 — « (kaava (10.7) ja jakso 10.4.2).

Jos testisuure sijoittuu kriittisten arvojen véliin, yhtaloketjun ensimmaéiselld
rivilla olevat epayhtalot patevit, eikd nollahypoteesia hylata. Talloin yhtaloket-
jun viimeisella rivilla olevat epayhtélot patevat eli luottamusvali peittdd p:n.
Jos nollahypoteesia, ettd odotusarvo on pu ei hylatd, testin merkitsevyystasoa
100 x « %:a vastaava 100 X (1 — ) %:n luottamusvéali peittdd p:n.

Jos testisuure ei sijoitu kriittisten arvojen véliin, yhtdloketjun ylla ensim-
maiselld rivilld olevat epayhtalot eivit pade. Nollahypoteesi hyldtdaan. Talloin
myo6skaan yhtéloketjun viimeiselld rivilla olevat epayhtélot eivit ole voimassa
eli luottamusvéli ei peitd u:td. Jos nollahypoteesi “odotusarvo on u” hyldtéaéan,
testin merkitsevyystasoa vastaava luottamusvéli ei peitd p:té.

Esimerkki. Miesten keskipituus (jatkoa jaksoista 10.4.2 ja 11.2). Miesten keski-
pituuden 95 %:n luottamusvali (180.9 cm, 181.2 cm) ei peitd arvoa 181.5 cm
(jakso 10.4.2). Néin ollen nollahypoteesi 181.5 cm:n keskipituudesta pitéisi tul-
la hylatatyksi merkitsevyystasolla 0.05. Niin kéy, silli vastaavan testisuureen
p-arvo on pienempi kuin 0.05 (jakso 11.2). O

Usein testisuureen kriittiset arvot osataan maarittda vain suurille havaintomaa-
rille ja samoja kriittisid arvoja kéytetdédn pienillekin otoksille. Testin todellista
kokoa ei télloin tunneta. Joskus tiedetdén, ettd todellinen koko on pienempi
kuin kéytettyihin kriittisiin arvoihin liittyva nimellinen koko. Testi on talléin
konservatiivinen. Vastaavasti luottamusvali on talldin lilan leved, ja myos se on
konservatiivinen. Termi tulee siitd, etté ollaan taipuvaisia pitdytyméaan nollahy-
poteesissa.

Esimerkki. Jos havainnot eivit ole normaalijakaumasta, testisuure (4 — p)/
(s/4/n) ei ylipadnsa sijoitu vilille (t,/2(n—1),t1_q/2(n—1)) todennikéisyydella
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1 — a. Keskeisen raja-arvolauseen (jakso 7.3) mukaan suurilla havaintoméaérilla
yhtaloryhma yll4 silti likimain pétee. Jos pienissi otoksissa (fi—p)/(s/+/n) sijoit-
tuu (1—a):aa suuremmalla todennékdisyydelld vilille (to/2(n—1),t1_q/2(n—1))
ja sité kiytetddn hyviksymisalueena, niin testin todellinen koko «(n) on pienem-
pi kuin sen nimellinen koko «. Téll6in luottamusvili (i—ti_q/2(n—1)s/y/n, fi+
ti_a/2(n — 1)s/y/n) peittdd odotusarvon p todennikéisyydelld 1 — a(n), joka
on suurempi kuin nimellinen luottamustaso 1 — a.. Seké testi ettd luottamusvali
ovat konservatiivisia. [J

Joskus pohditaan, ovatko luottamusvilit vai testit tdrkedmpid padttelyn tyo-
kaluja (esim. Cox 2006, 42, 2020). Jotkut pitavit luottamusvalid testid infor-
matiivisempana, koska se kertoo, millaisia parametrin arvot voisivat olla mer-
kitsevyystestin padtelmén ollessa yksioikoisempi (6y on tai ei). Toisaalta luot-
tamusvéali on sidottu luottamustasoon mutta p-arvo mittaa jatkuva-arvoisesti
aineiston ja nollahypoteesin yhteensopivuutta. Molemmille on kayttoa. Useim-
milla tieteenaloilla testaaminen lienee paljon yleisempéé kuin luottamusvélien
lasku.

Esimerkki. Luottamusvélit ja p-arvot biolddketieteessd 1990-2015. Chavalarias
ym. (2016) laskivat, ettd biolddketieteellisten artikkelien tiivistelmistd 2 %:ssa
raportoitiin luottamusvili ja 16 %:ssa p-arvo.'?® Tiivistelmissd p-arvojen rapor-
tointi kaksinkertaistui 1990-2014. OJ

11.4 Tilastollinen merkitsevyys ja kaytannon
merkitys

Tilastollinen merkitsevyys ja kiytannon merkitys ovat eri asioita. Sovellusten
kannalta merkityksetonkin poikkeama nollahypoteesista muodostuu suurilla ha-
vaintomaéarilla tilastollisesti merkitsevéksi, koska testien voima kasvaa kohti yh-
té otoskoon kasvaessa. Kuva 11.4 havainnollistaa. Pystyakselilla on estimoidun
parametrin tai estimoitujen parametrien erotuksen ero nollahypoteesin mukai-
sesta arvosta (tyypillisesti 0).

Tilanteissa (a)—(c) luottamusvéli ei peitd nollahypoteesin mukaista arvoa
ja ero on tilastollisesti merkitsevd. Ainoastaan tilanteessa (a) on tehty selkeds-
ti téarked 16ydos: Ero on tilastollisesti merkitsevéd ja kdytdnnon kannalta suu-
ri. Tilanteessa (b) luottamusvéli peittda sekd kdytdnnon kannalta tédrkeitd ettd
toisarvoisia eroja. Loydds voi olla tarked tai toisarvoinen. Vaikka ero on tilas-
tollisesti merkitsevé, kohdan c¢) 16ydés on mielenkiinnoton, koska luottamusvéli
peittda vain eron arvoja, joilla ei ole kdytdnnon merkitystd. Luottamusvili on
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mahdollisesti estimoitu suuresta otoksesta, jolloin pienetkin poikkeamat nolla-
hypoteesista tulevat tilastollisesti merkitseviksi.

Tilanteissa (d)—(e) ero ei ole tilastollisesti merkitsevi. Ero on mielenkiinno-
ton seké tilastotieteen etté sovellusalan nédkokulmasta tilanteessa (d). Luotta-
musvéli peittdd nollahypoteesin mukaisen arvon eiké ylla kdytdnnon merkitys-
t4 omaaviin arvoihin. Loydos on kaikinpuolin negatiivinen. Viimeinen tilanne
(e) on moniselitteinen. Luottamusvéili on niin leved, ettd se peittdd eron nol-
lahypoteesiarvon mutta myos kdytdnnén kannalta suuria arvoja. Otoskoko on
mahdollisesti ollut pieni, jolloin parametrin tai parametrien estimaatit ovat epé-
tarkkoja.

Tilastollinen merkitsevyys yhdistyy monen soveltajan mielessé merkittavian
tulokseen. Kuvan 11.4 mukaan yhteytté ei vilttdmaétta ole. Tilastollisesti mer-
kitseva -termin sijalle on ehdotettu termié tilastollisesti erottuva (statistically
discernible). Se on osuvampi ja neutraalimpi muttei vield yleisesti kdytetty.
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€ero

tarkeé

nollahypoteesi

(a) (b) (c) (d) (¢)

merkitsevd ei-merkitsevd
selkedsti  ehkéa ei taysin epéaselva
tarkea, tarkea, tarked  kielteinen

Kuva 11.4: Luottamusvilit, tilastollinen merkitsevyys ja kiytannon merkitys
(Armitage ym. 2002, 92).






Luku 12

Testeja

Opiskella ja sitten harjoittaa oppimaansa — eikd se toisi tyydytysta?129
Kungfutse (551-479 eKr.)

Testausta havainnollistetaan alla kompakteilla empiirisillé esimerkeilld. Tutki-
muksessa aineistoihin tulee perehtya huolellisesti ennen testaamista. Ugarten
ym:iden (2016) sekd Chiharan ja Hesterbergin (2019) kirjoissa on esimerkke-
ja graafisista tarkasteluista testien yhteydessd. Luvussa aineistojen oletetaan
olevan satunnaisotoksia.

12.1 Testeja osuuksille

12.1.1 Osuustesti

Estimoidaan osuutta # = y/n:lla (tapahtumien ja havaintojen lukuméérien suh-
de). Olkoon nollahypoteesin mukaan osuus m = my. Sen patevyyttd voidaan koe-
tella testisuureella

T— ™0

Vol —Wo)/n’

joka on suurilla havaintoméaérilld standardinormaalijakautunut (jakso 9.3). Jos
mo = 0.5, niin approksimaatio toimii, jos havaintoja on ainakin 20. Muuten
pitdd olla nmy > 10 ja n(1 —mg) > 10. (Agresti ja Finlay 2009, 156, 172. Dickin-
son Gibbonsin ja Chakrabortin 2020, 181, mukaan normaalisuusapproksimaatio
toimii tilanteessa mo = 0.5 jo, kun n = 12.)

(12.1)

219
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Esimerkki. Oikeuspoliittinen tutkimuslaitos tutki kardjaoikeuksien péadtoksia
lapsen asumisesta ajalla 14.11.2005-13.2.2006 (529 havaintoa).!3? Keskitytdin
tutkimaan paétoksié, joissa lapset méardttiin asumaan vain jommankumman
vanhemman luona. Néissd pdatoksissd lapsi méardttiin asumaan 35:ssd isén ja
83:ssa didin luona (118 havaintoa).!3! Vastaavat prosenttiosuudet ovat noin 29.7
ja 70.3.

Testataan kaksisuuntaisesti merkitsevyystasolla 0.01 nollahypoteesia, etta
karajaoikeudet méaradvat lapset asumaan eri sukupuolta olevien vanhempien
luona yhté todennékoisesti (mp = 0.5). Testisuure

#— o ~0.2966102 — 0.5
Vmo(l—m)/n /0.5(1—0.5)/118

laskettiin jo jaksossa 7.4.3. Havaintoja on yli 20, joten normaalisuusapproksi-
maatioehto tilanteessa my = 0.5 tayttyy. Testisuureen p-arvo saadaan standar-
dinormaalijakaumasta ja on noin 0.00001 (2*pnorm(-4.418758)). Nollahypo-
teesi hylatdan merkitsevyystasolla 0.01. Isat ja didit voittavat asumisriidan eri
todennakoisyydella. Isien voittotodennédkoisyys on pienempi.

Testin voi tehdd yhtd hyvin vertaamalla 0.5:teen &itien voitto-osuutta
88/118. Testisuureen arvo olisi 4.418758. p-arvo, testin tulos ja johtopddtokset
olisivat samat.

R:ssé testin laskut voi toteuttaa komennolla prop.test (x=35,n=118,p=0.5,
correct=F). (Maére correct=F eli correct=FALSE merkitsee, ettd ns.
jatkuvuuskorjausta ei tehdd.) Komento palauttaa testisuureen nelién
19.525 = (—4.418758)%2. Komennon palautteessa sitd verrataan x?(1)-ja-
kaumaan testin ylld kanssa yhtapitévéasti (jakso 7.2.2). O

= —4.418758

Jos havaintoja on hyvin vahin, mieleen voi tulla perustaa testi Y:n binomijakaumaan Bin(n, )
(esim. Agresti ja Finlay 2009, 172-173). Testisuureen hylkédysalue eli lukuméaérat k1 ja ko vali-
taan niin, ettda P(Y < k1 tai Y > ko) = Zf;o (T;)ﬂ'é(l77r0)”_iJrz:?:k2 (T;)Wé(lfwo)”_i >
«, jossa « on testin merkitsevyystaso. Koska jakauma on diskreetti, merkitsevyystasoa ei voida
ylipaénsé asettaa tdsmaélleen a:ksi. Lahemmaéksi haluttua merkitsevyystasoa padstdan yleensa
perustamalla paattely keski-p-arvoon (esim. Agresti 2007, 2013, 2019). Laskut voidaan tehd&
Anna Gottardin R-koodilla.'32 Agresti (2013, 605) arvioi, etté tallainen keski-p-korjattu testi
on hyvé vaikkakin hieman konservatiivinen (jakso 11.3). Fagerland ym. (2019, 58-65) tuntu-
vat pitdvin padtekstin testisuureeseen (12.1) perustuvaa testid parhaana kaikilla otoskoilla.
Hyvina testeinad he pitaviat myos Blakerin testid ja juuri kuvattua keski-p-korjattua binomi-
jakaumaan perustuvaa eksaktia testid. Testisuureeseen (12.1) perustuvan testin koko voi olla
jonkin verran epdvakaampi kuin kahden viimeksi mainitun. Testisuure (12.1) pérjdi varsin
hyvin testejéd vertailtaessa. Bilder ja Loughin (2015, 17) suosittelevat sen kiyttoa.
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12.1.2 Osuuksien erotuksen testi, jos osuudet ovat riippu-
mattomia

Testataan, eroavatko osuudet m; ja w9 populaatioissa. Nollahypoteesi on Hy:
w1 —m2 = 0. Molemmista populaatioista on nq:n ja no:n kokoiset riippumattomat
otokset. Lasketaan havaitut osuudet 71 = y1/n; ja 2 = ya2/ne, joissa y; ja n;
ovat tapahtumien ja havaintojen lukumé&arét ¢. otoksessa, i = 1,2. Testisuure

on . .
T — T2

\/fr(l - fr)(i + i)
ny o

Siiné erotuksen 7y — g varianssi w(1—m)(1/n1+1/n2) estimoidaan yhdistetystéa
otoksesta, koska nollahypoteesin mukaan osuus 7 on sama populaatioissa:

(12.2)

P nif +nefa Y1+ Y2
ny + ng ny + N2

Testisuure on standardinormaalijakautunut, jos havaintoja on paljon. Karkea
ohjenuora riittavélle likiarvoistukselle on, ettd y; > 10 jan; —y; > 107 = 1,2.
Jos testi tehdddn kaksisuuntaisena riittaa, ettd y; > 5 ja n; —y; > 5. (Agresti
ja Finlay 2009, 190.)

Esimerkki. Palo-Repo (2015) tutki Helsingin hovioikeuden 2003-2006 ratkaise-
mia riitoja lasten huoltajuudesta tai asumisesta.'3® Toisesta vanhemmasta tai
hénen uudesta puolisostaan tehdyt syytokset vikivaltaan, paihteisiin tai huu-
meisiin tai mielenterveysongelmiin liittyen ovat yleisia néissé riidoissa: Palo-Re-
von tutkimasta 198 riidasta 94:ssé eli 47.5 %:ssa oli tehty tallainen syytos.

Tutkitaan eroa syytosten toteenndyttdmisosuuksissa osa-aineistossa, jossa
vain toinen vanhempi tekee syytoksen ja osa-aineistossa, jossa molemmat van-
hemmat tekevét syytoksen:

toteenndytetty (lkm) toteenndytetty (osuus)

kylld el 2 kylla ei b

syytos  vain toisesta 41 30 71 0.577 0.423 1
molemmista 16 30 46 0.348  0.652 1

Y 57 60 117 0.487 0.513 1

Osa-aineistossa, jossa vain toinen vanhempi teki syytoksen, toteenndytettyjen
syytosten osuus on 100 x 41/71 % = 57.74648 %. Osa-aineistossa, jossa mo-
lemmat vanhemmat tekivit syytoksen, osuus on 100 x 16/46 % = 34.78261 %.
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Testataan merkitsevyystasolla 0.05 nollahypoteesia, ettd syytosten toteenndyt-
tdmisen todennékoisyydet eivit eroa, kun vain toinen vanhempi tekee syytoksen
tai kun molemmat vanhemmat tekevit syytoksen.

Toteenndytettyjen syytosten osuus yhdistetyssa aineistossa on

P ni7 +nofa 71 X 0.5774648 4+ 46 x 0.3478261 41 + 16

ni + no 71+ 46 117

~ 0.4871795.

Testisuure on

ity — N 0.5774648 — 0.3478261
I 1, T 1
A1 —7)(— + — , —0. SR
\/ﬂ( ) \/0 4871795 x (1 - 04871795) x (o + )
~ 2.427354.

2 x 2 -aineistotaulukon jokaisessa solussa on yli 5 havaintoa. Testisuureen nor-
maalisuusapproksimaation ehto tayttyy. Testisuureen p-arvo on 0.0152 (2% (1-
pnorm(2.427354)). Nollahypoteesi hylatdan merkitsevyystasolla 0.05. Oikeus
katsoo syytoksen toteenndytetyksi todennédkoéisemmin silloin, kun vain toinen
oikeudenkédynnin osapuolista on tehnyt syytoksen.

R laskee osuudet ja testisuureen p-arvon kaskylld prop.test (c(41,16),
c(71,46) ,correct=F) (ohje correct=F tarkoittaa, ettei tehda ns. jatkuvuus-
korjausta). R:n palautteessa on testisuureen arvon 2.427354 nelio. Selitys on
jaksossa 12.2.2.

Bilder ja Loughin 2015, 35) suosittelevat téssi esitettyd testid. Pienilli havaintoméérilld on
silti parempi kiyttéa keski-p-korjattua Fisherin eksaktia testia (ks. ohje jakson 12.2.2 lopussa).
Fagerland ym. (2017, 174) suosittelevat sitd kdytettaviksi kaikilla otoskoilla.

12.1.3 Osuuksien erotuksen testi, jos osuudet eivit ole
riippumattomia

Palataan tilanteeseen, jossa havainnot ovat kaltaistettuja pareja, noudattavat
multinomijakaumaa Mul(1, 711, 712, 721, T22)
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Y Y2 b

X T T 12 14
T2 21 22 24

by T41 T2 1

ja muodostavat paritaulukon

Y
Y1 Yo by

X X ni1 ni2 N1+
X2 na1 oo no4

X ngy1 nge o n

(jakso 10.2.3). Téllaisen aineiston yhteydessd mielenkiintoinen nollahypoteesi
voi olla, pateekd reunahomogeenisuus (marginal homogeneity) T4+ = 741 ja
Tot = T4o. Reunahomogeenisuutta voidaan testata tutkimalla vain toisen yh-
talon pitdvyytta, koska reunatodennékéisyydet summautuvat 1:ksi ja yhtalot
seuraavat siksi toisistaan.

Reunahomogeenisuuden pétiessé mio = mo1:

M4 =Tyl < M1+ T2 = 11 + o1 <& T2 = To1.

Talloin aineistossa ni2:n ja nsp:n tulisi olla satunnaisvaihtelun puitteissa yhté-
suuret.

Ajatellaan (1, 2)-solun havaintoja tapahtumina, ja oletetaan, etti nia+nqy >
0. Lukum&éarad nqo vastaava satunnaismuuttuja Nyo noudattaa binomijakaumaa
Bin(n12 + na1,0.5), jos nollahypoteesi reunahomogeenisuudesta péatee. Testisuu-
re muodostetaan binomijakautuneen satunnaismuuttujan normaalisuusapprok-
simaatiosta:

Nig — (7112 + ’nzl) x 0.5 _ 0.5(n12 — n21) _ N1y — No1
\/(nlg +1n91) x 0.5 x 0.5  0.5y/n12 +n21 N1z +na

(jakso 7.4.3). Testisuuretta verrataan standardinormaalijakauman kriittisiin ar-
voihin. Testid kutsutaan McNemarin testiksi. R-komento mcnemar.test laskee
testisuureen nelion ja vertaa sité x2(1)-jakaumaan.

Agrestin (2013, 416) mukaan normaalisuusapproksimaatio toimii, jos nis +
nap > 10. Agresti ja Finlay (2009, 202) esittdvit tiukemman ehdon nis + ngy >
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20. Fagerlandin ym:iden (2013, 2014) simulointikokeissa testin merkitsevyysta-
so on varsin ladhelld oikeaa, jos reunahomogeenisuushypoteesiechdon 7; = 714
reunatodennédkoisyydet ovat valilla 0.1 — 0.9 ja nis + noyp > 15.

Esimerkki. Parisuhdevikivalta (jatkoa). Testataan merkitsevyystasolla 0.01,
kertovatko lapset eri todenndkoéisyyksilla &itiinsd ja isédnsd kohdistuvaa
parisuhdevikivaltaa. Havaitut todennédkoisyydet ovat 0.088 ja 0.056 ja havait-
tujen lukumédrien nia = 674 ja ng; = 231 summa ylittdd 20 (jakso 10.2.3).
Jakaumalikiarvoistus on kaytettdvissd. McNemarin testisuure on

ni12 — N2 674 — 231

= = 14.72582.
Vnie +nar /674 + 231

Sen p-arvo on R:n raportointitarkkuudella 0 (2% (1-pnorm(14.72582))). R-koo-
di

nahnyt <- matrix(c(516,231,674,12038) ,nrow=2)
mcnemar . test (nahnyt, correct=F))

palauttaa yhtipitivisti testisuureen arvon 216.85 ~ 14.72582% ja nollasta 16.
desimaalissa poikkeavan p-arvon. (Jélleen correct=F tarkoittaa, ettei tehda ns.
jatkuvuuskorjausta.) Ero osuuksissa 0.088 ja 0.056 on tilastollisesti merkitseva.
Lapset ilmaisevat enemmén isédn &itiin kuin didin isdén kohdistamaa vékivaltaa.

O

Fagerland ym. (2013 ja 2017, 383-384) suosittelevat paédtekstissi kuvattua normaalisuuslikiar-
voistukseen perustuvan testin kdyttoa kaikissa tilanteissa. Sen koko on yleensé ldhelld oikeaa,
jos n > 15. Pienemmilld havaintomé&érilla sen koko on oikeampi kuin muiden testien. Se on
kaikissa tilanteissa voimakkaampi tai yhtd voimakas kuin muut testit. Agresti ja Finlay (2009,
202) neuvovat kdyttdmédn binomijakauman kriittisia arvoja, jos ehto ni2 +na1 > 20 ei tayty.
Ohje ei ole hyva. Fagerland ym. (2013) arvioivat, etté téllaisen testin todellinen merkitsevyys-
taso on niin paljon tarkoitettua pienempi ja testi niin heikko, etta sita ei tulisi kdyttaa.

12.2  y’-testeji

Vuonna 1900 Karl Pearson julkaisi y2-testin. Sitd on sanottu yhdeksi 20. vuo-
sisadan tdrkeimmistd keksinndistd. Moni pukertaa sellaisen kandidaatintutkiel-
maansa. Samaa testid kdytetddn Euroopan hiukkasfysiikan tutkimuskeskus
CERNissa vahvistamaan ydinfysiikan viimeisimpid saavutuksia. Testid voidaan
kéayttad monenlaisten hypoteesien testauksessa.
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12.2.1 Otosjakauman ja teoreettisen jakauman yhteenso-
pivuustesti

Tutkitaan satunnaismuuttujia N;, jotka noudattavat multinomijakaumaa Mul
(n,m1,...,7.). Solutodennékodisyydet m; maaraytyvit teoriasta tai hypoteesista,
jonka pitdvyyttd halutaan koetella. Taustalla voi olla jatkuva jakauma, jon-
ka arvot on luokiteltu. Nollahypoteesi asettaa parametreille arvot m; = 1,
ey e = Te0-

Nollahypoteesin voimassaollessa . solun odotettu lukuméara on

e; = E(NZ) = NT;0

(jakso 7.1.4). Havaittujen lukumé&érien n,; ja odotettujen lukuméérien nm; ei
tulisi poiketa suuresti toisistaan nollahypoteesin pétiessa. Testisuure

. Ni — € 2 n suuri
x2=%" % 20, ) (12.3)

i=1 i

perustuu téalle ajatukselle. Mikéli nollahypoteesi ei pade, havaittujen ja odotet-
tujen lukumaéérien poikkeamat ja testisuure X? suurenevat. Nollahypoteesin pé-
tiessd X2 noudattaa suurilla havaintomairilld y2-jakaumaa ¢ — 1:114 vapausas-
teella. Suuret arvot johtavat nollahypoteesin hylkddmiseen. Testid kutsutaan
x2-testiksi.

Jakauma-approksimaation toimivuudelle on esitetty monia ohjenuoria ku-
ten, ettd kaikki odotetut lukuméérat ovat vahintddn yksi (e; > 1) ja vahintddn
80 % niisté on suurempia kuin viisi (e; > 5). Lindgrenin (1976, 424) mukaan
approksimaatio on melko hyvé, jos havaintojen lukumééra on nelja—viisi kertaa
solujen lukumééra (n > 4 x ¢) vaikka yksittéisid yht& pienempié odotettuja lu-
kumaééria olisi (e; < 1). Jos sovellettava sédénto ei toteudu, tulee luokkia yhdistaa
niin, etta se toteutuu.

Esimerkki.3* Poissaolot. Yrityksen johto ajattelee, etti sairastamisen tulisi ja-
kautua tasaisesti viikonpaiville. Johto epéilee, ettd tyontekijat ilmoittautuvat
sairaaksi tavanomaista useammin viikonloppua ympéréivind maanantaina ja
perjantaina. Johto kerédé poissaolotiedot seuraavilta neljalta viikolta:

ma ti ke to pe by
49 35 32 39 45 200
40 40 40 40 40 200
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Maanantaisin ja perjantaisin on muita péivid enemmén poissaoloja. Alemmalla
rivilld on nollahypoteesin tasaisesti jakautuneista sairaspaivistd mukaiset odo-
tetut lukuméérit nm;o = 200 x 1/5 = 40. Ovatko poikkeamat odotetuista luku-
médristd poikkeavia merkitsevyystasolla 0.057 Johto laskee R-késkyilla

1km <- c(49,35,32,39,45)

chisq.test(lkm,p=c(1/5,1/5,1/5,1/5,1/5))
qchisq(0.95,4)

testisuureen arvoksi

49 — 40)? 45 — 40)2
WO AOF L B0 g0

40 40

ja x2(4)-jakauman 0.95. kvantiiliksi 9.488. Jakauman vapausasteet ovat luokkien
lukumaééra miinus yksi eli 5 — 1 = 4. Nollahypoteesia ei ole syyta hylata. Kasky
chisq.test (1km,p=c(1/5,1/5,1/5,1/5,1/5)) tulostaa testisuureen p-arvoksi
0.298 = Py, (X? > 4.9), jossa alaindeksi Hy osoittaa todennikdisyyden laske-
tuksi nollahypoteesin pétiessd. p-arvon saa myos kiskylld 1-pchisq(4.9,4). 0

Luokittelu voi vaikuttaa testin tulokseen. Luokat kannattaa muodostaa mah-
dollisimman osuvaksi kysymyksenasettelun kannalta, koska se kasvattaa testin
voimaa.

Esimerkki. Poissaolot (jatkoa). Poissaolojen epéillddn keskittyvin viikonlopun
ympdrille perjantaille ja maanantaille. Nollahypoteesi diskreetisté tasaisesta ja-
kaumasta on luonteva, mutta aineisto kannattaa luokitella poissaoloihin tiistais-
ta torstaihin ja perjantaista maanantaihin, koska nédiden luokkien véliseen eroon
yrityksen johdon epéilyt kohdistuvat. Uudelleenluokiteltu aineisto ja vastaavat
odotetut lukumaaréat ovat:

ti-to ma ja pe Y
106 94 200
120 80 200

Y14 nmyp = 200 x 3/5 = 120 ja nmeg = 200 x 2/5 = 80.
X 2-testisuureen arvo on

(106 — 120)° L0 80)°
120 80
Vapausasteita on 2 — 1 = 1. Télloin merkitsevyystasoa 0.05 vastaava kriitti-

nen arvo on 3.841 (qchisq(0.95,1)). Testisuureen arvo on sitd suurempi, jo-
ten nollahypoteesi hyldtdan merkitsevyystasolla 0.05. Testisuureen p-arvo on

= 4.083333.
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P, (X? > 4.083333) = 0.04330815 (1-pchisq(4.083333,1)). Testin voi tehdi
yvhtalailla R-késkyilla alla:

1lkm <- c(106,94)
chisq.test(1km,p=c(3/5,2/5))

Poissaoloissa on viikonloppuvaikutus. Mielekkéalla luokittelulla nollahypoteesi
hyldtaan. O

Voidaan osoittaa, ettd jakauman yhteensopivuus -testisuure on kahden luokan
tilanteessa sama testisuure kuin osuuden testisuure (12.1) nelidityna:

2
X2 — T — o — 2
mo(l — 7o) /n

(esim. Dudewicz ja Mishra 1988, 529-530). Molemmat noudattavat x?(1)-jakau-
maa suurilla havaintomédrilla. X2-testisuure halyttds yhtélailla lilan pienistd
kuin suurista lukumééristd odotettuun verrattuna. Jos testi on perusteltua teh-
dé yksisuuntaisena, testin voimaa voidaan kasvattaa tekemélld yksisuuntainen
testi testisuureella z. Luopumalla voimasta yhteen suuntaan voitetaan voimaa
toiseen suuntaan.

Esimerkki. Poissaolot (jatkoa). Yrityksen johto epéiilee yliméériisid — ei muita
péivid vahdisempid — poissaoloja perjantaisin ja maanantaisin. Testi on jérke-
vinté tehda yksisuuntaisena testisuureella (12.1).

Olkoon 7 perjantai- ja maanantaipoissaolojen osuus. Nollahypoteesi on, etté
m = 2/5 = 0.4. Vastahypoteesin mukaan 7 > 2/5. Havaittu osuus on nollahy-
poteesin esittaméaa suurempi:

49 + 45
= 0.47.
200 047

T =

Testisuure on
T — g 0.47 —0.40

Vo x (1—m)/n /0.40 x (1 —0.40)/200

z

Testisuureen p-arvo on Py, (Z > 2.020726) = 0.0216 (1-pnorm(2.020726)).
Nollahypoteesi hylatdan merkitsevyystasolla 0.05. Poissaolojen osuus 0.47 on
suurempi kuin odotettu 0.4. Viikonlopun yhteydessé on keskiméaéraistd enem-
min poissaoloja. Testisuureen p-arvo 0.02165407 on puolet vastaavan X 2-testi-
suureen p-arvosta 0.04330815. Puolittuminen saatiin aikaiseksi yksisuuntaisella
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testilld. Todetaan lopuksi tarkistuksena, ettd 22 = 2.020726% = 4.083334 ~
4.083333 = X2. 0

Tyypillisempi on tilanne, ettd nollajakauman parametrit estimoidaan sovittaen
nollajakauma aineistoon. Jos estimoitavia parametreja on s, niin suurilla havain-
tomadrillid X2 noudattaa jakaumaa, jonka kriittiset arvot sijaitsevat x?(c—1—s)-
ja x?(c—1)-jakaumien vastaavien kriittisten arvojen vilissi (jilkimmaiisen jakau-
man kvantiilit ovat suurempia kuin ensin mainitun). Estimoitu jakauma sopii
aineistoon paremmin kuin todellinen jakauma. Vapausasteet ja kriittiset arvot
pienenevit siksi nollajakaumassa. Jos nollajakaumana kiyttii x?(c — 1 — s)-ja-
kaumaa, niin kriittiset arvot voivat olla lilan pienet ja testin merkitsevyystaso
liian suuri, jolloin nollahypoteesi hyldtdan liian usein. Likiarvoistus

X2 s (c—1—s)

voi silti olla hyvé. (Tang ym. 2012, 41, 151.)

Esimerkki. Perijattarien hedelmallisyys. Francis Galton pohti syité, miksi suur-
miesten suvut Iso-Britanniassa monesti kuolevat pois eli sukuun ei synny poi-
kaa viemédédn sukunimed eteenpéin. Taulukossa on syntyneiden poikien lukumé&é-
rd aatelisen miehen avioliitossa luokiteltuna sen mukaan, onko puolisonsa ollut
perijitir vai ei. (Tyttojen lukuméirit eivit ole esimerkissd merkityksellisid. )'35

Galton tulkitsi taulukkoa tdhén tapaan: Avioliitosta perijattaren kanssa syn-
tyy vihemmaén poikia kuin muista avioliitoista. Perijattaret ovat siten vihem-
mén hedelméllisid kuin muut naiset. Syy hedelméattomyyteen on ilmeinen, koska
naisesta tulee perijatir vain perheesté, jossa ei ole poikia (aikakautensa lains&é-
ddnnén mukaan), eli hedelméattomyys on perijattarien perinnéllinen ominaisuus.
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avioliittojen lkm, joissa &iti

syntyneitd poikia perijatar ei-perijatar
0 11 1

1 8 )

2 11 7

3 11 17

4 5 10

5 3 4

6 1 4

7 0 2

>7 0 0

avioliittojen lkm 50 50
poikien lkm (X) 104 168

tyttojen lkm (30) 103 142

Sovitetaan Poi(y;)-jakauma poikien lukuméérille perijéatér- ja ei-perijétér-
avioliitoissa (j = 1,2). Odotusarvojen (u;) estimaatit ovat poikien lukuméérien
keskiarvot fi; = 2.08 ja fio = 3.36 (jakso 9.5). Havaitut sek& Poisson-jakaumasta
estimoidut pistetodennékoisyydet ja odotetut lukuméarat luokille 0-7 saadaan
kaavoista

pe; Y
%, e_ﬁjﬁ ja  ne R &
n il 7!
Y14 n = 50, n;; on havaittu lukuméérd ja ¢ = 0,...,7 ja j = 1,2. Esimerkik-

si perijatdr-aineistossa havaittu ja estimoitu pistetodennékéisyys ja estimoitu
odotettu lukumaéré avioliitoille, joissa on tdsmélleen yksi poika, ovat

8 2.08!
o—2:08 - ~ 12.99274.

= =0.16,

508 2-08
50 1

~ 0.2598548 ja  50e

R laskee estimoidut pistetodennékoisyydet kétevasti kaskyilld dpois(0:7,2.08)
ja dpois(0:7,3.36). Luokan “> 7” estimoitu todennékoéisyys ryhmalle j on

7 ~i
1— § e—ﬁj &
il

=0

(R-kéiskyt 1-ppois(7,2.08) ja 1-ppois(7,3.36)).
Nain lasketut havaitut ja estimoidut pistetodennékoéisyydet sekéd havaitut ja
odotetut lukumaéarat ovat alla:
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havaittu todennédkdisyys estimoitu todenndkdisyys
perijatdr ei-perijatar perijatdr ei-perijatar

0 0.22 0.02 0.124930212 0.03473526
1 0.16 0.10 0.259854841 0.11671047
2 0.22 0.14 0.270249035 0.19607359
3 0.22 0.34 0.187372664 0.21960242
4 0.10 0.20 0.097433785 0.18446603
5 0.06 0.08 0.040532455 0.12396117
6 0.02 0.08 0.014051251 0.06941826
7 0.00 0.04 0.004175229 0.03332076
>7 0.00 0.00 0.001400527 0.02171203

havaittu lukumdéra odotettu lukum&ara

perijdtdr ei-perijatéar perijadtar ei-perijatéar

0 11 1 6.2465106 1.736763
1 8 5 12.9927421 5.835524
2 11 7 13.5124518 9.803679
3 11 17 9.3686332  10.980121
4 5 10 4.8716893 9.223302
5 3 4 2.0266227 6.198059
6 1 4 0.7025625 3.470913
7 0 2 0.2087614 1.666038
>7 0 0 0.07002636  1.085602

Koeponnistetaan y2-testilld nollahypoteesia, ettd poikien lukumédrit nou-
dattavat estimoituja Poisson-jakaumia. Luokkia on yhdeksén, joista vain kol-
messa odotettu lukuméérad on viittd suurempi. Kummassakaan aineistossa y2-
jakauma-approksimaation ehto, ettd 80 % havaituista lukuméérista tulisi olla
viittd suurempia, ei tdyty. Yhdistetadn perijatéir-aineistossa viisi viimeistéa luok-

kaa, jotta ehto tayttyy:

havaittu odotettu estimoitu
lukumééara lukumdara todennékdisyys
0 11 6.2465106 0.124930212
1 8 12.9927421 0.259854841
2 11 13.5124518 0.270249035
3 11 9.3686332 0.187372664
>3 5 7.879662 0.1575932

Luokkia on nyt 5, joista yhdessédkddn odotettu lukuméérd ei ole alle 5. Ja-
kauma-approksimaation ehto toteutuu. Estimoituja parametreja on yksi (fi1).
X 2-testisuure noudattaa siten jakaumaa, jonka kriittisten arvojen alaraja on

x?(3)-jakauman (5 — 1 — 1 = 3) kriittiset arvot.
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X 2-testisuure uudelleenluokitellulle perijatér-aineistolle on

(11 — 6.2465106)2 (5 — 7.879662)2
6.2465106 7.879662

Sen p-arvo on 0.092 (1-pchisq(6.4464,3)). Nollahypoteesia, ettd perijatta-
rien poikien lukuméédrd noudattaa Poi(2.08)-jakaumaa, ei hyldtd. (p-arvo 1-
pchisq(6.4464,4) olisi 0.168, jos nollajakaumana kiytettiisiin y2(4)-jakau-
maa.)

Ei-perijatar aineistossa yhdistetddn 2 ensimméistd ja 3 viimeistd luokkaa,
minké jélkeen luokkia on 6. Téllsin X2 = 5.2816. Sité verrataan x?(4)-jakau-
maan (6 —1 — 1 = 4). Testisuureen p-arvo on 0.260 (1-pchisq(5.2816,4)).
(x2(5)-jakaumasta p-arvoksi 1-pchisq(5.2816,5) saataisiin 0.382.) Nollahy-
poteesi Poi(3.36)-jakaumasta jad voimaan.

Testien mukaan Poisson-jakauma vaikuttaa kelvolliselta kuvaukselta poikien
lukumadrille perijétar- ja ei-perijatar avioliitoissa. Harjoitustehtdvassa pohdi-
taan, voidaanko poikien lukuméaran katsoa noudattavan samaa jakaumaa pe-
rijatar- ja ei-perijatar-avioliitoissa. Jaksossa 12.3.1 osoitetaan Poisson-jakautu-
neisuuden testaamiseen raétaloity testi. [

= 6.4464.

12.2.2 Otosjakaumien yhteensopivuus- ja satunnaismuut-
tujien riippumattomuustesti

Aineistona on [:hin luokkaan jaoteltuja havaintoja J-luokkaisesta satunnais-
muuttujasta Y (I > 2, J > 2):

Y
Y1 Y by
X il nit cee nig n1+
Ty  nmn nrJj nry
¥ ng1 - ngg N

Riviluokkamuuttujaa merkitddn ylla X:11a. Havaintoja on yhteensé n, joka on
kiinted luku.'® Havaittujen lukuméérien n;; taustalla on satunnaismuuttu-
ja N;j;. Tallaista aineistoa kutsutaan ristitaulukoksi (cross table, contingency
table). On hyva hahmottaa kaksi tapaa, joilla aineisto on voinut syntyé.
Aineisto on voitu koostaa I:std riippumattomasta otoksesta multinomija-
kautuneesta satunnaismuuttujasta Y (riippumaton multinomiaalinen otanta).
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Otosten koot n;4 ovat kiinteitd. Taulukon kullakin rivilld Y on jakautunut ta-
valla, joka saattaa vaihdella luokkamuuttujan X arvon mukaan. Merkitdan Y :n
ehdollisia solutodennékoisyyksié 7;;:114. ¥Y:m ehdolliset luokittaiset jakaumat
ovat riveilld alla:

Y
Y1 ey X
X x mp o w1
xr my v w1

Ehdollisten solutodennékéisyyksien estimaatit ovat 7;; = n;;/niy (jakso 9.4).

Vaihtoehtoisesti aineisto on voinut muodostua yhtend multinomiaalisena
otoksena (multinomiaalinen otanta), jossa yhden havainnon todennikéisyys
osua (i, j)-soluun on m;;:

Y
Y1 Yy by
X x> m - Ty Ty
Ty w1 o Trgo T4
hM T41 T+J 1

Tassd molemmat luokkamuuttujat X ja Y ajatellaan satunnaismuuttujiksi.
Kaikki reunalukumééréit n;; ja ny; ovat satunnaisia. Solutodennédkdisyyksien
estimaatit ovat ;; = n;;/n (jakso 9.4).

Tutkijaa kutkuttava hypoteesi voi olla, etté riveittiiset jakaumat ovat ident-
tisia ehdollisten jakaumien taulukossa: mj, = --- = 7. Télloin j. sarakkeen
ehdollisten todenndkoisyyksien estimaatit ja estimoidut odotetut lukumé&arét
ovat A ny; o A it Nt

Tjli0 = o Ja M4 Tj40 = -
Niissd on merkitty alaindeksilld 0 nollahypoteesin pétiessd estimoitua soluto-
dennakoisyytta.

Jos J = 2, X? testaa I'n osuuden yhtdsuuruutta (alempana on numeerinen
esimerkki). Niin ollen X2 on kahden osuuden yhtdsuuruutta testaavan testi-

suureen (12.2) yleistys.
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Multinomijakautuneen yhden otoksen tilanteessa monesti kiinnostava hypo-
teesi on, ettd satunnaismuuttujat X ja Y ovat riippumattomia. Talloin soluto-
dennékdisyys m;; on reunatodenndkéisyyksien ;4 ja my; tulo:

7Tij = 7TZ‘+7T+]'
(kaava (4.10)). Hypoteesin pétiessd estimoitu solutodenndkdisyys ja estimoitu
odotettu solulukumaééré ovat
Ty My TNy T4 My TNy

ﬁi'ozﬁi = = —F ja Tlﬁ'i'o:n =
J +0+7 n n n2 J n2 n

Odotetut estimoidut solutodennékéisyydet ovat n;1n4;/n molemmilla ai-
neiston muodostumistavoilla. Riveittdisten jakaumien samuutta tai satunnais-
muuttujien X ja Y riippumattomuutta voidaan testata samalla y2-testisuureella

XQZZZM"%uriX2((Iil)X(Jil))' (124)

eij

Siin& odotetut solulukumééarat on laskettu kumman vaan edelld kuvatun nolla-
hypoteesin mukaisesti:

€ij = —— = N4 550 = NTij0-

Vapausasteiden lukumééran kaavassa (12.4) voi hahmottaa niin: Riippu-
mattomassa multinomiaalisessa otannassa taulukon jokaisella rivilld on J — 1
vapaata parametria, silld yksi parametreista méadraytyy ehdosta > i1 T =1
Vapaita parametreja on yhteensi I(J — 1), koska rivejd on I. Kukin estimoitava
parametri vie vapausasteen. Nollahypoteesin pétiessid on vain yksi estimoitava
jakauma eli saraketodennédkoisyydet. Niita taytyy estimoida J — 1 — yksi niisté

méadrdytyy ehdosta Z;‘le mjji0 = 1. Vapausasteita on
I(J-1)—-(J-1)=I-1)(J-1).

Multinomiaalisessa otannassa vapaita parametreja on IJ — 1 — viimeinen pa-
S I J .. .
rametri médrdytyy ehdosta Zi:l > j=1Tij = 1. Riippumattomuushypoteesin
pétiessd estimoituja parametreja on I — 1+ J — 1 = I + J — 2, silld reuna-
todenndkoisyydet m;4 ja my; summautuvat molemmat 1:ksi. Vapausasteita on
talloinkin
IJ-1-(I4+J-2)=I-1)(J-1).
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Jakaumalikiarvoistuksen toimivuudelle on peukalosdéntdja, jotka eivét ole
aivan yhtapitavia. Jos I = J = 2, kaikkien odotettujen lukumaérien pitaa olla
suurempia kuin 5 (Agresti 2019, 37). Vastaavalle testille jaksossa 12.1.2 esitet-
tiin ehto, ettd lukumédrien pitdé olla suurempia kuin 5 (Agresti ja Finlay 2009,
190). Muille taulukoille Cochranin (1954) ohje on: Likiarvoistus toimii, vaikka
vksi odotettu lukumé&éra olisi noin 1, jos yli 80 % odotetuista frekvensseista on
ainakin 5 ja vapausasteita on vahintddn 2. Toinen ohje on, ettd kaikkien sarak-
keiden ja rivien odotettujen lukuméarien keskiarvon tulisi olla suurempia kuin
5 ja kaikkien odotettujen lukumé&érien olla vahintdan 1. Kaikkia tilanteita kat-
tavaa ohjetta on vaikea luoda. Agresti (2013, 78) varoittaa, etté likiarvoistus
saattaa olla huono, jos taulukossa on sekd hyvin pienié ettd kohtuullisen suuria
odotettuja lukumaédrid. Kroonenberg ja Verbeek (2018) arvioivat, ettd Cochra-
nin ohje ei ole luotettava 2 x 3 -taulukoille mutta on luotettava, jos vapausasteita
on enemmén kuin 2.

Esimerkki. Ladketeollisuuden tutkimukset. Nature-lehdessa kerrottiin 2013 tilas-
totieteen vadrinkaytoksesta ladketieteellisessé tutkimuksessa, joka johti ladkeyh-
tion toimitusjohtajan tuomioon. Myd6s arkisemmissa medioissa on kyseenalais-
tettu lddketieteellisten tutkimusten luotettavuutta. Alla on Iltalehden 8.9.2014,
Helsingin Sanomien 25.5.2015, Suomen kuvalehden 1.1.2017 ja Helsingin Sano-
mien 31.7.2018 uutisointia.37

Professori vertaa ladketeollisuutta jarjestdytyneeseen rikollisuuteen. Professori
Peter C. Ggtzsche on kohauttanut kirjallaan — — .138 — — Ggtzsche puhui — —
Helsingin yliopistolla — — . — — lddkeyritykset pyrkivit ja useimmiten myos pys-
tyvéat kontrolloimaan ladkkeiden kehitysté ja testausta alusta loppuun. — — Niilla
on valtava intressi manipuloida tuloksia niin, ettd tuotteella voitaisiin osoittaa
olevan positiivista vaikutusta tai peitelld uuden ladkkeen sivuvaikutuksia. Hou-
kutus vilppiin on liian suuri, kun kukaan ulkopuolinen ei pysty tarkistamaan
kokeiden tuloksia ja kun pelissd on helposti miljardien voitot.

— moderneihin sairauksiin tuhlataan aikaa ja rahaa. — — Ladkkeiden vaikutus
lonkkamurtumien ehkéisemisesséd on niin vahéinen, ettei ehkéiseva ladkehoito
ole perusteltua, todetaan British Medical Journalissa — julkaistavassa katsaus-
tutkimuksessa. Sen on tehnyt Helsingin yliopiston professorin Teppo Jarvisen
johtama kansainvédlinen ryhmaé. — — katsaus antaa lddketutkimuksista huolestut-
tavan kuvan. “Yleistrendi oli, ettd mitd enemmén tutkimuksessa oli puutteita,
sitd varmemmin ladkkeelld havaittiin positiivisia vaikutuksia — — . Niitd [mo-
derneja sairauksia] tehddén tarkoitushakuisilla tutkimuksilla”, sanoo Jarvinen.
Potilasryhmié ja aineistoa kéasitellidn niin, ettd tulokset saadaan lddkkeen kan-
nalta positiivisiksi.

Tiedelehti Lancet julkaisi helmikuussa 2011 mullistavan tutkimuksen. Krooninen
vasymysoireyhtyma ndytti helpottavan joko kognitiivisella psykoterapialla tai
asteittain lisdtylla liikunnalla. — — Tekijoiden kytkokset vakuutuslédaketieteeseen
arveluttivat— — tilastotieteen professorien avustuksella tehdyt uudelleenanalyysit
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— — julkaistiin syyskuussa — — . — — tulos poikkesi tdysin Lancetin julkaisemasta
versiosta. [kognitiivisella psykoterapialla] ja — — [asteittain lisdtylld liikunnalla)
parani potilaista endd muutama prosentti.

“Jopa puolet lddketieteen nimissa tehtdvistd toimista on turhia tai niiden hai-
tat ovat suuremmat kuin hyodyt”, sanoo professori Teppo Jarvinen Helsingin
yliopistosta.

Ylen uutinen 11.8.2010 on esimerkin varsinainen aihe:

L&aaketeollisuuden omat tutkimukset péaatyvat positiivisiin tuloksiin selvisti
useammin kuin julkisten tai muiden tahojen rahoittamat. — — nyt vinou-
ma havaittiin my6s ClinicalTrials-tutkimusrekisterissi, joka perustettiin
julkaisuharhan vdhentédmiseksi.

Julkaisuharha syntyy, kun negatiiviset tutkimustulokset pimitetdan ja vain
suotuisat havainnot julkaistaan. — — Annals of Internal Medicine -lehdessa jul-
kaistu 546 ladketutkimuksen selvitys paljasti, ettd 85 prosenttia lddketeollisuu-
den tutkimuksista paétyi tutkitun ladkkeen kannalta positiiviseen tulokseen, kun
niin kdvi noin 50 prosentissa viranomaisten rahoittamista. Jarjestdjen tai muiden
tahojen tutkimuksista 72 prosenttia pdétyi suotuisaan tulokseen, mutta osuus
suureni selvésti, jos yhtend rahoittajana oli lddkeyhti6.

Tutkijat muistuttavat, ettid julkaisuharha on vain yksi monista seikoista, jot-
ka selittdvat rahoittajan ja tulosten yhteyttd. Tuloksia voi muokata itselleen
suotuisaksi muun muassa viilaamalla tutkimusasetelmaa tai valitsemalla sopivia
potilaita tutkittavaksi — — . Lisdksi lddkeyhtiot ovat tarkkoja siitd mitd tutki-
muksia ne rahoittavat, mika osaltaan selittda positiivisten tulosten ma&réa.

Taulukossa alla on osa-aineisto uutisessa viitatusta tutkimuksesta.3? Liiketeol-
lisuuden tutkimukset péddtyivit positiiviseen tulokseen lddkkeen vaikutuksesta
100 x 188/220 = 85.4 %:ssa tutkimuksista. Viranomaisten tutkimuksissa osuus
oli 100 x 18/36 = 50.0 %. Tutkitaan y>-testilld, eroavatko osuudet 0.854 ja 0.5
tilastollisesti merkitsevisti (otosjakaumien yhteensopivuustesti).

Muodostetaan taulukko havaituista (n;;) ja odotetuista (e;;) solulukumé&é-
rista:

tulos
rahoitus + — b
ladketeollisuudelta 188 (177.03125) 32 (42.96875) 220
viranomaisilta 18 (28.96875) 18 (7.03125) 36
% 206 50 256

Odotetut lukuméérat (suluissa) on laskettu kaavalla
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Esimerkiksi eq; = 220 x 206/256 = 177.03125. Testisuure on

2 2 2 2 2
i — €ij 188 — 177.03125) (18 — 7.03125)
X2 — (nij — eij) ~ ( o
; ; €5j 177.03125 tot 7.03125
~  24.744.

Testisuure noudattaa suurissa otoksissa x?((2—1) x (2—1))- eli x?(1)-jakaumaa.
Sen kriittinen arvo merkitsevyystasolla 0.001 on 10.828 (qchisq(0.999,1)).
Testisuureen p-arvo on noin 6.54 x 10~7 (1-pchisq(24.744,1)). Nollahypoteesi
hylatddan merkitsevyystasolla 0.001, silla 24.744 > 10.828. Testi on nopsaan
tehty R-komennoilla alla (correct=F: ei tehdi ns. jatkuvuuskorjausta):

taulukko <- matrix(c(188,18,32,18) ,nrow=2)
chisq.test (taulukko,correct=F)
chisq.test (taulukko)$expected

Kolmas rivi tuottaa ylle kirjatut odotetut lukumaéarat.
Ero on tilastollisesti merkitseva. Ladketeollisuuden tutkimukset paatyvét po-
sitiiviseen tulokseen useammin kuin viranomaisten rahoittamat tutkimukset. [

Voidaan osoittaa, ettd 2 x 2 -taulukon tilanteessa X2-testisuure on sama, kuin
testisuure (12.2) nelidityné:

2 (ﬁl_ﬁ2)2 2
B RIYE SN S
T T T .

Molemmat noudattavat x?(1)-jakaumaa suurissa otoksissa. X 2-testisuureella on
voimaa, poikkeavat osuudet suuntaan tai toiseen toisistaan. Jos poikkeama vain
toiseen suuntaan on mielekés, testi kannattaa tehdé yksisuuntaisena testisuu-
reella z.

Esimerkki. Ladketeollisuuden tutkimukset (jatkoa). Lédketeollisuuden rahoitta-
missa tutkimuksissa ei ole syyta epéilld, etta ladkkeet osoittautuisivat keskimaa-
raistd harvemmin toimiviksi. Testi on perusteltua tehdé yksisuuntaisena.
Mielletdén aineisto keratyksi erikseen lddketeollisuuden tutkimuksista ja vi-
ranomaisten tekemisté tutkimuksista (riippumaton multinomiaalinen otanta eli
analyysi ehdollistetaan rivilukuméaarille). Verrataan siis ehdollisia jakaumia:
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tulos
rahoitus + — %
ladketeollisuudelta  0.8545455 0.1454545 1
viranomaisilta 0.5 0.5 1
% 0.8046875 0.1953125 1

Nollahypoteesin mukainen positiivisen tutkimustuloksen tuottaneiden tutki-
musten osuus on

N1 + nafry 188 + 18

= e = 590136 0.8046875.
Testisuure on
L T — 7%12 _ - 0.8545455 — 0.5
. . 1 1
\/77(1 - 77)(71—1 + 772) \/0.8046875 x 0.1953125 x (% + %)
~ 4.974345.

Testisuure noudattaa standardinormaalijakaumaa suurilla havaintomaééarilla.
Kriittinen arvo yksisuuntaisessa testauksessa merkitsevyystasolla 0.01 on 2.326
(qnorm(0.99)). Havaittu testisuure on kriittistd arvoa suurempi, joten nollahy-
poteesi hylatdan merkitsevyystasolla 0.01. Testisuureen p-arvo on puolittunut
noin 3.27 x 10~ ":ksi (1-pnorm(4.974345)). Liiiketeollisuus saa lifikkeen toimi-
vuudesta positiivisen tuloksen useammin kuin viranomaiset.

Tarkistus: 22 = 4.974345% ~ 24.744 = X?2. Téssé lasketun testisuureen nelio
on edellisessé esimerkisséi laskettu X2-testisuure. O

Joskus ei ole selvédd, onko otos muodostunut riippumattomalla multinomiaalisel-
la vai multinomiaalisella otannalla. Ero ei ole valttamétta tarked. Testisuureen
arvo (kaava (12.4)) ja sen nollajakauma eivit riipu siitd, kumpi otantamenetel-
mé on ollut, ja testin johtop&étos esimerkiksi nollahypoteesin voimaan jaédmises-
td voi talloin olla mielekds yhtélailla tulkittuna jakaumien yhteensopivuutena
tai satunnaismuuttujien riippumattomuutena.

Jos 2 x 2 -taulukko koostuu kaltaisista pareista (jaksot 10.2.3 ja 12.1.3), otos
on multinomiaalinen ja y2-testi on tulkittavissa vain riippumattomuustestina.
Silti kaltaisista pareista lasketusta y2-testisuureesta tehdéin toisinaan virheelli-
sesti padtelmid osuuksista eli jakaumien yhteensopivuudesta (harjoitustehtiva).

Mikali jakaumalikiarvoistuksen pétevyyden ohje ei toteudu, voidaan voidaan laskea hyper-
geometrista jakaumaa eksaktisti noudattava Fisherin testisuure ja sen keski-p-arvo (2 x 2
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-taulukko) tai tdimén Fisherin eksaktin testin yleistédva testi. (Agresti 2007, 2013, 2019.) 2 x 2
-taulukon tilanteeseen E. S. Pearson (1947) ja Campbell (2007) suosittelevat testisuureen ker-
tomista (n — 1)/n:ll4.

Jos nollahypoteesi on diskreetti tasainen jakauma, niin y2-testii saatetaan voidaan kiyt-
téd, vaikka otanta olisi tehty palauttamatta (jakso 7.1.5). Testisuuretta korjataan talldin so-
pivalla kertoimella. (McCullagh ja Nelder, 1989, 191-192, Joe 1993.)

12.3 Jakaumatesteja

Luokittelemalla aineisto, laskemalla odotetut lukumaéaarat kussakin luokassa ja
vertaamalla niiden eroa havaittuihin lukuméériin voidaan y2-testin avulla tut-
kia, onko aineisto sopusoinnussa tietyn jakauman kanssa. Voimakkaampi testi
hyodyntaé yleensa tietoa, miké on tutkittava jakauma. Tieto jakaumasta voi
olla itsessddn mielenkiintoinen, tai siitd voi olla kdytdnnon hyotya esimerkik-
si epatavallisten havaintojen seulonnassa. Jakaumatesti saatetaan tehdd myos
koettelemaan jakaumaoletusta, johon muu tilastollinen analyysi perustuu. Koet-
teleminen ei ole aina tarpeen, silld muu tilastollinen analyysi voi olla kelvollista,
vaikka jakaumaoletus ei tdsmélleen pétisi. Jaksossa esitetddn testit Poisson- ja
normaalijakautuneisuuden tutkimiseen. Jakaumatestien nollahypoteesi on, etté
satunnaismuuttuja noudattaa testattavaa jakaumaa.

12.3.1 Testi Poisson-jakautuneisuudelle

Jos Poisson-jakauma Poi(u) kuvaa aineistoa, tulisi hajontaindeksin (index of dis-
persion) s?/ji olla karkeasti 1. Voidaan osoittaa, etti suurilla havaintomiérilla
patee
2
=D 2. (12.5)
i
Intuitiota kaavalle saa normaalijakauman varianssin estimaattorin jakaumasta
(9.3). Kaavojen (9.3) ja (12.5) osoittajissa on varianssin estimaattori. Poisson-
jakauma muistuttaa suurilla havaintoméérilld normaalijakaumaa (jakso 7.4.5),
joten osoittajissa oleellisesti estimoidaan normaalijakautuneen satunnaismuut-
tujan varianssia. Poisson-satunnaismuuttujan varianssi on y (kaava (7.10)), eli
kaavojen (9.3) ja (12.5) nimittéjissd on tarkentuva estimaattori normaalijakau-
tuneen satunnaismuuttujan varianssille (jaksot 9.5 ja 9.6).
Likiarvoistus (12.5) on hyvé, jos fi > 5 ja vield monesti kiyttokelpoinen, jos
Q> 2jan > 15 (Armitage ym. 2002, 235). Testisuureen (n—1)s?/fi suuret arvot
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johtavat nollahypoteesin Poisson-jakautuneisuudesta hylkdamiseen. Testisuure
on helppo laskea ja testi kiteva tehda.

Pienilld havaintom&érilla voidaan soveltaa Fisherin (1950) kehittdméaa testid. Poisson-jakau-
tuneisuuden testaamisesta yleispatevilld x2-testilli on esimerkkeji jaksossa 12.2.1 ja Krish-
namoorthyn (2016, 92-94) kirjassa. Ylipdansi on suositeltavampaa soveltaa tiettyyn tarkoi-
tukseen raitaloitya testid, jos sellainen on kiytettivissa.

12.3.2 Testi normaalijakautuneisuudelle

Normaalijakautuneisuuden testaamiseksi on lukuisia testeja. Jakson 12.2 ja-
koavaimenluonteinen y2-testi olisi mahdollinen muttei ylipaansa hyvi. Thoden
(2002, 153) mukaan sen kdyttod tulisi valttdd normaalisuuden testauksessa. Be-
ran ym:iden (2016) simulointikokeissa se hévisi voimakkuudessa monille nor-
maalisuustesteille. Ylipddnsa kannattaa kdyttda nimenomaista tarkoitusta var-
ten laadittua testid, jos sellainen on olemassa. Jaksossa opitaan yksi eniten kéy-
tetyistd normaalisuustesteistd. Tieto normaalisuudesta voi olla erittdin hyodyl-
linen.

Esimerkki. Seulonta. Erityisryhmid seulotaan huippulahjakkaiden valmennus-
ryhmaén, tukiopetukseen, seurantariskiryhmééan, jatkotutkimuksiin mahdolli-
sesta sairaudesta jne. Tieto jakaumasta ja sopivasta seulontarajasta tarvitaan,
jotta voidaan ohjata seuloa oikeat ihmiset, ennustaa seulottujen lukuméaraa ja
arvioida ennusteen luotettavuutta. Ennuste tarvitaan tarjottavan palvelun laa-
dun takaamiseksi ja kustannusten kontrolloimiseksi. Normaalijakauma on mo-
nesti luonteva lahtékohta seulonnalle. [J

Jarjestetddn aineisto x1,...,r, suuruusjarjestykseen x(y),..., o). Téssd x(;
on aineiston suuruusjarjestyksessd 7. havainto (i = 1,...,n). Merkitddn o(;:114
z(;:n odotusarvoa nollahypoteesin normaalijakautuneisuudesta patiessi. Sha-
piro-Wilk-testisuure (SW) on likimain x(;):n ja o(;):n otoskorrelaation nelié:

W =~ 2 .
s Paiy00)

Mité suurempi korrelaation nelié on, sitd paremmin aineisto istuu normaali-
jakaumaan. Pienet korrelaation nelion arvot johtavat nollahypoteesin hylk&a-
miseen. R-komento shapiro.test(x) laskee testisuureen ja sen likimé&ardisen
p-arvon (aineisto on luettu muuttujaan x).
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Esimerkki."° Kuvassa 12.1 on histogrammit 1244 suomalaisen omasta arviosta
viehéttédvyydestdan ja ulkopuolisen arviosta siitd asteikolla 0—100 (100 on vie-
héttdvin mahdollinen) sekd arvioiden erotus. Ulkopuoliset vaikuttavat arvioivan
koehenkilot viehdttdvammaksi kuin he itse: Oma arvio on keskiméérin 53.7, ul-
kopuolisen 58.7 ja arvioiden erotuksen keskiarvo on —5.0.

1
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1

0 50 100 150 200 250 300 350

L
0
L

r T T T T 1 r T T T T 1 r T T T 1
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100 -100 -50 0 50 100

oma ulkopuolinen erotus

Kuva 12.1: Koehenkilbiden arvio viehéttdvyydestdédn, ulkopuolisen arvio ja ar-
vioiden erotus.

SW-testisuureiden arvot ovat 0.96724, 0.97438 ja 0.90572 vastaten noin korrelaa-
tioita v/0.96724 ~ 0.983, /0.97438 ~ 0.987 ja +/0.90572 ~ 0.952. Korrelaatiot
ovat melkoisia, mutta suurten otoskokojen takia testilld on voimaa ja testisuu-
reiden p-arvojen 13-15 ensimméistd desimaalia ovat nollia. Nollahypoteesi nor-
maalijakaumasta tulee kirkkaasti hylatyksi kunkin muuttujan kohdalla. Tulos
on odotettu varsinkin kahdelle ensin mainitulle muuttujalle, koska millek&&n
valille rajoitetut satunnaismuuttujat eivit voi olla normaalijakautuneita. [

Normaalisuustestejé kaytetdan joskus esitesteind ennen varsinaista normaali-
suuden olettavaa testid. Téllaiset menettelyt eivét ole valttaméatté toimivia. Nor-
maalisuustesti ei aina hylkdd normaalisuusnollahypoteesia, vaikka poikkeama
normaalisuudesta riittéisi vadristdméan seuraavaksi sovellettavaa testia (Wilcox
2012, 319).

Tieto tai testi havaintojen normaalijakautuneisuudesta ei ole aina tarpeen.
Keskeisen raja-arvolauseen (jakso 7.3) perusteella suurilla havaintomé&érilla mo-
nen testisuureen voi olettaa noudattavan normaalijakaumaa, vaikka havainnot
eivit noudattaisi.
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12.4 Odotusarvon ja odotusarvojen erotuk-
sen testaus satunnaismuuttujien ollessa
normaalijakautuneita

Jakson testit seuraavat suoraviivaisesti luottamusvéleisté jaksossa 10.4. Samaan
tapaan kuin sielld tdssd jaksossa edetdén yksinkertaisimmasta ja empiirises-
ti eparelevanteimmasta tilanteesta monimutkaisimpaan ja empiirisesti relevan-
teimpaan tilanteeseen. Kiireisimmét tutustuvat vain kolmeen jaksoon 12.4.2,
12.4.6 ja 12.4.7.

Alla kuvataan kaksisuuntaiset testit merkitsevyystasolla «. Yksisuuntaiset
testit voidaan muodostaa vastaavalla tavalla kuin aiemmissa yhteyksissd. Yk-
sinkertaisuuden vuoksi varianssien vertailutesti kuvataan alla yksisuuntaisena
(jakso 12.5.2). Jaksossa havainnot on saatu yksinkertaisella satunnaisotannalla.
Kahta ryhméé vertailtaessa havainnot ovat lisédksi riippumattomia toisen ryh-
méan havainnoista paitsi jaksossa 12.4.7.

12.4.1 Testi normaalijakauman odotusarvolle, jos varians-
si tunnetaan

Jos X; ~ N(u,0?), 02 tunnetaan ja nollahypoteesin mukaan p = g, niin

B — ko
~N(0, 1 12.6
R N (12.6)
ja
A — o
P(Za/2< e \/ﬁ <Zla/2) =1-oa.
Y& o= Y7 Xi/n ja z4/2 = —21_q/2 on standardinormaalijakauman o/2.
kvantiili (esim. zg.025 = —2z0.975 = —1.960). Nollahypoteesi hyldtédén, jos testi-

suure (12.6) osuu hylkdysalueelle eli | (i — po)/(0/v/n) |> 21—a/2-

Esimerkki. R:n rnorm-késkyn luotettavuus. R:114 voi tuottaa ndennéisesti satun-
naisia lukuja standardinormaalijakaumasta rnorm-késkylla. Luvut ovat néen-
néisesti satunnaisia, koska antamalla sama siemenluku (seed), R tuottaa ai-
na samat luvut. Alla oleva koodi tuottaa 100000 ndennéisesti satunnaista lu-
kua normaalijakaumasta. Testataan, imitoiko rnorm-késky hyvin normaalija-
kaumaa, jonka odotusarvo on up = 1 (nollahypoteesi). Koodi alla asettaa lisik-
si normaalijakauman keskihajonnaksi 1, tuottaa néennéiset satunnaisluvut ja
laskee niiden keskiarvoksi 0.9968141:
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set.seed(21042016) # luku suluissa on mielivaltainen siemenluku
x <- rnorm(n=100000,mean=1,sd=1)
mean (x)

Testisuureen arvo on

fi—po  0.9968141 — 1
o/v/n 1/+/100000

Se on N(0,1)-jakauman 0.1568518. kvantiili (pnorm(-1.007481)). Kaksisuun-
taisessa testauksessa p-arvo on noin 0.314. Ei ole syytéd hyldtd nollahypoteesia,
ettd rnorm-komennolla tuotetut luvut matkivat satunnaismuuttujaa, jonka odo-
tusarvo on 1. O

= —1.007481.

12.4.2 Testi normaalijakauman odotusarvolle, jos varians-
sia ei tunneta

Jos varianssia 02 ei tunneta, kaavaa (12.6) vastaava testisuure on

A — o

STy
(s2 =31 (X; — p)?/(n—1)). Pétee

~tn—1)

P <ta/2(n - 1) < i;\//%() < tl_a/g(n— 1)) =1-a.

Téssd to)2(n—1) jati_q/2(n—1) ovat t(n—1)-jakauman /2. ja (1—a/2). kvan-
tiilit. Nollahypoteesi Ho: 1t = o hyldtéén, jos | (f1—po)/(s/v/n [> ti—aj2(n—1).
Testia kutsutaan Studentin t-testiksi. William Gosset julkaisi sen 1908 nimimer-
killa Student.

Esimerkkejé testisuureen kaytostéa on jaksoissa 11.2 ja 12.4.7. Testin voi teh-
da t.test(x,mu=1) tapaisen komennon avulla, kun aineisto x on ensin luettu
R:ddn (uo asetetaan mu-ohjeella).

12.4.3 Testi normaalijakaumien odotusarvojen erotuksel-
le, jos varianssit yhtasuuria ja tunnetaan
Oletetaan, ettd Xi; ~ N(u1,0?), Xoj ~ N(ug,0?) ja ettd niiden yhteinen va-

rianssi 02 on tiedossa. Nollahypoteesi on Hy: 11 — pia = (1 — pi2)o, jossa alain-
deksilla on merkitty nollahypoteesin mukaista arvoa odotusarvojen erotukselle
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(tyypillisesti 0). Koska

p (Za/2 < fa — fiz — (p1 — p2)o < Zla/2> —1—a,

ov/1/n1 + 1/n9

niin nollahypoteesi hylataan, jos | [i1 — fiz — (u1 — p2)ol/(6/1/n1 + 1/n2) |>
Z1—a/2-

12.4.4 Testi normaalijakaumien odotusarvojen erotuksel-
le, jos varianssit erisuuria ja tunnetaan

Olkoot satunnaismuuttujien X1; ~ N(u1,07) ja Xoj ~ N(ug,03) varianssit
erisuuria ja tiedossa. Yhtélosta

P (Za/2 < ‘ul _#2 _ (ul _MQ)O < Zla/2> = 1 —

Vo2 /ny + 03 /ns

seuraa, ettd Ho: 1 — po = (u1 — pe)o hyldtddn, jos | [f1 — fia — (1 — p2)o]/

(Voi/m +a3/n2) [> 21 a2

12.4.5 Testi normaalijakaumien odotusarvojen erotuksel-
le, jos varianssit yhtasuuria ja tuntemattomia

Jos tiedetdidn, ettd satunnaismuuttujien Xi; ~ N(u1,0?) ja Xo; ~ N(pz2,0?)
varianssit ovat yhtédsuuria, niin varianssi estimoidaan kaavalla

&2 Doty (Xuy — ) + 3072 (Xoj — fi2)?
ny+ ng — 2 ’

Jos testisuureen

fn — fiz — (g1 — p2)o
sv/1/n1 +1/ng

itseisarvoksi tulee t_q /2(n1 +n2 —2):td suurempi arvo, Ho: g1 —p2 = (p1 — pi2)o
hylatdan. R-komento t.test(x1,x2,var.equal=TRUE) tekee testin laskutoimi-
tukset (x1:n ja x2:n sisdltdessd otosten havainnot).

Testid tulee kayttad vain, jos on selked peruste, ettd varianssit ovat yhté-
suuria. Ei ole harvinaista, ettd ensin testataan, ovatko varianssit yhtasuuria

~ t(n1 + ng — 2) (12.7)
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(jakso 12.5.2), ja jos nollahypoteesi varianssien yhtdsuuruudesta jid voimaan,
jatketaan testaamaan odotusarvojen yhtdsuuruutta téssa esitetylla tavalla. Tal-
lainen menettely voi johtaa aivan vadrddn testin merkitsevyystasoon (Wilcox
2012, 319, Rasch ja Schott 2018, xiii, 127, Rasch, Verdooren ja Pilz 2020, 67).

12.4.6 Testi normaalijakaumien odotusarvojen erotuksel-
le, jos varianssit erisuuria ja tuntemattomia

Jos X1; ~ N(u1,0%) ja Xa; ~ N(p2,02) ja varianssit ovat (mahdollisesti) eri-
suuria ja tuntemattomia, testisuureen

ﬂl - ﬂz - (,ul - Mz)o

V82 /n1+ s3/no

jakauma riippuu suhteesta o} /o3 seki otoskoista nq ja ng (s? = Z;L:l(XZ —
fi)?/(n; —1), i = 1,2). Jakauma on approksimatiivisesti t-jakauma v vapausas-
teella, jossa vapausasteet v maaritelldén kaavalla (10.10). Testin merkitsevyysta-
so on osapuilleen 1 — . Testid kutsutaan téssa Smithin- Welchin—Satterthwaiten
testiksi. Kirjallisuudessa nimitys vaihtelee (esim. Gorroochurn 2016, 480). Jos
molemmissa otoksissa havaintoja on enemmaén kuin 30, nollajakaumana voidaan

kéyttdd standardinormaalijakaumaa (Ramachandran ja Tsokos 2020, 280).

Esimerkki. Kinnykkiin puhuminen ja reaktioaika.'*! Koehenkildt (n; = ny =
32) ajoivat autosimulaattoria. Simulaattorissa véildhti sattumanvaraisesti pu-
nainen tai vihred valo. Koehenkiloiden tuli painaa jarrupoljinta heti néhty-
d44n punaisen valon. Ensimmaisessa kokeessa koehenkilot puhuivat puhelimessa
ajaessaan. Toisessa kokeessa he kuuntelivat radio-ohjelmaa tai &énikirjaa kun
ajoivat. Kokeissa kirjattiin koehenkildiden reaktioajat punaisen valon valdh-
dykseen millisekunneissa. Keskiméériinen reaktioaika ensimméiisessi kokeessa
585.1875 oli pidempi kuin toisessa kokeessa 534.5625. Vastaavat otosvarianssit
olivat 8036.415 ja 4415.286. Testattava nollahypoteesi on Hg: p1 — pe = 0, ja
testisuure on

i1 — flo 585.1875 — 534.5625

. = = 2.566408.
V83 /ny +s3/ne /8036.415/32 + 4415.286/32
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Nollajakauma on t-jakauma vapausasteilla

2
st | 83
—_— + =
ny n2

(8036.415 N 4415.286)2

. . 32 32
v = Int 5 5| = int 3 5
s% s% 8036.415 4415.286
ny + n9y 32 + 32
L ng—1 no — 1 | L 32—-1 32—-1 ]

int[57.16537] = 57.

Testisuureen p-arvo 0.013 saadaan t(57)-jakaumasta (2% (1-pt(2.566408,
57))). Peukalosiénnon edelld mukaan nollajakaumana voi kiyttad standardi-
normaalijakaumaa, jos otosten koot ovat yli 30. S4anto téyttyy esimerkissé.
Standardinormaalijakaumasta laskettu p-arvo 0.010 on varsin sama kuin juuri
laskettu. p-arvot ovat evidenssia nollahypoteesia vastaan. Kadnnykkaan puhumi-
nen vaikuttaa pidentdvan reaktioaikaa radion kuuntelua enemmén.

Huom! Otosten koehenkil6t olivat samoja, eli otokset eivit olleet riippu-
mattomia eiké kéytetty testi sopiva. Laskut edelld vain havainnollistavat testin
kayttod. Jaksoissa 12.4.7 ja 15.1.1 sovelletaan téllaiseen testausasetelmaan sopi-
vaa testid esimerkin aineistoon. Vertailu testiasetelman téssi ja jaksossa 12.4.7
valilld tuo jalkimmaéisen etua esille. [

FEsimerkki. Poikien ja tyttdjen suorituserot. Lapsiasiavaltuutetun vuosikirjasta
2014:142

Valtaosa suomalaislapsista selviytyy PISA-lukutaitotestistd hyvin, mutta viime
vuosina aiempaa suurempi osa 15-vuotiaista on saanut testistd heikkoa lukutai-
toa ilmentdvédn pistemaédrdn. Etenkin pojista yhad suurempi osa suoriutuu tes-
tistd heikosti. Vuonna 2012 pojista 18 prosenttia oli luokiteltavissa heikkoihin
lukijoihin. Tyto6isté heikosti luki viisi prosenttia. Vuosituhannen vaihteessa vas-
taavat prosenttiosuudet olivat pojilla yksitoista ja tytoilla kolme. — — Suomessa
sukupuolten vilinen ero on OECD-maiden suurin. Lukutaidon eriarvoisuus nayt-
tad lisdantyneen, silla lukutaitotestipistemééran aiemmin alhainen keskihajonta
vastaa Suomessa nyt OECD-maiden keskiarvoa.

PISA-tutkimuksessa verrataan 15-vuotiaiden koulutaitoja OECD-maissa. Tau-
lukossa on suomalaisten poikien (n; = 2954) ja tyttéjen (ny = 2856) ma-
tematiikan ja lukemisen koepisteméérien keskiarvot ja -hajonnat vuoden 2012
tutkimuksessa.'#? Oletetaan, ettd pistemédrit ovat normaalijakautuneita.
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keskiarvo keskihajonta
aine/sukupuoli  poika tyttd  poika  tyttd
matematiikka ~ 541.79  539.21  80.00 73.02
lukeminen 508.39 563.48 83.96 72.45

Testataan merkitsevyystasolla 0.005 (kaksisuuntainen testi) nollahypotee-
seja, ettd matematiikan ja lukemisen kokeiden pistemédrien odotusarvot ovat
pojilla ja tyt6illd samat (kummankin aineen kohdalla nollahypoteesi on Hy:
p1 — p2 = 0).

Matematiikan pisteméarille testisuure on

fa — 541.79 — 539.21

iz B2 - _ ~ 1.284636.
T e

n o

Otoskoot ovat niin suuria, ettd nollajakaumana voidaan kéyttdd standardi-
normaalijakaumaa. Kaksisuuntaisessa testissd merkitsevyystasolla 0.005 kriitti-
set arvot standardinormaalijakaumasta ovat —2.807 (qnorm(0.0025)) ja 2.807.
Koska —2.807 < 1.285 < 2.807, niin nollahypoteesia ei hyldta. Testisuureen
p-arvo on noin 0.199 (2*(1-pnorm(1.284636))). Matematiikan kokeen piste-
madrdn ero on pieni aineistossa eika ole tilastollisesti merkitsevd. Nollahypo-
teesia samoista odotusarvoista ei hylata. Tama on esimerkki kuvan 11.4 taysin
kielteisestd tuloksesta (jakson 11.3 perusteella vastaava luottamusvili peittdd
nollan).

Lukemispistemaériin sovellettuna testisuure saa arvon —26.804:

i1 — [ 39 — 563.4
fn—fp 50839 — 56348 o6 cou.

2 2
st 83 \/ 83.96" | 72457
. 2054 ' 2856

Sen p-arvo on 3x 107158 (2%pnorm(-26.804) ). Lukemiskokeen pisteméérin odo-
tusarvo on pojilla pienempi kuin tyto6illa. Ero on suuri seké poikien ja tyttojen
osaamisen kannalta ettéd tilastollisesti. Tadmé& on esimerkki kuvan 11.4 selkedsti
tarkedstéd tuloksesta. [

R-komento t.test(x1,x2, var.equal=FALSE) suorittaa testin laskutoimituk-
set.
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12.4.7 Testi normaalijakaumien odotusarvojen erotuksel-
le, jos havainnot parittaisia

Edellisissé jaksoissa verrattiin kahden ryhméan odotusarvoja. Kummassakin —
toisistaan riippumattomasti kerédtyssé — otoksessa oli satunnaisvaihtelua. Se
johtui osin siitéd, millaisia havaintoja otoksiin oli tullut. Suurissa ryhmissé sat-
tuman vaikutus hévida ja havainnon poikkeuksellisuus kumoutuu toisen poik-
keuksellisuudella toiseen suuntaan. Pienilld havaintomaérilla niin ei valttaméatta
kay.

Jos aineisto voidaan muodostaa kaltaistetuista pareista (jakso 10.2.2), sattu-
man vaikutusta voidaan yleensé pienentdd ja testin voimaa kasvattaa. Edelleen
oletetaan havaintojen normaalisuus molemmissa tutkittavissa populaatioissa:
X1; ~ N(u1,0%) ja Xa; ~ N(pz2,03), i = 1,...,n. Kukin j. havainto ryhmis-
sd 1 ja 2 kytkeytyvat toisiinsa, niin, ettd niitd on luontevaa ajatella pareina
(X1j,X2;). Odotusarvojen vertailutesti muodostetaan erotuksille

D; = X1, — X

Nollahypoteesin pétiessd erotusten odotusarvo on ppoy — tyypillisesti 0. Tes-
taustilanne on jaksossa 12.4.2 kuvatunlainen mutta pitden tutkittavina satun-
naismuuttujina D;:ta. Testisuure on

D — KDo
SD/\/H

jossa ip = >7_) Dj/njash =37 (Dj—ip)?/(n—1). Testid kutsutaan parit-
taiseksi t-testiksi. Testin voi tehda R-komennon t.test(x1,x2, paired=TRUE)
avulla.

Havaintojen X1 ja Xy, ollessa riippumattomia erotuksen X;; —Xo; varianssi

on V(X;) 4+ V(X3). Voidaan osoittaa, ettd muulloin erotuksen varianssi on

V(X1) + V(X2) = 2C(X1, Xa), (12.9)

~t(n —1), (12.8)

jossa C(X1, X3) on Xp:n ja Xo:m kovarianssi eli korrelaatio kerrottuna muuttu-
jien keskihajonnoilla (jakso 6.3). Kaltaistetuille pareille havaintojen korrelaatio
on yleensa positiivinen. Téll6in erotuksen D;:n varianssi on pienempi kuin riip-
pumattomien havaintojen tilanteessa. Pienempi varianssi johtuu havaintoja si-
tovien yhteisten tekijéiden kumoutumisesta erotuksessa. Intuitiivisesti pienem-
mén varianssin tulisi johtaa voimakkaampaan testiin.

Kaksisuuntainen testi voi olla toimiva, vaikka normaalijakaumaoletus ei pé-
tisi. Testi toimii kelvollisesti, jos aineisto ei ole pieni, sen jakauma ei ole hyvin
vino eiki todella erikoisia oudokkeja ole. (Agresti ja Finlay 2009, 196.)
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Parittaista t-testid voi kdyttad, vaikka otokset olisivat riippumattomia, jos niissé on yhta pal-
jon havaintoja. Nollahypoteesin odotusarvojen yhtédsuuruudesta péatiessd erotuksen odotusar-
vo olisi 0 ja testi tulokseen (12.8) perustuen mahdollinen. Jarkevimpéaé on kayttdd otosten
rilppumattomuuden olettavaa testisuuretta (12.7) (tai versiota, joka sallii erisuuret varianssit
populaatioissa). Se noudattaa nollahypoteesin pétiessi t(n + n — 2)-jakaumaa. Sen vapausas-
teet ovat kaksinkertaiset parittaisten erojen t-testisuureen jakaumaan t(n—1) verrattuna. Pie-
nemmét vapausasteet tarkoittavat, etté testisuureen varianssi on suurempi, joten parittaisten
erojen t-testi on ilmeisesti heikompi.

Jos otokset on mahdollista tuottaa omalla koejarjestelylld, riittaisiké parien komponent-
tien pienikin positiivinen korrelaatio motivoimaan parittaisen koejarjestelyn ja parittaisen
t-testin kayton? Jos parien havaintojen korrelaatio olisi hyvin pieni, oltaisiin ldhelld edella
kuvattua tilannetta, jossa parittainen ¢-testi on heikompi. Parittaiseen koejérjestelyyn ei il-
meisesti kannattaisi ldhted. Karkea sddnto on, ettd parittainen ¢-testi on voimakkaampi, jos
parien havaintojen korrelaatio on suurempi kuin 0.25 (Wilcox 2012, 402). Talléin kannattaisi
koejérjestely muotoilla kaltaistetuiksi pareiksi.

Parittainen t¢-testi voi olla heikompi kuin vastaava riippumattomuuden olettava testi. Niin
kéy, jos havaintojen korrelaatio on negatiivinen, jolloin erotuksen X1; — X2; varianssi on suu-
rempi kuin riippumattomassa tilanteessa (kaava (12.9)). Téallaiseen koejirjestelyyn ei kannata
ryhtyéa. Jos jo olemassa oleva aineisto tiedetddn tdméantapaiseksi, taytyy parittaista t-testia
kéayttaa, koska riippumattomat otokset olettava testi ei ole kdyttokelpoinen.

Joskus osa havainnoista on parittaisia ja osa ei (esim. koehenkil6itad on osallistunut vain
ensimmaéiseen tai toiseen mittaukseen). Odotusarvojen eroa voidaan télldin testata yhdis-
tdmalla informaatio parittaisesta osa-aineistosta ja lopuista havainnoista. (Esim. Derrick ja
White 2022, Grabchak 2023, Guo ja Yuan 2017, Samawi ja Vogel 2014, Uddin ja Hasan 2020.)

Esimerkki. Ladkkeen teho. Uuden léddkkeen tehoa voitaisiin tutkia muodostamal-
la arpomalla kaksi ryhméé, joista toinen saisi uutta ja toinen vanhaa ladketta.
Ladkkeelld voitaisiin esimerkiksi pyrkié pienentdméén verenpainetautia sairas-
tavien verenpainetta. Tutkimusjakson jalkeen mitattaisiin ryhmisté, kuinka hy-
vin lddke on toiminut. Keskiarvojen vertailutestilld (jakso 12.4.6) péételtéisiin,
onko ladkkeiden tehossa eroa.

Voimakkaampaan testiin padstéaisiin, jos lddkkeen tehoa verrattaisiin samo-
jen ihmisten vililld. Koehenkil6t kéyttaisivit ensin vanhaa ladketta ja sen jal-
keen uutta ladketta. Mikali uuden ladkkeen kéiyton jélkeen verenpaine olisi keski-
madrin laskenut, se viittaisi uuden ladkkeen olevan vanhaa tehokkaampi. Téllai-
sen testin pitdisi olla voimakkaampi kuin edelld kuvatun, koska verenpaineiden
koehenkil6kohtaisessa vertailussa eliminoituu monia sekoittavia tekijoita ensim-
maéiseen tutkimusasetelmaan verrattuna. Jos koehenkilé syé paljon verenpai-
netta nostavaa suolaa, testin tulokseen vaikuttaa, kumpaan koeryhmédn hén
padtyy ensimmaéisessi tutkimusjirjestelysséd (runsas suolan kdyttoé kenties ku-
moaa lddkkeen vaikutuksen), mikéd kasvattaa tutkittavan erotuksen varianssia.
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Toisessa tutkimusjarjestelyssé ero ladkkeiden toimivuuden valilld selviaé, vaikka
koehenkilo olisi erityisen suolaisen ruoan ystava. [

Esimerkki. Kaksoskokeet. Jos identtisille kaksosille tehdéén erilaiset kokeet, tu-
losten ero johtuu muista kuin geneettisista tekijoista. Sattumanvaraisten geneet-
tisten tekijoiden vaikutus on eliminoitu. [J

Esimerkki. Kénnykk&dn puhuminen ja reaktioaika (jatkoa). Koehenkilot olivat
samoja jakson 12.4.6 esimerkin molemmissa kokeissa. Aineisto tulisi analysoida
parittaisena. Reaktioajat ja reaktioaikojen erotus kullakin koehenkil6lla on tau-
lukoitu alla. Koehenkilé 28:n reaktioajat ovat olleet ylivoimaisesti hitaimmat.
Reaktioaikojen erotus on hénelld silti vasta kolmanneksi suurin. Parittainen
vertailu on palauttanut koehenkilén tulokset samaan suuruusluokkaan muiden
kanssa.

koehenk. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
kénny 636 623 615 672 601 600 542 554 543 520 609 559
radio 604 556 540 522 459 544 513 470 556 531 599 537
erotus 32 67 75 150 142 56 29 84 -13 -11 10 22

koehenk. 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

kénny 595 565 573 554 626 501 574 468 578 560 525 647
radio 619 536 554 467 525 508 529 470 512 487 515 499
erotus -24 29 19 87 101 -7 45 -2 66 73 10 148

koehenk. 25 26 27 28 29 30 31 32

kéanny 456 688 679 960 558 482 527 536
radio 448 558 589 814 519 462 521 543
erotus 8 130 90 146 39 20 6 -7

R-koodi alla laskee erotuksen keskiarvon 50.625 ja otoskeskihajonnan 52.48579:

x1 <- c(636,623,615,672,601,600,542,554,543,520,609,559,595,565,573,554,
626,501,574,468,578,560,525,647,456,688,679,960,558,482,527,536)

x2 <- c(604,556,540,522,459,544,513,470,556,531,599,537,619,536,554, 467,
525,508,529,470,512,487,515,499,448,558,589,814,519,462,521,543)

d <- x1-x2

mean (d)

sd(d)

Testisuureen arvo on

fip 50.625

= = 5.456301.
sp/v/n 52.48579//32
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Sit# verrataan t(31)-jakaumaan. Testisuureen p-arvo on noin 6 x 1076 (2% (1-pt
(5.456301,31))). Samat tulokset saadaan R-kédskylld t.test(x1,x2,paired=
TRUE) . Nollahypoteesi hyldtdan kaikilla tavanomaisilla merkitsevyystasoilla. Pu-
helimeen puhuminen hidastaa reaktioaikaa enemmaén kuin radion kuuntelu.

p-arvo parittaisten erotusten t-testissé on pienempi kuin samasta aineistosta
jaksossa 12.4.6 (oletusten vastaisesti) laskettu odotusarvojen erotuksen testisuu-
reen p-arvo. Se on intuitiivista, silld parittaisessa vertailussa karsiutuu satun-
naistekijoitd pois ja testin voiman kasvaminen on odotettua.

Testi on nyt tehty oikein. Agresti ja Finlay (2009, 196) varoittavat, ettéd ai-
neistosta voidaan silti tehda vain tunnustelevia paédtelmia, koska se on ilmeisesti
kerétty itsevalikoituneella otannalla (jakso 8.4). Erotus d ei valttaméatté ole nor-
maalijakautunut (késky shapiro.test(d) laskee jakson 12.3.2 Shapiro-Wilk-testi-
suureen p-arvoksi 0.023), mutta Agresti ja Finlay ovat katsoneet testin sovelta-
misen mahdolliseksi. [J

12.5 Varianssin testaus satunnaismuuttujien ol-
lessa normaalijakautuneita

12.5.1 Yhden varianssin testaus

Jaksossa 9.6 todettiin, etté

(n—1)s? 2
A 1

— X“(n—1)
(kaava (9.3)). Nollahypoteesi Ho: 02 = o2 hylitdin merkitsevyystasolla a, jos
(n—1)s%/03 < Xi/Q(n —1) tai (n—1)s?/03 > X?_Q/Q(n— 1). Tassa XZ/Q(TL— 1)
ja Xiaﬂ(n —1) ovat x?(n — 1)-jakauman /2. ja (1 — /2). kvantiilit.

Oletus normaalisuudesta on térked. Jos havainnot eivit ole normaalijakau-
tuneita, testin merkitsevyystaso voi poiketa paljon a:sta.

Esimerkki. Rin rnorm-késkyn luotettavuus (jatkoa). Luodaan 100 000 ndennéis-
satunnaislukua koodilla alla. Tutkitaan, kestddko nollahypoteesi, ettd luvut oli-
sivat (normaali)jakaumasta, jonka varianssi o = 1. Koodi tulostaa otosvarians-
siksi 1.007285:

set.seed(21042016)
x <- rnorm(n=100000, mean=1, sd=1)
var (x)
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Testisuureen arvo on

(n—1)s 99999 x 1.007285

=100727.5.
p T 00727.5

Se on x?(99999)-jakauman 0.948082. kvantiili (pchisq(100727.5,99999)).

Yksisuuntaisessa testauksessa (pidettiessd 1:std suurempia arvoja mahdol-
lisina) testisuureen p-arvo olisi 0.051918 ((1-pchisq(100727.5,99999))). Jos
jakauma on epasymmetrinen, ei ole yksikésitteistd, miten p-arvo tulisi maéri-
telld kaksisuuntaisessa testauksessa. x2-jakauma on niin suurilla vapausasteilla
hyvin symmetrinen, joten kerrotaan yksisuuntaisen testin testisuureen p-arvo
kahdella. p-arvoksi saadaan néin 0.103836.

Jakauman symmetrisyyden tarkistusta: x?(99999)-jakauman 0.05. ja 0.95.
kvantiilit ovat 99264.54 ja 100735.7 (qchisq(0.05,099999) ja qchisq(0.95,
99999)). Ne ovat yhtd kaukana 99999:std (99999 — 99264.54 = 736.7325 =
100735.7 — 99999). Jakauma vaikuttaa symmetriselta.

Otosvarianssin poikkeama teoreettisesta varianssista ei anna aihetta hyléta
nollahypoteesia. R:n rnorm-késky vaikuttaa toimivan tarkoitetulla tavalla va-
rianssilla mitattuna. OJ

12.5.2 Kahden varianssin testaus

Edellista tyypillisempi testaustilanne on kahden varianssin yhtdsuuruuden tes-
taus. Havaintojen normaalisuus on edelleen oleellinen oletus jakaumateorian pa-
temiselle. Yksinkertaisuuden vuoksi jaksossa kuvataan yksisuuntainen testi. Esi-
merkiksi Armitage ym. (2002, 150-153) selostavat kaksisuuntaisen testauksen.

On laskettu ni:n ja no:n kokoisista riippumattomista otoksista otosvarianssit
52 > s2. Nollahypoteesi on, etti vastaavat varianssit ovat samat (Ho: 07 = 05 =
o?). Tallsin testisuure

8 [m-Dfem -1 o
s2 [(ng —1)s3/02]/(ny — 1) F(ny —1,ny — 1)

noudattaa F-jakaumaa vapausasteilla n; —1 ja ny — 1. Perustelu: Keskimmaéises-
ta muodosta, jakaumatuloksesta (9.3) ja otosten riippumattomuudesta seuraa,
ettd s7/s2 on nollahypoteesin pitiessi suhde riippumattomista x2(ny — 1)- ja
x2(ng — 1)-satunnaismuuttujista vapausasteillaan jaettuna. Téllainen suhde on
F(ny — 1,ny — 1)-jakautunut (jakso 7.2.4). Suuret testisuureen arvot johtavat
nollahypoteesin hylkédamiseen.
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Esimerkki.1** Poikien ja tyttdjen suorituserot (jatkoa). Harvardin yliopiston
taloustieteen professori (1983-1991, 2011-), Maailman pankin pédekonomisti
(1991-1993), Yhdysvaltojen valtiovarainministeri (1999-2001), Harvardin yli-
opiston rehtori (2001-2006), presidentti Barack Obaman nimittdmén kansalli-
sen talousneuvoston johtaja (2009-2010) Lawrence Summers kiyttaa ajoittain
terdvampad kieltd kuin tieteessd on tavallista (esim. Summers 1991). Vuonna
2005 héan pohti tieteellisessd seminaarissa, miksi huippuyliopistoissa ja -tutki-
muslaitoksissa on vihén naisia. Summers esitti selityksené, ettd monet ominai-
suudet kuten pituus, paino, taipumus rikollisuuteen, dlykkyysosamééaréd, mate-
maattinen lahjakkuus ja tieteellinen kyvykkyys vaihtelevat miehilld enemmé&n
kuin naisilla ja ettd pienetkin erot keskihajonnoissa sukupuolten valilld johtavat
suuriin eroihin sukupuolten vélilld poikkeuksellisen lahjakkaiden yksiléiden lu-
kuméérissd. Summersid syytettiin seksismisté, ja hdn joutui pyytdmaén anteeksi
sanomaansa. Summers erosi rehtorin tehtévistdén seuraavana vuonna riitaudut-
tuaan yliopiston henkilokunnan kanssa. Summers on sittemmin kritisoinut “ab-
surdia poliittista korrektiutta” ja “totalitarismin hivuttautumista yliopistoihin”
mielessé, mistd yliopistoissa on sallittua keskustella.

Eroavatko suomalaisten 15-vuotiaiden poikien ja tyttoéjen matematiikan ja
lukemisen koepisteméérien varianssit vuoden 2012 PISA-tutkimuksessa? Tes-
tataan nollahypoteesia varianssien yhtésuuruudesta Ho: 0 = o3. Testisuureen
arvo koepistemédrien variansseille matematiikassa on 1.200:

2 2
si 80.00
— = ——— ~ 1.200318.
s3  73.022
F-jakauman vapausasteilla ny — 1 = 2953 ja ny — 1 = 2855 kriittinen arvo

merkitsevyystasolla 0.001 on 1.122 (qf (0.999,2953,2855)). Testisuureen p-
arvo on kuuden desimaalin tarkkuudella nolla (1-pf(1.200318,2953,2855)).
Koska 1.200 > 1.122, niin nollahypoteesi hyldtdin merkitsevyystasolla 0.001.
Matematiikan koepisteméarén varianssi on suurempi pojilla kuin tyto6illa.
Lukemisen otosvariansseista laskettuna testisuure saa arvon 1.343:
5?2 83.962

2= ~ 1.342975.
s3  72.452 342975

Sen p-arvo on 1x 10715 (1-pf (1.342975,2953,2855) ). Nollahypoteesi varians-
sien yhtdsuuruudesta kaatuu merkitsevyystasolla 0.001. My6s lukemisen koepis-
teméadran varianssi on suurempi pojilla kuin tytoilla.

Ukkola ym. (2020, 41, 48) raportoivat vastaavia tuloksia suomalaisille 7-
vuotiaille pojille ja tytoille (harjoitustehtévi). He esittavit sekd genetiikkaan
ettd kulttuuriin pohjautuvan selityksen tuloksille. [
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12.6 Testeja ilman jakaumaoletusta

Jotkin jakson 12.4 testisuureista voivat olla kdyttokelpoisia, vaikkeivat havain-
not tulisi normaalijakaumasta.

12.6.1 Odotusarvon testaus, jos jakauma on tuntematon
Keskeisen raja-arvolauseen (jakso 7.3) perusteella
X—pn
o/\/n

vaikka havainnoista ei tiedettéisi juuri muuta kuin, etta ne ovat riippumattomia
ja ettd niilld on odotusarvo ja varianssi. Y14 voidaan varianssi korvata estimaa-
tilla s2. Odotusarvoa voidaan testata tihin tulokseen tukeutuen.

~ N(0,1),

Kuten approksimoitaessa luottamusvéleja (jakso 10.5.1), likimédraisessé
merkitsevyystestauksessa on luontevampaa kayttda standardinormaalijakau-
maa paksuhéntdisempédd t-jakaumaa nollajakaumana. Muuten sama testi-
suureen arvo voisi olla johtamatta nollahypoteesin hylkdykseen, jos jakauma
oletettaisiin tunnetuksi mutta johtaa hylkdykseen, jos jakauma olisi tuntema-
ton. Tietdméttomyyden jakaumasta ei tulisi vahvistaa testid. Likimé&ardisené
merkitsevyystestind sovelletaan siis jakson 12.4.2 t-testié.

Agresti ja Finlay (2009, 122, 155, 196) mainitsevat otoskoon 30 karkeana
rajana, jota suuremmilla havaintomaéérilla odotusarvon kaksisuuntainen testaa-
minen on mahdollista keskeiseen raja-arvolauseen perustuen. He toteavat, etté
yksisuuntainen testi on epéluotetettava, jos havaintojen jakauma on hyvin vino
tai aineistossa on erityisen poikkeavia havaintoja. Wilcoxin (2012, jakso 5.5)
mukaan perinteinen viisaus on, ettd 100 havaintoa riittda takaamaan testin
oikean koon.

Wilcox (2012, jakso 5.5) on tehnyt tarkentavia varoittavia simulointeja. Jos havainnot tulevat
normaalijakaumaa paksuhédntiisemmaéstd symmetrisestéd jakaumasta, varianssin estimaatti ta-
paa suureta, mikd pienentad t-testin todellista merkitsevyystasoa ja heikentad testid. Melko
pienetkin poikkeamat normaalisuudesta riittavit kuvattuun. Oudokeilla on vastaava vaikutus.
Jos jakauma on vino, testin todellinen merkitsevyystaso voi olla pienempi tai suurempi kuin
tarkoitettu. Wilcoxin esimerkit koskevat melko pienié aineistoja (esim. n = 20).
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12.6.2 Kahden odotusarvon erotuksen testaus, jos jakau-
ma on tuntematon

Kahden odotusarvon erotusta testattaessa voidaan niinikd&n tukeutua keskei-
seen raja-arvolauseen. Riittdvan suurilla havaintoméérillda Smithin—Welchin—
Satterthwaiten testin (jakso 12.4.6) todellinen merkitsevyystaso voi olla li-
kimain oikea, jos verrattavien ryhmien satunnaismuuttujien jakaumat ovat
identtisid vaikkeivit normaalijakaumia. Jos jakaumat ovat erilailla vinoja tai
niiden varianssit eroavat (eikd normaalisuus pide), testi ei vilttAméatta toimi
hyvin. (Wilcox 2012, 327-328.) My6s oudokit védristavét testid (Chihara ja
Hesterberg 2019, 250).

12.6.3 Varianssien testaus, jos jakauma on tuntematon

Jaksojen 12.5.1-12.5.2 varianssitestisuureiden jakaumat voivat riippua suuresti
siitd, ovatko havainnot normaalijakaumasta vai eivit. Jos eivit ole, kyseisid
varianssitesteja ei tule kayttaa.

Varianssien yhtdsuuruutta voi testata, vaikka normaalisuus ei péatisi. Esimerkiksi Ugarte ym.
(2016, jakso 11.5.3) osoittavat testausmenetelmén.

12.7 Korrelaation testaaminen

Jaksossa satunnaismuuttujat ovat binormaalijakautuneita (jakso 7.5) ja havain-
toparit (X1,Y7),...,(Xn,Y,) ovat satunnaisotos tutkittavasta populaatiosta.
Alajaksossa 12.7.2 tutkitaan kahta téllaista toisistaan riippumatonta otosta.

12.7.1 Yhden korrelaation testaaminen
Useimmiten kiinnostava nollahypoteesi on, ettd satunnaismuuttujat eivit ole
korreloituneita (Ho: p = 0). Nollahypoteesin pétiessé testisuure

t=+vn—2 ~t(n—2) (12.10)

noudattaa t-jakaumaa (n — 2):lla vapausasteella. Y14 p on kaavan (8.2) mii-
rittelemé otoskorrelaatio. Nollahypoteesi hylatdan, mikéli aineistosta laskettu ¢
on hylkéysalueella.
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Esimerkki. Kuinka suuri tulee otoskorrelaation olla, jotta nollahypoteesi Hpy:
p = 0 voidaan hyldta kaksisuuntaisessa testauksessa merkitsevyystasolla 0.057
Vastaus riippuu havaintomaéérasta. Jos havaintoja on 100, pitdd otoskorrelaa-
tion itseisarvon olla vihintaan 0.20. Pienemmilld /suuremmilla havaintomaéarilla
tarvitaan suurempi/pienempi otoskorrelaation itseisarvo taulukon alla mukai-
sesti.

n 5 10 25 50 100 200 1000
)| 088 0.63 040 028 020 0.14 0.6

(Taulukon lasku on harjoitustehtava.) O

Nollahypoteesia puuttuvasta lineaarisesta yhteydestid voidaan testata edelld kuvatulla tavalla
myo6s, jos toinen satunnaismuuttujista on normaalijakautunut ja toinen noudattaa muuta

jakaumaa tai on peréti kiinted (kaava (13.9)).

Joskus halutaan testata nollahypoteesia tietynsuuruisesta korrelaatiosta, jolloin
Ho: p = po. Jos n > 50, testi voidaan perustaa Fisherin z-muunnokseen

A

1
Z = 3 log (12.11)

15
(Lindgren 1976, 478, Stuart ja Ord 1991, 980). Y1l4 p tulee mieltda korrelaatio-
kertoimen estimaattorina eli satunnaismuuttujana.

Kuvassa 12.2 peilataan z-muunnosta ja p:n estimaattia eli toteumaa. Jos
|p| < 0.4, niin z ja p ovat ldhes yhtdsuuria. Mitd ldhempéni estimaatti p on
+1:htd — eli karkeasti mitd vinompi estimaattorin p jakauma on — sitd enem-
mén z poikkeaa estimaatista p. Voidaan osoittaa, ettd muunnos tepsii eli tuottaa
estimaattorin p jakaumaa symmetrisemmaén jakauman.

Nollahypoteesin pétiessd Fisherin z-muunnos on likim&arin normaalijakau-
tunut odotusarvolla ja varianssilla

1 1+p0 . 1
E(Z)==1 V(Z) = .
(2) plogT— - Ja (2)=——

Varianssin riippumattomuus korrelaatiosta pg liittyy jakauman symmetrisoitu-
miseen. Jakauma symmetrisoituu jo, kun n = 10, jos —0.8 < p < 0.8 (Cramer



Testeji

256

N ©
'.'}I -
l"? -
T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
A
p
Kuva 12.2: Fisherin z-muunnos ( - - - = yhtdsuuruussuora).

1946, 401). Standardoidun testisuureen
1 1
2 - Tlog = P0

— 1 1
C 2 g g (o Ligg L
1 2 L—po

Vn=3

arvoa verrataan tavalliseen tapaan standardinormaalijakaumaan (z on Z:n to-

teuma).
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Andersonin (2003, 134) mukaan viritetty testisuure

1 1 2
\/n—3(z—710g tro po/ )

2 °1—pg N-1

on parempi. Suurilla havaintomé&érilld se noudattaa nollahypoteesin pétiessid standardinor-
maalijakaumaa.

12.7.2 Kahden korrelaation testaaminen

Kahden korrelaation p;:n ja po:n yhtasuuruutta voidaan testata Fisherin z-
muunnosten standardinormaaliuden perusteella:

AR

1 N T
n1—3 n2—3

Z; on otoskorrelaation p; Fisherin z-muunnos (12.11), n; on otoskoko ja otokset
ovat riippumattomia satunnaisotoksia populaatioista ¢ (i = 1,2). Testisuureen
nollajakauma on standardinormaali suurilla havaintomaérilla.







Luku 13

Regressio

Kaikki mallit ovat vairid, mutta jotkut ovat hyodyllisia.
George Box (1919-2013)

13.1 Regressio kohti odotusarvoa

Francis Galtonin hahmottelema ensimmaéinen regressio vuodelta 1877 on kuvas-
sa 13.1 (“herneen siemen -vanhemmat” ja “herneen siemen -jalkipolvi”). Oleel-
lisesti sama ilmié on kuvassa 13.2 — ilmeisesti toisessa koskaan tehdyssa regres-
siossa (Pearson 1930, 13) — jossa on Galtonin vuonna 1886 havaitsema vastaa-
va yhteys vanhempien pituuksien painotetun keskiarvon (mid-parent; “keskivan-
hempi”) ja heidéin lastensa pituuden vililli.!45 Kuviosta nihdéén, ettd vanhem-
pien keskipituus on ollut keskiméérin runsas 68 tuumaa. Keskivanhempi-suora
kuvaa vanhempien keskipituuden poikkeamaa keskiméadériisestéd pituudesta (suo-
ran kulmakerroin on yksi). Kuvion mukaan

e keskimédraistd pidempien vanhempien lapsi on myos keskiméaraistd pi-
dempi muttei yhtd paljon kuin vanhempansa (suoran children kulmaker-

roin on O:n ja 1:mn valilld).

o keskimadaréistd lyhyempien vanhempien lapsi on myos keskiméaraista ly-
hyempi muttei yhtd paljon kuin vanhempansa.

o pituus regressoituu (palautuu, taantuu) eli pyrkii palaamaan kohti odo-
tusarvoansa (ylla runsas 68 tuumaa). (Regression toward the mean, regres-
sion to the mean.) Pitkien vanhempien lapset ovat keskiméaaraista pidem-

259
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pié ja lyhyempien vanhempien lapset keskiméaraistéd lyhyempié, mutteivat
yhté paljon pidempia tai lyhyempié keskipituuteen ndhden kuin vanhem-
pansa.

Mieleen saattaisi tulla — kuten Galtonille aikoinaan — ettd regressiosta keski-
pituutta kohti seuraisi sukupolvi sukupolvelta pituuden vaihtelun pieneneminen
niin, ettd lopulta kaikki olisivat keskipituisia. Niin ei kdy, vaikka lasten pituus
keskimédrin regressoituukin vanhempiensa pituudesta. Galton havainnollisti asi-
aa kuvalla 13.3 vuonna 1901. Kussakin vanhempien pituusluokassa lasten pituu-
den vaihtelu on pienempéd kuin vanhempien pituuden jakaumassa. Silti lasten
pituuden jakauma yhtyy vanhempien pituuden jakaumaan. Demidenko (2020,
467-468) vahvistaa pituuden jakauman muuttumattomuuden modernisti simu-
loimalla. Galtonin keskivanhempi-késitettd kiytetadn kasvututkimuksessa edel-
leen (esim. Saari ym. 2012).

Regressiossa odotusarvoa kohti on edellé kyse kahdesta samoinjakautuneesta
muuttujasta, joiden yhteyden summeeraavan suoran kulmakerroin on alle yh-
den. Simuloitu esimerkki on jaksossa 13.10.4. Aéritilanteessa muuttujien vililld
ei ole mitddn yhteyttd: Kuvitteelliseen kuvioon piirretyn summeeraavan sovit-
teen kulmakerroin on nolla, ja poikkeamat odotusarvosta pyrkivit keskiméarin
“korjaantumaan” taysin seuraavassa havainnossa. Nykypaiviaan ja yhteiskunta-
tieteisiin liittyvid esimerkkeji on helppo keksid. Regressio odotusarvoa kohti on
usein yksinkertaisin selitys.

Esimerkki. Sosiaalitukien méérd. Verrataan sosiaalitukia saavien (tai rikosten,
avioliittojen, syntyneiden lasten jne.) lukuméérdd suomalaisissa kaupungeissa
vuosina 2021 (y-akseli) ja 2020 (2-akseli). Tall6in poikkeuksellisen suuri sosiaa-
litukea saavien maéra tietyssd kaupungissa tasoittuu ldhemmaéksi odotusarvoa
seuraavana vuonna. Vastaavasti tavanomaista pienemmastd sosiaalitukea naut-
tivien lukumaédrastd vuonna 2020 ilahtuneet kaupunginjohtajat joutuvat tyy-

IKuva 13.1 on Pearsonin (1920) artikkelista. Kuva 16ytyy myos Pearsonin (1930, 4) kirjas-
ta. Regressiosuora on Pearsonin uusiksi laskema ja ilmeisesti hdnen apulaisensa (A. Davinin)
piirtdmé Galtonin muistiinpanojen vuodelta 1875 avulla. (Pearson 1920, 34, 1930, 4.) Kuvan
otoksessa “herneen siemen -vanhemmat” ovat keskimiérin selvisti pidempia kuin “herneen
siemen -jalkipolvi”. Se lienee otokseen liittyvd vééristymé (Pearson 1930, 3). Kuva 13.2 on
Galtonin (1886) artikkelista. Se on painettu uudelleen Pearsonin (1930, 16) kirjassa. Tal-
laisia kuvia on my6s Galtonin (1889, 96 ja 107) kirjassa. Kuva 13.3 on artikkelista Galton
(1901a) mutta 18ytyy myos Galtonin (1901b) artikkelista. Kiitdn Oxford University Pressié,
joka on Biometrika Trustin puolesta myontanyt luvan kuvan 13.1 julkaisemiseen. Kuvat 13.2
ja 13.3 olen poiminut sivustolle galton.org kootuista artikkeleista. Sivuston yllapitdja Gavan
Tredoux ilmoittaa aineiston olevan vapaasti kdytettévissi (ko. sivusto sekd henkildkohtainen
vahvistus 17.3.2020). Kiitén yllapitdjd Tredouxia.
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STANDARD SCHEME OF DESCENT
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pillisesti pettyméaédn, kun sosiaalitukea haetaan vuonna 2021 edellistd vuotta
enemman. [

Esimerkki. Voittajan kirous. Edellikuvatunkaltainen ilmié on “voittajan kirous”
(winner’s curse): Kun suuresta joukosta esimerkiksi tyopaikan tai urheilujouk-
kueen jasenyyden hakijoista poimitaan suorituksiltaan paras, ei valittu ylla ai-
van parhaimpien suoritustensa mukaiseen tulokseen. []

Edellé vertailtiin kahden satunnaismuuttujan yhteytté, kun ne ovat samoinja-
kautuneita ja niiden sirontakuvioon piirretyn muuttujien vélisen systemaattisen
komponentin summeeraavan suoran kulmakerroin on (itseisarvoltaan) alle yksi
(tyypillisesti oleellisesti sama satunnaismuuttuja jossain mielesséd kahdesti mi-
tattuna). Regressio kohti odotusarvoa ei rajoitu téllaisiin tilanteisiin. Asiaan
palataan yhden selittdjén tilannetta koskien jaksossa 13.4.1.

Regressioanalyysissa (jakso 13.3) voidaan sallia useampia muuttujia, jotka
voivat olla erilailla jakautuneita tai kiinteitéd, eikd systemaattisen vaikutuksen
suuruutta tarvitse rajoittaa edelliseen tapaan. Téalloinkin havaitaan regressio
odotusarvoa kohti kahden muuttujan vélilla mutta puhdistettuna muiden muut-
tujien vaikutuksesta.

Regressioanalyysissa on aina kyse pohjimmiltaan samasta ilmiosta kuin edel-
14 eli ettd osa havaintojen kayttadytymisestd on systemaattista ja osa sattumaa.
Regressioanalyysilld pyritdén selvittdméan systemaattisuus yhden muuttujan ja
muiden muuttujien valilld. Sattuman vaikutus tulisi regressoida “pois” muuttu-
jien valistd yhteytta arvioitaessa. Esimerkiksi Galtonin tutkimusaineistossa las-
ten ja vanhempien pituuksien suhteella on geneettinen (systemaattinen) selitys,
mutta osin lasten pituudet johtuvat (tutkijan ndkokulmasta) sattumanvaraisis-
ta seikoista kuten lapsen perimisté geeneisté, lapsen ruoan ravinnepitoisuudesta
tai lapsen sairastamista taudeista, kellonajasta, jolloin lapsi on mitattu (aamulla
lapsi on pidempi) ja niin edelleen.

On vain hieman liioiteltua sanoa, etté ldhes asiassa kuin asiassa on regres-
siota. Campbellin ja Kennyn (1999, ix) mukaan regressio odotusarvoa kohti on
yhtéd vaistdméaton asia kuin verot tai kuolema.

13.2 Regressiovirhepaitelma

Regressiovirhepddtelma (regression fallacy) tehddén, kun satunnaisvaihtelussa
regressiota odotusarvoa kohti kuvaavan suoran ympérilld kuvitellaan kausaali-
suutta kuten etté regressio johtaisi jakauman typistymiseen. Yhteiskuntatietei-
lijat ovat joskus hahmottavinaan kausaalisuutta tilanteista, joissa sitd ei ole.
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Vaikka ongelma on tunnettu, edelleen tehddan virheellisia tulkintoja.

Esimerkki. Yritysten keskiarvoistuminen. Kuuluisa esimerkki on tilastotieteen(!)
professori Horace Secrist. Han julkaisi 1933 massiivisen empiirisen tutkimuksen
amerikkalaisten yritysten liikevoittojen kehityksestd 1920-1930. Han havaitsi,
ettd yritysten, jotka parjasivit parhaimmin tai huonoimmin 1920, liikevoitot oli-
vat ldhestyneet 1930 kaikkien yritysten liikevoittojen keskiarvoa. Secrist paétte-
li, ettd taloudellinen kilpailu pakotti yritykset “keskiarvoistumaan” ajan myota.
Loytonsa korostamiseksi Secrist antoi kirjalleen nimeksi The Triumph of Me-
diocrity in Business. Todellisuudessa yritysten liikevoittojen jakauma ei ollut

muuttunut, ja Secristin havainnot selittyvit regressiolla odotusarvoa kohti.'46
O

Esimerkki. Yrityskirjallisuus. Kahneman (2011, 204-208) kritisoi yrityskirjal-
lisuutta, jossa perehdytéddn menestyneiden yhtididen strategioihin, yrityskult-
tuureihin ja johtamistapoihin. Esimerkkind hdn mainitsee Collinsin ja Porrasin
(2000) kirjan. Sen viesti on, ettd jokaisen toimitusjohtajan, johtajan ja yrittajin
tulisi lukea se, jotta muutkin yritykset osaisivat noudattaa menestyneiden yri-
tysten toimintamalleja ja pérjaisivat. Kahnemanin mukaan Collinsin ja Porrasin
ylistamat yritykset eivit pian tutkimuksen julkaisemisen jélkeen endd parjan-
neet juurikaan kilpailijoitansa paremmin. Kahneman viittaa muihin vastaaviin
tapauksiin, joissa tutkimuksessa hehkutettujen yritysten kukoistus lopahtaa tut-
kimuksen julkaisemisen jélkeen. Regressio odotusarvoa kohti voi olla luonteva
tulkinta téllaisille tapahtumille. Thaillut yritykset olivat erityisen menestyvia
tutkimushetkelld sattumalta. [J

Esimerkki. Havittajélentdjat. Kahneman (mts. 174) kertoo mainion esimerkin,
kuinka ihmiset voivat kuvitella kausaalisuutta sielld, missd on pelkkéa sattumaa
(lyhennetty kaannés):

Sain yhden elaméni tyydyttdvimmistd eureka-kokemuksistani opettaessani Is-
raelin ilmavoimien lentokouluttajille tehokkaan opettamisen psykologiaa. Olin
kertonut kouluttajille, kuinka hyvédn suorituksen palkitseminen toimii parem-
min kuin virheistd rangaitseminen. Yksi vanhemmista kouluttajista arveli, ettd
hyvésta suorituksesta palkitseminen sopii ehké linnuille muttei havittadjalentaja-
kadeteille: “Olen monesti kehunut kadetteja puhtaasta suorituksesta vaikeassa
lentoliikkeesséd. Seuraavalla kerralla he jarjestadn suoriutuvat samasta litkkees-
td4 huonommin. Toisaalta olen monesti huutanut kadetin korvakuulokkeeseen
haukkuen héntd huonosta suorituksesta. Ylipddnsd haukkumani kadetit parjaa-
vét seuraavalla yritykselld paremmin. Olkaa siis hyva, dlkadka kertoko meille,
ettd kehuminen toimii ja rangaistus ei, koska asia on juuri painvastoin.”

Vanhemman kouluttajan kokemukset selittyvit sattumalla: Erityisen hyvin par-
janneen kadetin suoritus regressoitui seuraavalla lennolla kohti odotusarvosuo-
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ritustaan ja erityisen heikosti suoriutuneen kadetin suoritus samoin. Kouluttaja
virheellisesti liitti muutoksiin kuvittelemansa syy-seuraussuhteen kehuistaan ja
karjumisistaan.'47 [J

13.3 Regressioanalyysi

Regressioanalyysi on kédytetyimpid tilastotieteellisid menetelmia. Ei liene ole-
massa kaupallista tilasto-ohjelmistoa, joka ei siséltéisi regressioanalyysia. Yksi
ilmeinen syy on, ettd silld voi arvioida muuttujan vaikutuksen suuruutta toi-
seen muuttujaan tai vaikutuksen olemassaoloa ylipdatédan. Regressioanalyysi on
tassd mielessd usein hyvin antoisaa ja tuloksellista. Joskus regressioanalyysista
innostutaan paatteleméan asioita, joita siitd ei valttdmaéatta seuraa. Regressiolla
estimoidaan tilastollinen yhteys. Vaikutustulkinta seuraa sovellusalan teoriasta;
ei tilastotieteestd. (Jaksot 13.10 ja 13.11.2 seké luku ??.) Téssé ja alla kirjoite-
taan vaikutuksesta, kun se on luonnollinen tulkinta. Valttdmatta ei ole kuiten-
kaan kyse syy-seuraussuhteesta.

Regressioanalyysia kiytettaessa tulisi huolella tutustua dataan, piirtda siita
kuvia, testata mallin oletuksia jne. Tallaiseen syventymiseen ei ole tdssd mah-
dollisuutta. Omiin sovelluksiin tdhtadvéin lukijan kannattaa tdydentaé tietojaan
esimerkiksi Farawayn (2015), Foxin (2016) tai Weisbergin (2014) oppikirjoista.

Rin

malli <- lm(y~x1+x2+x3, data=aineisto)
summary (malli)

tapaisilla késkyilld on helppo tehda luvussa kuvattavat estimoinnit ja testit
(kolme selittdjad; muuttujat y, x1, x2 ja x3 sisiltava “aineisto” luettuna valmiiksi
R:44n). Kaskyyn voi lisita jaksossa 13.11.3 kuvatut painot (weights-méiéire, aja
R:ssé késky help(1m)).

13.4 Yhden selittdjan lineaarinen regressiomalli

Tarkastellaan kahta muuttujaa Y ja x. Edellisen pitaé olla védlimatka-asteikol-
linen; jalkimmainen voi olla my6s luokka-asteikollinen. Muuttuja Y maérdytyy
lineaarisen regressiomallin

Y =By + Pz +e (13.1)

mukaisesti x:n arvoista. Muuttujaa Y kutsutaan selitettdvaksi muuttujaksi, vas-
temuuttujaksi tai vastecksi (response variable, regressand) ja muuttujaa x selit-
taviksi muuttujaksi tai selittijiksi (explanatory variable, regressor). Viimeinen
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termi € on satunnaistermi (random error), jonka odotusarvo on 0 ja varianssi
on o2. Satunnaistermi poimii selitettdvin Y vaihtelun, joka ei selity selittd-
jdn x vaihtelulla. Mallin parametrit ovat kiinteita lukuja (esim. 8y = 90.5 ja
B1 = 0.5), joiden suuruudet (tyypillisesti) ovat tuntemattomia ja joiden selvit-
tdmiseen regressioanalyysilld pyritddn. Parametria Sy kutsutaan usein vakioter-
miksi (intercept) ja parametria 81 regressiokertoimeksi (regression coefficient).

Jaksossa oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, etta selittdajé x on ei-satunnai-
nen (kiinted) — ja jaksossa 13.5, etta selittdjat x; ovat ei-satunnaisia. Empii-
risessé, tutkimuksessa oletus ei usein ole uskottava. Analyysit luvussa pétevét,
jos selittdjat ja satunnaistermit ovat toisistaan riippumattomia satunnaismuut-
tujia ja tehdédén sopivia oletuksia ja merkint6jd tuunataan. Regressiomallia voi
soveltaa, vaikka selittdjit olisivat satunnaismuuttujia (jakso 13.10).

Jaksossa 13.1 haettu systemaattinen komponentti on yhden selittdjan regres-
siossa selitettavin (selittdjin z arvosta riippuva) odotusarvo

E(Y) =E(Bo + b1z +¢€) = fo + Pz (13.2)

Y14 E on odotusarvo-operaattori (jakso 6.2) ja on kdytetty oletusta E(e) = 0.

Tavalliseen z, y-koordinaatistoon funktio y = By+ 1 piirtyy suorana, jonka
kulmakerroin on 3 ja joka leikkaa y-akselin kohdassa (3y. Periaatteessa 3y kertoo
siten selitettdvan odotusarvon, kun selittdjan arvo on O:

E(Y) =E(Bo + B1 x 0+¢) = Bo.

Empiirisessé analyysissa tdma tulkinta ei ole aina jarkevéa, mihin palataan myo-
hemmin (jaksot 13.4.1 ja 13.5.2).

Mallin mukaan Y :n suuruus riippuu :n suuruudesta lineaarisesti parametrin
B vilitykselld: Jos x muuttuu yksikén verran, niin Y muuttuu S;:n verran.
Esimerkiksi jos Y on lapsen pituus, x on isén pituus ja $; = 0.5, niin mallin
mukaan lapsen pituus tapaa olla 0.5 senttimetrié pidempi, jos isé on senttimetrin
pidempi. Vakiotermi Sy asettaa mallin kuvaaman suoran sopivalle korkeudelle.
Satunnaistermi € kuvaa Y:n vaihtelua, joka ei selity z:n vaihtelulla. Esimerkiksi
lapsen pituuteen vaikuttaa muitakin tekij6itd kuin isén pituus (jakso 13.1). Ne
jaavat mallissa huomioimatta ja puristetaan e:iin.

Erikoistapaus on 8; = 0. Talléin malli (13.1) typistyy niin, ettd Y on satun-
naisesti jakautunut vakiotermin 5y ympérilla:

Y=0+0xx+e=pf+e. (13.3)

Kiinnostavin asia mallissa (13.1) onkin tyypillisimmin parametrin £; suuruus
— esimerkiksi poikkeaako se nollasta eli pateekd malli (13.1) vai (13.3).
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Regressioanalyysi on keino arvioida parametrien suuruutta ja systemaattis-
ta komponenttia, kun mallin kuvaamasta ilmiostd on havaintoaineisto. Mallin
(13.1) kohdalla aineisto koostuisi havaintopareista (z1,y1), (z2,y2)s - - -, (Tn, Yn)-
Téassd n > 2 on havaintojen lukumé&ara.

Galtonin herneen siemen -vanhemmat ja niiden jalkipolvi sekd vanhempien
ja lasten pituudet -esimerkit (jakso 13.1) havainnollistavat regressiota odotusar-
voa kohti mallin (13.1) mukaisesti, kun 0 < §; < 1. Kuvitteellinen sosiaalitu-
kien saajat -esimerkki (jakso 13.1) vastaa mallia (13.3): Sosiaalitukien saajien
lukumaééra edellisend vuonna (z) ei auta ennustamaan heiddn lukumédaraansa
kuluvana vuonna (Y): Kerroin f; = 0, ja lukumaérit pyrkivat palautumaan
kohti odotusarvoaan .

Kuvaan 13.4 on piirretty keinotekoinen aineisto (n = 25) — vaikkapa tampe-
relaisten isien () ja heidén poikiensa (y) pituuksista aikuisina.'4® Kukin piste
vastaa yhtd havaintoparia (z;,y;). Mitd pidempi isé, sitd pidempi tapaa poika
olla. Mutta kuinka paljon? Voitaisiinko yhteys tiivistdd suoraksi, jonka para-
metreista voitaisiin paatella vaikutuksen keskiméérdinen suuruus?

pojan pituus
185 190
1 1

180
|
o

175
|

170
1

T T T T T T T
170 175 180 185 190 195 200

isan pituus

Kuva 13.4: Isien ja poikien pituudet.
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13.4.1 Yhden selittijan lineaarisen regressiomallin esti-
mointi ja selityskyky

Yhden selittdjan regressiossa aineistoon sovitetaan regressiosuora, joka summee-
raa muuttujien vilisen riippuvuuden eli systemaattisen osan. Regressiosuoran
parametriarvot ovat vastaus edelld esitetyn tapaisiin kysymyksiin. Oletetaan,
ettd kiytossd on havaintoparit (z1,y1), .- -, (Tn, Yn)-

Sovittaminen voidaan tehdd monella tavalla. Ylivoimaisesti kiytetyin tapa
on pienimmdn neliosumman (PNS) menetelmd (ordinary least squares). Siind
parametrit By ja §y valitaan niin, ettéd y;-havaintojen poikkeamat sovitettavasta
suorasta neliéiddan ja neliiden summa minimoidaan:

n n

min P — + B1x;)]? = min P — — Bix;)2.
Bo,B1 i=1[yz (50 b Z)] Bo,B1 i=1(yz fo = b Z)

Merkinta “min” tarkoittaa, ettd sen oikealla puolella oleva lauseke minimoidaan
min-merkinnén alapuolelle merkittyjen suureiden suhteen. Minimoinnin voi aja-
tella tapahtuvan ikddn kuin kokeilemalla eri lukuarvoja (By:lle ja [;:lle ja valit-
semalla sellainen fy, Bi-pari, ettd lauseke Y. | (y; — By — Bix;)? el voi saada
pienempid arvoja. (Todellisuudessa tilasto-ohjelmisto ratkaisee minimointiteh-
tavan yhdelld laskutoimituksella eiké kokeile eri arvoja.) Poikkeamien suoralta
yi — Bo — B1z; kasvaessa (itseisarvoltaan) kasvaa nelidsumma 2?21(%‘ — Bo —
B12;)? nopeasti. PNS-menetelmé pyrkii siten tuottamaan regressiosuoran, jo-
ka ei koskaan sijoittuisi kovin kauas yhdestdkddn havaintopisteestd. Termien
(yi — Bo — B1x;) nelidinnin takia minimoinnin kannalta ei ole vilid, onko y; suu-
rempi tai pienempi kuin mallin mukainen arvo 5y — B1x;. Kaikkia poikkeamia
kohdellaan tdssa mielessa samanarvoisesti.

Neliosumman minimoivia parametriarvoja kutsutaan PNS-estimaateiksi ja
niitd merkitaan Bg:lla ja Blzlla. Suureita

9 = Bo + Pra;
kutsutaan sovitteiksi (fitted value) ja suureita
gi=yi— 9 =vi — Bo+ Bras) = yi — Po — Pra
jaannoksiksi (residual, i = 1,...,n). Regressiosuora ,@0 + Blzi saadaan piirta-

maélla sirontakuvioon suora sovitteiden (g;) kautta. Jadnnokset (&;) ovat satun-
naistermien (g;) estimaatteja.
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Vakiotermin PNS-estimaatin voidaan osoittaa olevan
Bo =i — b,
jossa y = > i yi/njax =Y.  x;/n. Niin ollen sovite §; on ilmaistavissa
muuttujien keskiarvojen avulla ja péatee, etta
Ji=y+ b —7) & §i—y=Pilzi— 7). (13.4)

Sovite poikkeaa y-keskiarvosta 31 kertaa x;:n poikkeaman omasta keskiarvos-
taan verran. Sijoittamalla x; = x havaitaan, ettd regressiosuora kulkee pisteen
(z,y) kautta.

Regressiokertoimen PNS-estimaatti punoutuu y:n ja x:n otoskorrelaatioker-
toimeen p ja niiden otoskeskihajontoihin s, ja s,:

Bi=p (13.5)

» | »
8 |

(harjoitustehtédvi). Yhtaloistd (13.4) ja (13.5) seuraa, ettd

-9y .
=
Sy Sg

Ty — X

Koska —1 < p < 1, niin sovite poikkeaa selitettdvan keskiarvosta vihemmén
kuin selittdji poikkeaa keskiarvostaan, kun poikkeamat on standardoitu vastaa-
villa otoskeskihajonnoilla. Tassd mielessd regressiomallissa on aina regressiota
kohti odotusarvoa.

Térked késite on jaanndsneliosumma (residual sum of squares)

INS = (4 — Bo — Przi).

=1

Nimityksensd mukaisesti se on summa jadnnosten nelidistd. Se on sitd suurem-
pi, mitd enemmén y;-havainnot poikkeavat sovitteista ;. JAdnnosneliGsummasta
saadaan helposti estimaatti satunnaistermin varianssille jaanndsvarianssi (resi-
dual variance):

1

n—2

s =

Z(yi —fo— B19€i)2~
i=1

Estimaatti s® mittaa jasnnoksen nelion keskimédriista suuruutta eli vaihtele-
vuutta aineistossa.'?? Yleensd toivotaan, ettd s? olisi pieni, koska silloin malli
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selittdd hyvin y;-havaintojen vaihtelun. Monesti raportoidaan satunnaistermin
estimoitu keskihajonta Vs2 = s, koska se on samassa mittayksikosséd kuin seli-
tettdvd muuttuja ja siksi helpompi hahmottaa.

Maaritelladn vastaavasti kokonaisneliosumma (total sum of squares)

KNS = Z:(yi — )% (13.6)

Se kuvaa, kuinka suurta on y;-havaintojen vaihtelu keskiarvonsa ympérilla.
Nelidsummista saadaan mallin selityskyvylle mittari selitysaste (coefficient
of determination)
~ KNS — JNS _1 JNS
B KNS N KNS’
Selitysaste saa ldhelld yhtd olevia arvoja, mikéli jddnnosnelibsumma on pieni
suhteessa selitettavin kokonaisnelibsummaan (JNS/KNS =~ 0). T&lloin y selittyy
hyvin z:114. Mikéli z:114 ei ole selityskykyé, jadnnosneliosumma ei eroa paljoa
kokonaisnelicsummasta (JNS/KNS = 1). T&lloin selitysaste on ldhelld nollaa.
Selitysaste on hyvin intuitiivinen mittari mallin hyvyydelle. Nyt esilld ole-
vassa yhden selittdjin regression tilanteessa se on otoskorrelaatiokertoimen (p)
nelio:

R2

(13.7)

R? = p% (13.8)

Yhtéalo patee, kunhan mallissa on vakiotermi.

Kuvat 13.5 ja 13.6 havainnollistavat késitteité isé-poika-aineiston avulla. Ku-
vaan 13.5 on piirretty poikien pituuksien poikkeamat poikien pituuksien keskiar-
vosta ((y; —y):t). Poikkeamien nelididen summa on kokonaisneliosumma (13.6).
Kuvassa 13.6 regressiosuora méarittda sovitteen kunkin x;-havainnon kohdal-
la. Jadnnokset ovat (x4, y;)-havainnoista regressiosuoraan pystysuorasti menevia
viivoja ((y; — §;):t). Toinen suora tuottaisi toiset jadnnokset. Kuvion jaannosten
nelididen summa on pienin mahdollinen. Mallin (13.1) PNS-estimointi tuottaa
tastd aineistosta tulokset

y = 86.7940.531lx + ¢
= 183.440.531(z — 182.1) + &,
s = 4.96, R?>=0.313, n=25.

Malli ennustaa pojalle lisdd pituutta 0.531 eli noin 0.5 senttimetrid isdn pi-
tuuden kasvaessa senttimetrilld ja selittda noin 31 % poikien pituuden vaihte-
lusta aineistossa. Toinen rivi ylld esittdd mallin kaavan (13.4) muodossa isien
ja poikien pituuksien keskiarvojen (z = 182.1 ja y = 183.4) avulla (86.79 =
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pojan pituus
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Kuva 13.6: Isien ja poikien pituuden
regressiosuora ja jadnnokset.

Kuva 13.5: Poikien pituuksien poik-
keamat poikien keskipituudesta.

183.4 — 0.531 x 182.1). Kaavasta (13.8) ja regressiokertoimen positiivisuudes-
ta seuraa, ettd otoskorrelaatio on selitysasteen nelicjuuri: p = v R2. Pituuksien
otoskorrelaatio on siten 1/0.313 ~ 0.559. Satunnaistermin estimoitu keskihajon-
ta on 4.96.

Koska aineisto oli keinotekoinen, estimointituloksia voidaan verrata aineiston
tuottaneeseen todelliseen malliin. Suureiden todelliset arvot ovat Gy = 90.5,
81 = 0.5, 0 = 5.25 (seuraa tehdyistd oletuksista tavalla, jota ei téssé selitetd),
korrelaatio populaatiossa p = 0.5 ja selitysaste populaatiossa R? = p? = (0.5)? =
0.25.1%0 Kaikki suureet tulivat estimoiduksi varsin hyvin.

Kuten usein on, estimoidulla vakiotermilla ei ole mielekésté tulkintaa. Esti-
moidun mallin ja vakiotermin mukaan pojan pituus olisi noin 87 senttimetrié,
jos isén pituus olisi 0 senttimetrid (kuvio 13.7), miké on jérjeton ajatus. Malli ei
valttdmatta antaisi luotettavaa ennustetta edes periaatteessa mahdollisen mutta
poikkeuksellisen lyhyen isén (esim. = 155) pojan pituudelle. Regressiomalleja
ei ylipdénsd kannata soveltaa aineiston vaihteluvilin ulkopuolella (ekstrapoloi-

da).

Edellad implisiittisesti oletettiin, ettéd kaikki x;-havainnot eivét ole yhtdsuuria.
Jos ne olisivat, f1-parametria ei voisi estimoida, mita kuva 13.8 havainnollistaa.
Seuraavassa jaksossa tarvitaan muitakin oletuksia.
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Kuva 13.8: Kaikki isdt ovat saman-
pituisia.

Kuva 13.7: Regressiosuoralla ekstra-
polointi.

13.4.2 Yhden selittijan lineaarisen regressiomallin tes-
taus

Ei ole harvinaista, ettd tutkijan pdamielenkiinto on estimoinnissa. Vaikka se ei
olisi, padsaantoisesti regressiomallin tarkastelussa ei tulisi rajoittua estimointi-
tuloksiin. Mallia tulisi aina testata. Filosofia on sama kuin muutenkin tilastotie-
teessé: Pelkké estimaatin tai tilastollisen tunnusluvun subjektiivinen arviointi
ei ole riittavad; tulee myos laskea véliestimaatti tai testata, poikkeaako tunnus-
luku nollasta tai muusta oleelliseksi katsotusta arvosta tilastollisesti merkitse-
vasti. Hedelméllisen tilastotieteen soveltamisen tunnusmerkkejd on, ettd on ar-
vioitu sekd tunnuslukujen merkityksellisyyttd sovellusalan kannalta ettd niiden
tilastollista merkitsevyyttd luottamusvélien tai testien avulla. Alla keskitytdian
testaukseen, koska niin tehdédén valtaosassa empiiristé kirjallisuutta.

Regressioanalyysilld voidaan testata parametreihin liittyvid nollahypoteese-
a (Hp). Sellaisia ovat esimerkiksi Hg: 81 = 0 tai Hp: 81 = 1. Vakiotermin
suuruutta testataan harvoin, koska silla ei ole usein selkeéd sovellukseen liitty-
vaa merkityksellista tulkintaa. Esimerkki on isid-poika-malli edelld. Vakiotermin
luontevasta tulkinnasta on esimerkki jakson 13.5.2 lopussa.

Hypoteesien testaukseen tarvitaan lisdoletuksia:

e Satunnaistermi noudattaa normaalijakaumaa odotusarvolla 0 ja varians-
silla 02: g; ~N(0,02),i=1,...,n.
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o Satunnaistermit ; eiviat korreloi keskenéén eli ne ovat riippumattomia
(normaalijakauman tilanteessa korreloimattomuudesta seuraa riippumat-
tomuus).

Oleellista on ymmartaa, etta 51 on satunnaismuuttuja. Se saa tietyn arvon tut-
kittavana olevassa aineistossa. Jos tutkittavana olisi toinen — esimerkiksi es-
poolainen 25 havainnon aineisto isien ja poikien pituuksista — saataisiin toisen-
suuruinen Bl. Samoin estimaatti muuttuisi, jos tutkittaisiin 25 helsinkil&isen,
25 jyvaskyldldisen jne. aineistoa isien ja poikien pituuksista. Koska Bl on sa-
tunnaismuuttuja, on silld (ilmeisesti) myos keskihajonta, jota kutsutaan téssa
yhteydessé keskivirheeksi (jakso 9.1).

Edelld lueteltujen oletuksien pétiessid PNS-estimaattorien jakaumat tunne-
taan. Tavalla, jota téssé ei selitetd, voidaan laskea estimoitu keskivirhe Blzlle
(s5,) ja muodostaa t-testisuure eli ¢-arvo

tg1=p10 = M ~ t(n —-2).
5p1

Nollahypoteesin Hgy: 81 = (1o pétiessd se noudattaa t-jakaumaa vapausasteil-
la n — 2. Huomionarvoista on, ettd jakauma riippuu havaintojen lukumaérésta
mutta tunnetaan kaikilla havaintomaérilla. Testisuure on hyvin intuitiivinen.
Estimaatin 3; poikkeama nollahypoteesin mukaisesta arvosta ;¢ suhteutetaan
estimaatin estimoituun keskivirheeseen. Suurikaan poikkeama ei ole tilastollises-
ti merkitseva, jos Blzn keskivirhe on suuri. Toisaalta pienikin poikkeama on ti-
lastollisesti merkitsevé, jos Blzn keskivirhe on hyvin pieni. Keskivirhe pienenee
havaintojen lukumééirian kasvaessa. (Muutkin tekijat vaikuttavat keskivirheen
suuruuteen.)

Tyypillisimmin testataan nollahypoteesia 5; = 0. Télloin testisuure on yk-
sinkertaisesti (1:n estimaatti jaettuna estimoidulla keskivirheelldén:

tg,—0 = S ~t(n —2). (13.9)
5p

Monet tilasto-ohjelmistot tulostavat tdméan testisuureen regressoitaessa selitet-
tavad yhdella selittavalla muuttujalla. Toiset ohjelmistot raportoivat PNS-esti-
maatin ja sen keskivirheen, jolloin kayttdjan tehtdvd on muodostaa osaméari
By /s 5 Tieteellisissé artikkeleissa kdytanto vaihtelee: Joissain raportoidaan es-
timaatti ja t-arvo ja toisissa estimaatti ja sen estimoitu keskivirhe. Jalkimmai-
sessé tilanteessa lukijan tulee osata itse muodostaa t-arvo, jos haluaa tietda sen
suuruuden.
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Testaaminen etenee tdmén jalkeen tavanomaiseen tapaan eli valitaan so-
pivaksi katsottu merkitsevyystaso, ja katsotaan, onko testisuureen itseisarvo
suurempi kuin merkitsevyystasoon liittyvé kriittinen arvo (kaksisuuntainen tes-
taus). Esimerkiksi 5 %:n merkitsevyystasoa kiytettdessi kriittiset arvot olisivat
isd-poika-esimerkissé t-jakauman 25 — 2 = 23:1la vapausasteella 0.025. tai 0.975.
kvantiilit.

Iséa-poika-esimerkissa Bl :n keskivirhe on 0.164, joten t-arvo on 0.531/0.164 ~
3.238. Esimerkin laskussa kaytetty R-ohjelmisto raportoi sekéd estimoidun kes-
kivirheen ettd {-arvon, joka tdsmé&a juuri lasketun kanssa. Ohjelmiston mukaan
p-arvo on noin 0.004, joten nollahypoteesi f; = 0 hyldtdan merkitsevyystasolla
0.05 ja paljon pienemmillikin merkitsevyystasoilla. Samaan tulokseen paéddy-
tddn vertaamalla t-arvoa 3.238 t-jakauman 23 vapausasteella 0.975. kvantiiliin
2.069 (qt(0.975,23)).

Testin mukaan isien ja lasten pituus ovat yhteydessd (81 # 0). Tulos on
odotettu. Mikali tutkittava ilmioé olisi tuntemattomampi, keskeinen osa regres-
sioanalyysia olisi testata, poikkeaako parametri 8 nollasta. Mikéli nollahypo-
teesia ei hylattéisi (¢-arvo olisi itseisarvoltaan pienempi kuin kriittiset arvot),
pédteltéisiin, ettd muuttujien valilld ei ole yhteytta tai ettéd aineisto ei ainakaan
ole ristiriidassa oletuksen yhteyden puuttumisesta kanssa. Mallin selitysaste oli-
si télloin lahelld nollaa (mieti miksi!), ja kaavan (13.8) perusteella muuttujien
valinen otoskorrelaatio olisi samoin ldhelld nollaa. Regressiokerrointa koskevan
testin tulos sanoitetaan monesti niin, etté siihen liittyva selittédja — edella isén
pituus — on tilastollisesti merkitseva tai ei-merkitseva.

Esimerkki. Itsemurhat.'5! Daly ym. (2011) estimoivat PNS-menetelmilli yhté-
16n
y = 24912 + 8255z + &
(2.311) (3.992)

s = 8.266, R = 0.248, n = 15.

Y14 y on itsemurhien lukuméard 100 000 kansalaista kohti, = on kansakunnan
onnellisuutta mittaava indeksi, € on jadnnos, luvut suluissa ovat estimoituja kes-
kivirheitd ja n on havaintojen lukumééré. Satunnaistermien ¢ oletetaan noudat-
tavan normaalijakaumaa N(0, 0?) ja olevan keskeniin korreloimattomia. Kukin
havaintopari (z;,y;) liittyy eurooppalaiseen valtioon (i = 1,...,15). Havainnot
ja niihin sovitettu regressiosuora ovat kuvassa 13.9. Mallin mukaan

o itsemurhaintensiteetti (itsemurhien lukuméérd 100000 kansalaista kohti)
on 24.912 (estimoitu vakiotermi), kun onnellisuusindeksi saa arvon 0.
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o itsemurhaintensiteetti kasvaa onnellisuusindeksin kasvaessa. Kun jalkim-
méinen suurenee yksikolld, edellinen kasvaa 8.255:114 (estimoitu kerroin
onnellisuusindeksille).

e 24.8 % itsemurhaintensiteetin vaihtelusta selittyy onnellisuusindeksin
vaihtelulla (selitysasteen R? suuruus).

Onnellisuusindeksi saa toiseksi ja itsemurhaintensiteetti suurimman arvon
Suomen kohdalla. Suomessa tehddin itsemurhia viel& enemmén kuin malli en-
nustaa — eniten koko aineistossa.

Korrelaatiokertoimen 0.4975:n nelié on mallin selitysaste 0.248, koska mal-
lissa on vain yksi selittaja (kaava (13.8)).
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Kuva 13.9: Itsemurhien ja onnellisuuden yhteys 15 eurooppalaisessa valtiossa.

Koska satunnaistermit € ovat normaalijakautuneita ja keskendin korreloi-
mattomia, estimoidut kertoimet jaettuna estimoiduilla keskivirheillddn ovat t-
jakautuneita. Koska mallissa on vain yksi selittdjé ja havaintoja on 15, on ja-
kauma t(15 — 2) eli t(13) (kaava (13.9)). Testisuure on 8.255/3.992 ~ 2.068. Ja-
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kauman t(13) 0.975. kvantiili on 2.160 (qt (0.975,13)). Koska |2.068| < |2.160],
niin nollahypoteesi ei tule aivan hylatyksi 5 %:n merkitsevyystasolla kaksisuun-
taisessa testauksessa. Onnellisuusindeksi ei ole tilastollisesti merkitseva selittéjéa
eikd aineiston perusteella ole syytd luopua oletuksesta, ettd itsemurhaintensi-
teetti ja onnellisuusindeksi eivéit korreloi.

Kuvion perusteella saattaisi veikata, ettd muuttujien vélilla olisi todellinen
yhteys. Selitys tilastolliselle ei-merkitsevyydelle saattaa olla aineiston pieni ko-
ko: Tilastollisesti merkitsevéd positiivinen suhde itsemurhaintensiteetin ja osa-
valtioiden onnellisuusindeksien vélilla patee Yhdysvalloissa (mt.), ja osavaltioi-
ta on enemmén kuin eurooppalaisia valtioita regressiossa edellda. Mahdollisesti
osavaltiot ovat myts homogeenisempia kuin eurooppalaiset valtiot, jolloin tut-
kittu suhde tulee selvemmin esiin osavaltioaineistossa (satunnaistermi sisaltaa
vahemmaén vaihtelevia tekijoitéd). O

13.5 Monen selittidjan lineaarinen regressiomalli

Selitettavd muuttuja Y méédrdytyy nyt monen selittdvin muuttujan z; (i =
1,...,k) lineaarisesta regressiomallista

Y =Bo+ Bz + -+ Brak + & (13.10)

Mallin tulkinta on samantapainen kuin mallin (13.1). Selitettédvd Y on jatku-
va-arvoinen, selittdjat x; voivat olla myos luokka-asteikollisia ja € on satun-
naistermi odotusarvolla 0 ja varianssilla 2. Siihen tiivistyy Y:n vaihtelu, joka
ei selity x;:den vaihtelulla. Parametrit Sy, ..., 8; ovat kiinteitd yleensd tunte-
mattomia lukuja, joiden suuruudet pyritdédn selvittdmaédn regressioanalyysilla
(eritoten f;:std By :hon). Parametria 3y kutsutaan vakiotermiksi ja parametreja
B1,. .., B (regressio)kertoimiksi. Yksinkertaisuuden vuoksi selittdjit z; olete-
taan kiinteiksi (niissé ei ole satunnaisuutta).

Mallin (13.10) systemaattinen komponentti on selitettdvan (selittdjien x;
arvoista riippuva) odotusarvo

E(Y) =E(Bo + i1 + -+ + Brar +€) = Bo + frwy + -+ Bexp. (13.11)

Vakiotermi kuvaa nyt selitettdvin odotusarvoa, kun kaikki selittdjat saavat ar-
von O:
E(Y)=E(Bo+B1 X0+ -+ B x 0+¢) = fo.

Kuten yhden selittdjin regressiossa (jakso 13.4.1), tdmé tulkinta ei ole aina
jarkeva.
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Kerroin f; kuvaa x;:n yksikon suuruisen muutoksen vaikutuksen Y :hyn, kun
muut selittdjat eivat muutu. Monesti mielenkiintoisin kysymys on, eroavatko
Bi-kertoimet nollasta eli selittdakod x;:den vaihtelu Y:n vaihtelua.

13.5.1 Monen selittdjan lineaarisen regressiomallin esti-
mointi ja selityskyky

Monen selittdjin regressiomallin (13.10) systemaattisen komponentin ja para-
metrien selvittdminen edellyttdéd n:std havaintovektorista [z11 ... Z1x ¥1],- .-,
[Zn1 .- Tnk Yn] koostuvaa aineistoa (n > k). Merkintéd [z ... x4 y;] tarkoit-
taa, ettd selittdvien muuttujien ja selitettdvan muuttujan lukuarvot 7. havainnon
kohdalla on jarjestetty luettelon tapaan jonoon (esim. [180.2 172.6 178.7], jos
k = 2). Muuttujien ensimméinen indeksi on havainnon numero (i = 1,...,n) ja
jéalkimméinen kertoo, misté selittdjéstéd havaintoarvo x;; on (j =1,...,k). Yh-
denkédén selittdjin x; arvot eivit saa riippua téydellisesti lineaarisesti muiden
selittdjien z;, j # i, arvoista.®?

Monen selittdjan regressiossa aineistoon sovitetaan selitettavan ja selittajien
vélisen riippuvuuden summeeraava lineaarinen funktio eli mallin (13.10) syste-
maattinen osa (13.11).153 Sovittaminen tehddén yleisimmin PNS-menetelméilld
jaksossa 13.4.1 esitettyyn tapaan. Parametrien Sy,. . ., 8; lukuarvot valitaan mi-
nimoimaan y;-havaintojen poikkeamien systemaattisesta komponentista neliti-
den summa:

ming, . g, Yy Vi — (Bo + Bizin + -+ + Brxix)|?
= ming,, g, Z?:l(yz‘ —Bo— Brzin — - — 5k$ik)2~

(Hakasulut eivit téssd liity vektorimerkintddn edelld. Hakasulut voisi téssé
korvata kaarisuluilla.) Nelibsumman minimoivat parametriarvot ovat PNS-es-
timaatteja BO, ceey Bk. Jaksossa 13.4.1 selitetyt késitteet yleistyvat muutenkin
suoraviivaisesti k:n selittdjan tilanteeseen. Sovitteet (g;), jadnnokset (¢;), jadn-
nosneliGsumma ja satunnaistermin varianssin estimaatti ovat nyt

Ui = Bo +Bl$i1 + -+ kaik;

éi:yz'*ﬁi:yi*(ﬁo+319§¢1+"'+ﬁkxik):yz‘*BAO*Blu’Cm*“'*kaik,

INS = (i — Bo — Brwin — -+ — Braar)”
i=1
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ja
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s = n—k_1 ;(yz Bo — Brzir Brir)”- (13.12)
KokonaisneliGsumman ja selitysasteen kaavat (13.6) ja (13.7) eivit muutu. Tér-
ked ero on, ettd selitysasteen ja otoskorrelaation nelion sitova kaava (13.8) pa-
tee nyt, kun otoskorrelaatiokerroin p on laskettu selitettdvin muuttujan y; ja
sen sovitteen ¢; vélille. (TA4méa tulkinta on mahdollinen myos yhden selittdjan
regression mallin kohdalla.) Korrelaatiokerrointa kutsutaan téassi yhteydessé yh-

teiskorrelaatiokertoimeksi (multiple correlation coefficient).

13.5.2 Monen selittdjan lineaarisen regressiomallin tes-
taus

Térkein ja useimmin testattu monen selittdjin regressiomallin (13.10)
Bi-kertoimia koskeva mnollahypoteesi on, ettd ne ovat kaikki nollia (Ho:
81 = -+ = B = 0). Nollahypoteesin mukaan selittajit x; eivit kykene
selittdméan selitettdvin y:n vaihtelua. Td&mén hypoteesin péteminen tai péte-
mattémyys on tutkijalle usein keskeisimpid kysymyksid. Testaamista varten
satunnaistermit oletetaan normaalijakautuneiksi ja riippumattomiksi jakson
13.4.2 tapaan.

Nollahypoteesia Hg: 51 = -+ = B = 0 testaava F-testisuure on hyvin
yksinkertainen:

R2/k
1-R)/(n—k—1)

F= ~F(k,n—k—1). (13.13)
Se noudattaa nollahypoteesin pétiessd F-jakaumaa k:lla ja n — k — 1:114 va-
pausasteella. Jalleen (vrt. jakso 13.4.2) jakauma riippuu havaintojen lukumé&é-
rastd tunnetaan kaikilla havaintoméaarilla.

Mikali selittdvid muuttujia on vain yksi (k = 1), niin F-testisuure on sama
kuin yhden selittdjan regressiomallin yhteydessé esitetyn ¢-testisuureen (13.9)
nelio tai korrelaatiokertoimen ¢-testisuureen nelio:

R2/1 R2 ,62

sy ey Rl bl b

F =

Kolmas yhtdsuuruus seuraa yhtilosta (13.8) ja neljis yhtéalosta (12.10). Toiseksi
viimeinen muoto tekee selviksi, ettéd testisuure regressiokertoimen (1 nolluudel-
le nivoutuu - ja y-muuttujien otoskorrelaatioon.'®* Kaksisuuntaisessa testauk-



279 13.5 Monen selittéjéin lineaarinen regressiomalli

sessa F- ja t-testit johtavat tdsmélleen samoihin johtopa#toksiin, koska F(1, d)-
jakauman kvantiilit ovat samat kuin t(d)-jakauman kvantiilit nelidityna (jakso
7.2.4).

Testisuureen suuret arvot ovat testin kannalta halyttévida. Useimmat tilasto-
ohjelmistot laskevat F-testisuureen automaattisesti regression yhteydessa.

F-testisuureen intuitio on selked. Mikali selittdjat x; kykenevat selittamadn
suuren osan selitettdvin y vaihtelusta (KNS), niin jéljelle jadva selittdméaton
vaihtelu (JNS) muodostuu pieneksi ja selitysaste R? suureksi (kaava (13.7)).
Kaavasta (13.13) niihdédin, ettd mitd suurempi R? on, sité suurempi on F-testi-
suure. F-testi siis halyttad, kun selittdjilla on aineistossa hyva selityskyky. Myo6s
havaintojen lukumééréin kasvattaminen pyrkii kasvattamaan F-testisuuretta ja
todennakoisyyttd hyldtd nollahypoteesi, kun se ei pdade. Mikéli nollahypoteesi
pétee, R? tapaa jaads pieneksi ja F-testisuure samoin.

Yleisid mallin (13.10) parametreja koskevia mnollahypoteeseja ovat, ettd
i:nnen selittdjan kerroin on nolla (Hg: 8; = 0) tai ettd se on tietyn suuruinen
(Ho: B; = fio). Edellisessé tilanteessa i:nnettd selittdjaa ei tarvittaisi regres-
siossa (13.10). Néitd nollahypoteeseja voidaan testata jakson 13.4.2 tapaisilla
t-testisuureilla:

1g,=B: = M ~ t(n — k- 1)
S5,
ja
b
Bi=0 = —— ~ t(n — k- 1). (13.14)
5B

Vastaavan nollahypoteesin péatiessd ne noudattavat t-jakaumaa vapausasteilla
n—k—1. Taas jakauma seuraa havaintojen lukumaéraa ja tunnetaan. Tilasto-oh-
jelmisto raportoi yleensd automaattisesti jalkimmaéisen t-arvon kaikkien selitta-
jien estimoiduille kertoimille tai niiden estimoidut keskivirheet s g 1= 1,...,k.
Testaus tapahtuu jaksossa 13.4.2 selitetylld tavalla. Sielld kuvattiin myos t-tes-
tisuureiden intuitio.

Monesti on kiinnostavaa testata, olisivatko mallin (13.10) d (0 < d < k)
oikeanpuoleisinta selittdjad tarpeettomia eli péteekd Bro+1 = -+ = B =
jossa kg = k—d > 0. (Oletus tarpeettomien selittijien sijoittumisesta mallin oi-
keanpuoleisimmiksi tehdddn merkintojen yksinkertaistamiseksi.) Néin rajoitettu
malli olisi

Y =pBo+ iz + -+ BroTr, + € (13.15)

Se saadaan mallista (13.10) erikoistapauksena asettamalla d kappaletta
Bi-kertoimia nollaksi (kg + 1). selittdjistd lahtien.
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Nollahypoteesia Ho: fr,+1 = -+ = B = 0 voidaan testata testisuureella

(R* —R})/d
(1-R»)/(n—k—-1)

Testisuure vaatii seké regression (13.10) etta regression (13.15) laskemisen. J&l-
kimmiisen regression selitysastetta on merkitty ylli R2:1la. Nollahypoteesin pé-
tiessé testisuure noudattaa F-jakaumaa d:1l& ja n — k — 1:114 vapausasteella.
Testisuureen suuret arvot ovat halyttavia.

Tamankin testisuureen toimintaperiaate on hyvin ymmarrettava. Mikali ker-
toimet Bk,+1,. .-, 0k poikkeavat tai osa niistd poikkeaa nollasta, mallien seli-
tysasteiden tulisi erota selvisti. Tilloin erotus R2—RZ testisuureen osoittajassa
muodostuu suureksi ja testisuure samoin. Mikali d. viimeiselld selittéjalld ei ole
selitysvoimaa (nollahypoteesi pétee), erotus ja testisuure jaavéit pieniksi.

Muunkinlaisia rajoituksia (esim. §; = B2 tai f1+- -+ = 1) mallin (13.10)
parametreille voidaan testata. Asia jatetddn maininnan varaan.

Vaikka testit kohdistuvat selittdjien kertoimiin, monesti puhutaan selittéjien
tilastollisesta merkitsevyydestd. Niin myo6s alla.

~F(d,n—k—1).

Esimerkki. Siivoojien tuntipalkat 1.1%° Keinéinen ja Pakarinen (2009) tutkivat
siivoojien tuntipalkkoja ja mahdollista palkkasyrjintdd suomalaisessa siivousyri-
tyksessd vuonna 2007. He estimoivat vaihtoehtoisia malleja, jotka ovat kaikki
palkkasyrjintdd koskevalta tulokseltaan yhtépitavid. Yksi heiddn PNS-menetel-
maélla estimoimistaan malleista on

y = 8430 + 0.114z; — 0.00lz, -+ 0.169z3 + 0.339z, + &
(0.000) (0.840) (0.983) (0.747) (0.000)

(13.16)
R? = 0.256, F = 11.269, n = 137.

Yhtalossa y on tuntipalkka, 1 on osoitinmuuttuja, joka saa arvon 1, kun siivoo-
ja on mies ja 0 muuten, xo on siivoojan ik, x3 on osoitinmuuttuja tyosuhteen
laadulle, joka saa arvon 1, kun tydsuhde on toistaiseksi voimassa oleva ja 0
muutoin ja x4 on tyoésuhteen kesto vuosina. Muut merkinnét (F-testisuureella
tdaydennettynd) ja oletukset ovat kuten edellisessé esimerkissd. Kukin havainto-
vektori [z1 ... x4 y;] liittyy yhteen siivojaan (i = 1,...,137).
Satunnaistermin normaalisuusoletuksen perusteella t-ja F-testisuureet nou-
dattavat t- ja F-jakaumia, kun testatut regressiokertoimet ovat nollia. Muuttu-
jien selityskykyd yhdessa tutkaillaan testisuurella F' = 11.269. Nollahypoteesin
pétiessé se on F(4,137 — 4 — 1)- eli F(4, 132)-jakautunut (kaava (13.13)). T&-
min F-jakauman 0.95. kvantiili on 2.440 (qf(0.95,4,132)).1°¢ Tehdiin testi
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merkitsevyystasolla 0.05. Koska 11.269 > 2.440, niin nollahypoteesi hyl&téaén.
Mallin selittajilla on yhdessa selityskykya.

Sukupuoliosoittimen ¢-arvo on 0.114,/0.840 = 0.136. Nollahypoteesin (regres-
siokerroin on 0) pétiessi se noudattaa t(137 — 4 — 1) eli t(132)-jakaumaa (kaa-
va (13.14)). Sen 0.95. kvantiili on 1.656 (qt(0.95,132)).157 Koska [0.136] <
|1.656], niin nollahypoteesia ei hylatd kaksisuuntaisessa testauksessa merkitse-
vyystasolla 0.1. Aineiston mukaan ei ole syytd luopua oletuksesta, ettd mie-
het ja naiset saavat samaa palkkaa (kun muut palkkaan vaikuttavat tekijat on
huomioitu) eli ettd palkkasyrjintdd ei ole. Ikdmuuttujan estimoitu kerroin on
—0.001, ja sen t-arvo on —0.001/0.983 ~ —0.001. Testisuureen arvon perus-
teella on selvéd, ettd ikdmuuttuja ei voi olla tilastollisesti merkitseva selittdja
millddn jarkevalld merkitsevyystasolla. Aineiston mukaan iké ei vaikuta siivo-
jan palkkaan. Samoin voidaan pééitelld, ettd tyosuhteen laatu ei nédytd olevan
yhteydessi palkkaan (0.169/0.747 = 0.226). Tyosuhteen kesto on tilastollisesti
merkitsevé selittdja palkalle: ¢-testisuure on 0.339 jaettuna lihes nollalla (ker-
toimen estimaatin keskihajonta on raportointitarkkuuden ylld mukaan 0.000
mutta todellisuudessa hieman nollaa suurempi).

Selittéjista ainoastaan tyosuhteen kesto nayttéaéd olevan yhteydessa siivoojien
palkkaan. Kukin tyévuosi nostaa palkkaa 0.339 euroa.

Tutkimuksessa seuraava vaihe voisi olla estimoida malli, jossa ainoa selittaja
on tyosuhteen kesto. Talloin luultavasti saataisiin hieman eri ja keskimaérin hie-
man tarkempi estimaatti lisityovuoden palkkaa nostavalle vaikutukselle. Téllai-
sen mallin vakiotermi olisi palkka siivoojalle, joka on juuri aloittanut siivoojan
tyouransa.

Mallin (13.16) vakiotermilld ei ole jarkevédd tulkintaa. Kirjaimellisesti tulki-
ten se olisi palkka O-vuotiaalle naissiivoojalle, jonka tyosuhde ei ole toistaiseksi
voimassa oleva ja jonka tyosuhde on vasta alkanut. [J

13.6 Varianssianalyysi

Varianssianalyysi (analysis of variance, ANOVA) voidaan tulkita regressioana-
lyysin erikoistapaukseksi, jossa kaikki selittdjat ovat luokkamuuttujia (téssé
yhteydessa factor). Tutkimuskysymys on, onko jatkuva-arvoisen selitettavin
muuttujan odotusarvo sama luokkien ryhmissé vai ei. Tyypillisesti varianssiana-
lyysilla tutkaillaan vihintd4n kolmen tai useamman odotusarvon yhtdsuuruut-
ta tai eroavuutta, mutta odotusarvoja kahdessakin luokassa voidaan verrata.
Mikéli luokkamuuttujia on yksi, puhutaan yksisuuntaisesta varianssianalyysis-
ta (one-way analysis of variance). Jos luokkamuuttujia on kaksi, nimitys on
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kaksisuuntainen varianssianalyysi (two-way analysis of variance). (Jne.) Miké-
li selittdjind on myos muita kuin luokkamuuttujia, muita selittdjid saatetaan
kutsua tédssa yhteydessa kovariaateiksi (covariate) ja analyysia kovarianssiana-
lyysiksi (analysis of covariance, ANCOVA ). Jakson 13.5.2 esimerkissé siivoojien
tuntipalkoista tehtiin kovarianssianalyysia.

Yksi- ja kaksisuuntainen varianssianalyysi-nimitykset ovat harhaanjohtavia.
Odotusarvot, eivat varianssit, ovat suurennuslasin alla, eikd suunnistakaan ole
kyse. Nimi juontaa Ronald Fisherin tutkimuksiin 1920-luvulla ja tuli tunnetuksi
Fisherin (1925) soveltajille suuntaaman vallankumouksellisen oppikirjan myoté.

Varianssianalyysissa vasteen varianssi hajotetaan luokkamuuttujien varians-
seihin luokissa. Menettely selitetddn alla yhden luokkamuuttujan tilanteessa.
Vaikka varianssihajotelmat ovat omalla tavallaan mainioita, opiskelun tehok-
kuuden takia alla varianssianalyysi istutetaan jo opiskeltuun regressioanalyy-
siin. Varianssihajotelmat ja regressioanalyysi tuottavat yhtépitdvit vastaavat
testit.

13.6.1 Yksisuuntainen varianssianalyysi

Oletetaan, ettd satunnaismuuttujat Y;; ovat normaalijakautuneita N(u;, o?) ja
riippumattomia. Indeksi ¢ viittaa luokkaan ¢ =1,...,m ja j = 1,...,n; havain-
non jirjestysnumeroon luokassa i. Yksisuuntainen varianssianalyysi kiteytyy F-
testiin nollahypoteesille Hy: 1 = - -+ = py,. Varianssianalyysilla testataan, eroa-
vatko odotusarvot luokissa. Vastahypoteesi on, ettd ainakin yksi odotusarvoista
poikkeaa muista.
Lasketaan luokkakohtaiset otoskeskiarvot
DY ey

;=
n;

ja kaikkien havaintojen keskiarvo eli kokonaiskeskiarvo (grand mean)

Diny Z?:l Yij
—

y=
Y4 n=mni + -+ n,,. Nelidimalla identiteetti
Yij — 9= Ui —9) + (vij — %)
puolittain seuraa neliGsummahajotelma

m  n; m N

SN -0 = 7YYy — )

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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m m ng

= Zni@i —9)*+ Z Z(yij — i)

i=1 j=1

(Neli6innistd muodostuva ristitulotermi havidd summauksessa. Harjoitustehté-
vd.) Sen 1., 4. ja 5. kaksoissummaa kutsutaan kokonaisneliosummaksi (KNS),
luokkaneliosummaksi (LNS) ja jaddnnosneliocsummaksi (JNS):

KNS = LNS + JNS.

Mikéli nollahypoteesi pétee, luokkakohtaiset otoskeskiarvot y; eivit tapaa
poiketa suuresti kokonaiskeskiarvosta ¢ eiké luokkaneliGsumma LNS tapaa muo-
dostua suureksi. Testisuure vertaa keskineliosummien LNS/(m —1) ja JNS/(n —
m) suhdetta ja noudattaa nollahypoteesin péatiessid F(m — 1,n — m)-jakaumaa:

_LNS/(m — 1)

F= INS/(n —m)

~F(m—1,n—m). (13.17)

Testisuure punnertaa hylkaysalueelle, jos LNS/(m — 1) on suuri suhteessa nor-

meeraavaan tekijadn satunnaistermin varianssin estimaattiin JNS/(n —m).
Joskus varianssianalyysin tulos esitetdédn varianssianalyysitaulukkona:

vaihtelu  nelio- vapaus- keskinelio- F
summa asteet summa

luokka LNS m—1 LNS/(m —1) [LNS/(m — 1)]/[INS/(n — m)]
jaannos  JNS n—m  JNS/(n—m)
kokonais KNS n—1 KNS/(n —1)

Varianssianalyysi-nimitys juontaa siita, ettd havaintojen vaihtelu ositetaan luok-
kien ja jadnnoksen vaihteluun, joita verrataan.

Testi voidaan pukea regressioanalyyttiseen kaapuun. Estimoidaan PNS:114
malli

Yij = Bo + Bax2j + -+ + BrnTmj + €ij- (13.18)

Siind x; on osoitinmuuttuja, joka saa arvon 1, jos havainto kuuluu luokkaan g,
ja 0 muulloin. Ensimmaisen luokka on vertailuluokka, jolle ei ole osoitinmuuttu-
jaa. Mallin vakiotermi tekeytyy ensimméisen luokan odotusarvoksi. Regressio-
kertoimet nappaavat kunkin luokan odotusarvon poikkeaman ensimméisen luo-
kan odotusarvosta. Voidaan osoittaa, ettd mallista (13.18) laskettu F-testisuure
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nollahypoteesille Hp: 83 = -+ = B, = 0 on F-testisuure (13.17) nollahypotee-
sille Ho: g1 = -+ = -

Yksinkertaisimmillaan testataan kahden luokan odotusarvon yhtdsuuruut-
ta. Télloin testi voidaan tehd& yhtédpitdvasti myos regressiokertoimen nolluutta
testaavalla t-testilla tai kahden odotusarvon erotusta yhtdsuurien varianssien
tilanteessa testaavalla t-testilld (jakso 12.4.5).

Esimerkki. Uraseurantakysely.!®® Valtakunnallisella maistereiden uraseuranta-
kyselylla haetaan tietoa heidén sijoittumisestaan tyéelaméan ja tyytyviisyydes-
té tutkintoonsa. Helsingin yliopiston 11 tiedekunnasta vuonna 2011 valmistu-
neille syksylld 2016 suoritetun kyselyn miesten ja naisten tiedekunnittaiset vas-
tausprosentit ovat kuvassa 13.10. Estimoidaan PNS:1l4 malli, jossa selitetddn
vastausprosentteja sukupuoliosoittimella (2: 0 = mies ja 1 = nainen):

y = 33571 + 659z + &
(2.579) (3.647)

s =2.924, R? = 0.141, F = 3.270, n = 22.

Parametrien estimaattoreiden estimoidut keskivirheet ovat suluissa.

Jaannoksen keskihajonta on 2.9-prosenttiyksikkod. Se kuvaa prosenttiosuuk-
sien vaihtelun suuruutta aineistossa. Téssd mallissa vakiotermill& on selked tul-
kinta: Vakiotermin estimaatti on miesten estimoitu vastaustodennékoéisyys 33.6
%. Mallin mukaan naisten vastaustodennikoisyys 33.571 + 6.595 =~ 40.2 % on
6.6 %-yksikkoa suurempi kuin miesten. Ero ei ole tilastollisesti merkitseva: F-
testisuureen p-arvo on 0.086 (1-pf(3.27,1,20)). F-testisuure on ¢-testisuureen
nelio: 3.270 ~ 1.808314% =~ (6.595/3.647)%. Sama p-arvo saadaan t-jakaumasta
(2% (1-pt (1.808314,20))).

Testissa vertaillaan kahta odotusarvoa olettaen havainnot normaalisiksi nii-
den ymparilla. Testitilanne on sama kuin jaksossa 12.4.5. Sielld kuvatun ¢-tes-
tisuureen laskeva R-komento t.test(x1,x2, var.equal=TRUE) tulostaa niin-
ikddn p-arvon 0.086 (kun x1 ja x2 sisiltdvéit ryhmien havainnot).

Testien nollahypoteesin mukaan havainnoilla on sama odotusarvo —
esimerkin tilanteessa vastaustodennékoisyys — ja varianssi. Keskeisen ra-
ja-arvolauseen (7.3) perusteella kukin vastausosuushavainto on likim&&rin
N(m,m(1 — 7)/n*)-jakautunut, jos vastausastehavainnot ovat samankokoisista
otoksista (n; = n*, i =1,...,n) ja m on kunkin kontaktoidun todennikéisyys
vastata (jakso 9.3). Kuvatut kolme testid (F-testi, regressiokertoimen ¢-testi
ja odotusarvojen erotuksen {-testi) ovat yhtapitavit. Nollahypoteesin pétiessa
testisuureiden jakaumat pétevit likiméarin, kun vastausosuushavainnot on
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laskettu suurista havaintomaééristd n*, jolloin vastausosuudet ovat likiméarin
normaalijakautuneita.

Huom1! Jos vastaustodennikoisyys eroaa sukupuolilla, satunnaistermin va-
rianssi eroaa selittdjan kahdella arvolla. PNS ei ole t&lloin paras mahdollinen
estimointimenetelmé. Asiaan palataan jaksoissa 13.7, 13.11.3 ja 14.1.

Huom?2! Osoitinselittdjan tilanteessa mallia ei pidd soveltaa muille arvoille
kuin 0 ja 1! Muilla arvoilla ei ole mielekésté tulkintaa. [

wastausosuus (%)
e o wpos

sukupuoliosoitin

Kuva 13.10: Helsingin yliopiston 11 tiedekunnasta vuonna 2011 valmistuneiden
maistereiden vastausosuudet syksyn 2016 uraseurantakyselysséd. 0 = mies. 1 =
nainen.

Esimerkki. Nuoren tytdn itsevarmuus.'®® Malli on

y = Bo + Paws + P3x3 + Byrs + €.

Selitettédvad muuttuja on peruskoulun yldasteikéisen (7.-9.-luokkalaisen) nuoren
tyton itsevarmuusindeksi. Se saa arvoja valilla [1.0,5.0] (suuri arvo, suuri it-
sevarmuus). Selittajd on luokka-asteikollinen didin kasvatustyyli. Kasvatustyy-
lejé on nelja: laiminly6véd, autoritaarinen (z2), salliva (x3) ja auktoritatiivinen
(z4). Kolmea viimeksi mainittua kasvatustyylié varten on luotu osoitinmuuttu-
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ja. PNS-estimointi tuottaa mallin

y = 2833 4+ 0308z, + 051023 + 0.670z, -+ &
(0.150) (0.250) (0.205) (0.171)

s =0.823, R2 = 0.0835, F = 5.435, n = 183.

Aidin laiminly6vas kasvatustyylid kokeneen tyton itsevarmuusindeksi on mallin
mukaan keskimadrin 2.83. Kaikilla muilla kasvatustyyleilld tyton itsevarmuusin-
deksi estimoituu suuremmaksi. Muiden kasvatustyylien ero on tilastollisesti mer-
kitseva: F-testisuure noudattaa nollahypoteesin pétiessa F(3, 179)-jakaumaa. F-
testisuureen p-arvo on 0.001 (1-pf(5.435,3,179)). Tyton itsevarmuus ja didin
kasvatustyyli ovat yhteydessé toisiinsa.

Regressio viestii, etté didin auktoritatiivisessa kasvatuksessa varttuneet tytot
ovat erityisen itsevarmoja. Heidédn itsevarmuusindeksinsé on keskiméérin 2.83 +
0.67 = 3.50. Ero didin kasvatuksellisesti laiminlyémiin tyttéihin on tilastollises-
ti merkitseva: 0.670/0.171 = 3.915. Sen p-arvo on alle 0.001 (2*(1-pt(3.915,
179))). Myo6s didin salliva kasvatustyyli vaikuttaa olevan yhteydessi tyton suu-
rempaan itsevarmuuteen: Itsevarmuusindeksi on talléin 2.83 + 0.51 = 3.34. Es-
timoidun regressiokertoimen ¢- ja p-arvot ovat 0.510/0.205 ~ 2.490 ja 0.014
(2% (1-pt(2.490,179))). O

13.6.2 Kaksisuuntainen varianssianalyysi

Kaksisuuntaisessa varianssianalyysissa tutkitaan riippumattomien satunnais-
muuttujien Yi;rz ~ N(uij, o?) odotusarvojen ti; mahdollista riippuvuutta
kahdesta luokkamuuttujasta x ja z. Indeksit ¢ ja 7 nimeévat luokat ¢ =1,...,1
jag=1,...,J,jak =1,...,n on havainnon jirjestysnumero, kun havainto
on luokkamuuttujien luokkien leikkauksessa eli solussa 4j.

I x J -taulukko

z
21 Z']
r r1 MH11 v M1g M1
Xr  Mrno o Hrg o MI.

fa e fg o fhe
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havainnollistaa odotusarvojen maaraytymistd. Kullakin x:n ja z:n luokan ar-
volla eli kussakin #j-solussa odotusarvo u;; voi olla eri. Oikeanpuolimmaisessa
sarakkeessa on kunkin rivin odotusarvojen keskiarvo reunakeskiarvo

J
L ijl Hij
Hie ==

ja alimmalla rivilld kunkin sarakkeen reunakeskiarvo

I
[ = i1 Mij
y T

Kokonaiskeskiarvo on kaikkien odotusarvojen keskiarvo:

I J J
b = Dim1 D1 Hij _ Ez‘I:1 Hi- Yy

I xJ I J

Reunakeskiarvot (ja kokonaiskeskiarvo) summeeraavat huomion kohteena ole-
vat soluodotusarvot p;; mutteivit valttaméttd yhdy vastaaviin riveittéisiin ja
sarakkeittaisiin Y;;z:n odotusarvoihin.

Mikali satunnaismuuttujan Y;; odotusarvo méaaraytyy kummastakin luokka-
muuttujasta itsendisesti toisen luokkamuuttujan arvosta riippumatta, erotus

ei riipu indeksistd j (i #i* = 1,...,1) eikd erotus
Mij = ije = Hoj = [ (13.20)
indeksistd ¢ (j # 7* = 1,...,J). Talloin erotukset ovat samat eri sarakkeissa

(yhtdls (13.19)) tai eri riveilld (yhtdls (13.20)). Erotukset (13.19) ovat luok-
kamuuttujan z ja erotukset (13.20) luokkamuuttujan z pddvaikutukset (main
effect).

Luokkamuuttujilla voi olla yhdysvaikutuksia (interaction) satunnaismuuttu-
jan Y;; odotusarvoon. Silloin yhtélot (13.19) ja (13.20) eivét ylipddnsa pade ja
vastaavien solujen odotusarvojen erotukset voivat olla erisuuria eri sarakkeilla
tai riveilla.

Kuva (13.11) havainnollistaa tilannetta I = J = 2:

z
21 22

T Ty 11 H12 M1
To  Mo1  H22  Mo2.
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Kuvan vasemmassa puoliskossa satunnaismuuttujan Y;; odotusarvo kasvaa
paavaikutuksen p.o — p.; verran luokkamuuttujan z arvon muuttuessa zj:std
zo:hteen riippumatta luokkamuuttujan z arvosta (z; tai xz2). Kuvan oikeassa
puoliskossa yhdysvaikutus tekee tekosiaan. Luokkamuuttujan z arvon muu-
toksen vaikutus satunnaismuuttujan Y;; odotusarvoon riippuu siitd, kumpi
luokkamuuttujan x arvoista pétee. Erotus p.o — p.; ei endd piirrd satunnais-
muuttujan Y;; odotusarvon muutosta, kun luokkamuuttujan z arvo vaihtuu
z1:sté zo:hteen.

Tilanne I =2 ja J =3 eli

zZ1 22 Z3

r rr  H11 MH12 H13 Hi1.
T2  H21 22 23 M2.

on kuvan (13.12) aihe. Ruudussa vasemmalla satunnaismuuttujan Y;; odotusar-
vo muuttuu luokkamuuttujan z arvojen mukaan riippumatta luokkamuuttujan
x arvosta. Keskimmaéinen kiyra (u.; — p.o — p.3) polveilee erotusten eli luok-
kamuuttujan z paavaikutusten mukaisesti. Ruudussa oikealla on yhdysvaikutus
luokkamuuttujan z arvolla z3. Erotus p.3—p.o ei endd kuvaa satunnaismuuttujan
Y;; odotusarvon muutosta siirtymaéssé zo — 23 kummallakaan luokkamuuttujan
z arvolla z; tai z4.10

Jatketaan tarkastelua regressiokehikossa. Vakiotermi toimii vertailuluokka-
na. Paé- ja yhdysvaikutukset voidaan pyydystéda osoitinmuuttujien avulla. Luok-
kamuuttujia x ja z varten luodaan I — 1 ja J — 1 ja yhdysvaikutuksia varten
(I —1) x (J — 1) osoitinmuuttujaa. Regressiomallissa on parametreja 1 + (I —
D4+ (J-1)+{T—-1)x(J—1) =1 x J kappaletta eli yhtd4 monta kuin luokkien
yhdistelmié. (I x J):1l1& parametrilla voi kuvata mink&laisen tahansa odotusar-
vorakenteen (I x J):ssé solussa.

Taulukko
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H12
o X4

H12
o X1

M1t M1
o

O X2 L8]

Ha
/“22
o

o
K21 P21\
o X

H22

21 22 Z4 22

Kuva 13.11: Luokkamuuttujat ja odotusarvot (2 x 2 -taulukko). Vasen:
dysvaikutusta. Oikea: Yhdysvaikutus.

Ei yh-

o
\ 0 Xq
o/
o
\ o Xz
o/ o o X1

z4 23 z3 z4 2, z3

Kuva 13.12: Luokkamuuttujat ja odotusarvot (2 x 3 -taulukko). Vasen
dysvaikutusta. Oikea: Yhdysvaikutus.

: Ei yh-
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r zZ I3 ¥ z23 To X 29 To2 X 23 Wij

1 1 0 0 0 0 0 i1 = Bo

1 2 0 1 0 0 0 12 = Po + 72

1 3 0 0 1 0 0 p13 = Bo + 3

2 1 1 0 0 0 0 21 = Bo + B2

2 2 1 1 0 1 0 t22 = Bo + B2 + y2 + 022
2 3 1 0 1 0 1 pas = Bo + B2 + 73 + da23

konkretisoi tilanteen I = 2 ja J = 3. Parametreja tarvitaan talloin 2 x 3 = 6:
vakiotermille 1, z:lle 1, z:lle 2 ja 2 poimimaan yhdysvaikutukset. Kaksi ensim-
maéistd saraketta erittelevit luokkien kaikki mahdolliset yhdistelmét. Taulukkoa
vastaava malli on

y = Bo + Bara + y222 + V323 + 227222 + J237223 + €. (13.21)

Silla voidaan mallittaa vasteen Y;; odotusarvo kaikissa luokkien yhdistelmissa.
Odotusarvon yhteys parametreihin on kuvattu taulukon viimeisessé sarakkeessa.
Jos yhdysvaikutuksia ei ole, osoittimien xs, 25 ja z3 kertoimet fa, 2 ja 3 ovat
niiden paidvaikutukset. Yhdysvaikutustilanteessa ristitulotermien x229 ja x223
kertoimet muokkaavat odotusarvot pso ja pes yhdysvaikutusten mukaisiksi.

Kuvan (13.12) oikean ruudun poukkoilevat odotusarvot voi ajatella poimit-
taviksi mallilla (13.21) ndin: Suureet By, Bo + V2 ja Bo + 73 viitoittavat punai-
sen murtoviivan (@17 — p12 — p13). Summa [y + B2 merkitsee sinisen mur-
toviivan (p21 — pee — pos) alkupisteen. Jéljelld olevat kaksi parametria dag
ja 023 seuraavat muista sopeutumalla yhtaloihin pse = B + P2 + 72 + d22 ja
p23 = Bo + B2 + 3 + d23.

Esimerkki. Nuoren tyton itsevarmuus (jatkoa). Mallitetaan nuoren tyton itse-
varmuutta sekd didin (z) ettd isdn (z) kasvatustyyleilld (laiminlyova = 1, au-
toritaarinen = 2, salliva = 3 ja auktoritatiivinen = 4). Kuudesta havainnosta
puuttuu tieto isdn kasvatustyylistd. Jatketaan mallittamista 183 — 6 = 177:114
havainnolla, joissa on tieto seké &idin ettéd isén kasvatustyylisté.

Estimoidaan PNS-menetelmalla pelkkia pdavaikutuksia sisdltdva malli

y = 2820 + 0.138z5 + 0407z3 + 0.348z,
(0.158) (0.258) (0.226) (0.205)

— 0002z + 0089z + 0571z4 + &
(0.193) (0.208) (0.184)
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s =0.804, R? = 0.1545, F = 5.178, n = 177.

F-testisuureen p-arvo on alle 0.0001 (1-pf(5.178,6,170)), joten ainakin yksi
selittdjistd on yhteydessé itsevarmuuteen. Aidin sallivalla tai auktoritatiivisel-
la kasvatustyyleilld on kohtuullisen kokoiset kertoimet, mutta niiden ¢-arvojen
p-arvot ovat suurehkoja (0.074 ja 0.091). Isdn auktoritatiivisen kasvatustyylin
kerroin on suurin ja yksin sen t-arvo 0.571/0.184 =~ 3.095 vaikuttaa huomion-
arvoiselta (p = 0.002; 2*pt(-3.095, 170)). Selitysaste 0.155 on ldhes kaksi
kertaa 0.084 eli selitysaste selitettdessd itsevarmuutta yksin didin kasvatustyy-
leilla. Vertailua vaikeuttaa, ettd malleissa ei ole selitetty aivan samoja havaintoja
(n =183 tai n = 177).

Estimoidaan PNS-menetelmélld yhdysvaikutusmalli, jossa itsevarmuutta se-
litetddn aidin ja isén auktoritatiivisella kasvatustyylilla ja niiden yhdysvaiku-
tuksella:

y = 3.090 + 0.027z4 + 02562 + 0424z424 + &
(0.097) (0.159) (0.261) (0.309)

s = 0.805, R? = 0.1386, F = 9.277, n = 177.

Vakiotermi nappaa nyt itsevarmuuden ryhmaéssé, jossa vanhempien kasvatus-
tyyli on ollut laiminly6vé, autoritatiivinen tai salliva. Estimaatti 3.09 téllaisissa
kodeissa kasvaneiden tyttojen itsevarmuusindeksille on suurempi kuin edellisen
mallin 2.820. Se oli estimaatti itsevarmuusindeksin arvolle laiminly6véssa kas-
vatustyylissé kasvaneiden tyttojen luokassa. Vakiotermin estimaatin suurenemi-
nen on luontevaa.

Selittdjat ovat mielekk&itéd; F-testisuureen p-arvo on alle 0.001:n (1-pf
(9.277,3,173)). Selittiajien kertoimien t¢-testisuureet eivit osoita yhtddn selit-
tdjistd yksindén erityisen tarkedksi. Selitysaste 0.139 on huomattavasti suurempi
kuin didin kasvatustyylien toimiessa yksin selittdjind (vertailua ongelmoi eroa-
vat aineistot) ja ldhelld juuri estimoidun paljon useampia selittajid sisdltéavan
mallin selitysastetta. Estimoitujen kertoimien mukaan nuoren tyton suuri it-
sevarmuus liittyy varsinkin isdn auktoritatiiviseen kasvatustyyliin ja erityisesti
olosuhteeseen, jossa seka aiti ettd isd ovat molemmat kasvatustyyliltdan aukto-
ritatiivisia. Viimeksi mainitussa tilanteessa estimoitu odotusarvo tyton itsevar-
muusindeksille on 3.090 + 0.027 + 0.256 + 0.424 ~ 3.80. Se on suurempi kuin
estimoitu itsevarmuusindeksin maksimaalinen odotusarvo 3.50 selittédjien olles-
sa yksin &itien kasvatustyylejé. Jaksossa 13.11.2 pohditaan, milloin estimoitujen
regressiokertoimien suuruudesta voidaan tehdé paitelmié selittdjien tarkeydes-
ta. O
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13.7 PNS-estimaattorin optimaalisuus ja tar-
kentuvuus

Estimoidaan yhtélon (13.10) parametrit PNS:114. Oletetaan, ettd
1. selittdjat ovat kiinteité ja sellaisia, ettd parametrit ovat estimoitavissa,
2. satunnaistermit eivit korreloi keskenéén eivétka selittdjien kanssa,
3. satunnaistermien odotusarvo on nolla ja niiden varianssi on vakio ja etté
4. satunnaistermit ovat normaalijakautuneita.

Voidaan osoittaa, ettd kolmen ensimmaéisen oletuksen pétiessi PNS-estimaattori
on paras harhaton lineaarinen estimaattori.'®! Mikali estimoitavia parametreja
on vain yksi, “paras” on pienimman keskineliovirheen — estimaattorin ollessa
harhaton pienimmén keskivirheen — omaava. Mikéli estimoitavia parametreja
on useita, “paras” tarkoittaa, ettd mikd tahansa estimoitujen parametrien line-
aarikombinaatio Zle a; BZ on keskivirheeltddn pienin mahdollinen lineaarikom-
binaation Zle a;f3; estimaattori (a;:t ovat mielivaltaisia vakioita). Erityisesti
kunkin parametrin §; estimaattorin Bl keskivirhe on pienin mahdollinen (tulos
seuraa asettamalla a; = 1 ja a; = 0, j # ¢). Taméa Gaussin-Markovin lause on
tilastotieteen tunnetuimpia tuloksia. Mikéli oletetaan lisdksi satunnaistermien
normaalisuus, PNS-estimaattori on keskineliovirheelld mitattuna paras harha-
ton estimaattori (ei vain lineaaristen estimaattorien joukossa).

PNS-estimaattori on tarkentuva, elleivét selittajat kdyttaydy hyvin erikoises-
ti. Tarkentuvuus edellyttéd, ettd havainnot kustakin x;-selittajéstd vaihtelevat
riittavisti (3°7_, 3;/n ei mene nollaan n suuretessa) ja ettei selittéjien vélille
muodostu deterministisiéd lineaarisia kytkoksid havaintoméérin kasvaessa.

PNS-estimaattorin ominaisuudet ovat vaikuttavia. Silti kannattaa pitéa ja-
lat maassa: Tulokset olettavat, ettd malli (13.10) on oikein mééritelty ja ettd
oletukset pétevit. Niin ei vilttdmattd ole empiirisessd tutkimuksessa. Selitté-
jien vaikutus saattaa vilittya epélineaarisesti selitettavian eikéd satunnaistermi
ole valttamattd normaalijakautunut tai muuten oletusten mukainen.

13.8 Ennustaminen

Thmismieltd kiehtoo ajatus, ettd kykenesimme ennustamaan. Regressiomallilla
kykenemme. Monen regressiomallin padkayttotarkoitus on ennustaminen. Mal-
lin selittdjia — tai muuttujia, joista selittdjat on funktiomuunnoksin luotu —
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saatetaankin kutsua ennustimiksi (predictor; Faraway 2015, 7, Fox ja Weisberg
2019, 174, Weisberg 2014, 56). Ennustaminen ei tédssd yhteydessi lahtokohtai-
sesti tarkoita tulevaisuuteen kurkistamista, silld regressiomalli ei ylipdédnsé kon-
kreettisesti kiinnity aikaan. Edellisen jakson ehtojen 1-4 oletetaan patevén alla.
Regressiomallilla voidaan ennustaa vasteen odotusarvoa E(Y,,) = By +
Zle Bixy; tal havaintoa vasteesta Y, = E(Y,) + €, kun selittdjayhdistelmé
On Ty, .- ., Tyk. Alaindeksi u viittaa uuteen havaintovektoriin [Zy1 ... Tuk Yul,
joka ei kuulu aineistoon. Vasteen odotusarvon ennuste on

E(Yu) = BO + leul + -+ kauk~

A

E(Y,) on merkintd summalle Bo + Zle lem Ennuste on harhaton eli
E[E(Y.)] = Bo + Brvut + -+ + Brur, (13.22)

koska PNS-estimaattorit 3; ovat harhattomia. Sama ennuste on my6s uuden
havainnon Y,, harhaton ennuste, silla E(e,,) = 0.

Ennusteen tarkkuuden arviointi on oleellista. Vasteen odotusarvon ennus-
te on selittdjidyhdistelmén mukainen lineaarikombinaatio PNS-estimaattoreista
Bg + Zle lem Odotusarvon ennusteen varianssi riippuu selittéjayhdistelmés-
t4 Ty, ..., Tuk, aineiston selittdjidvektoreista [x;1 ... 2], ¢ = 1,...,n sekd sa-
tunnaistermin varianssista o2. Odotusarvon ennusteen varianssi on esitettivissa
muodossa

VIE(Y,)] = VIE(Y,) — E(Y,)] = o?v,

(vakion vdhentdminen satunnaismuuttujasta ei muuta varianssia). Varianssin
komponentti v, madrdytyy yksinomaan selittdjien arvoista, havaintojen luku-
maarasta ja selittdjayhdistelmastd x,q1,. .., Ty, €li v, on laskettavissa ja tun-
nettu. Sen kaava yhden selittdjin tilanteessa 16ytyy alta.

100 x (1 — a) %:n luottamusvéli odotusarvolle E(Y;,) on

A

E(Ya) £ ti_aja(n —k — 1)sy/tn (13.23)

(Seber ja Lee 2003, 129). Yll4 s on regressiomallin satunnaistermin keskihajon-
nan estimaatti kaavasta (13.12). Tyypillisemmin pyritddn ennustamaan uutta
havaintoa. Sen ennustevirheen varianssi on

V[E(Yu) —Y.] = V{E(Yu) —[E(Ya) +eu]t = V{[E(Yu) — E(Y,)] —eu}

= 0%, + 0% =02 (v, +1).
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Kolmas yhtdsuuruus seuraa satunnaistermin riippumattomuudesta erotuksesta
[E(Y,) — E(Y,)]. Uuden havainnon 100 x (1 — a) %:m ennustevili (prediction
interval) on

E(Y.) £t ajo(n—k—1)sv/o, + 1 (13.24)

(Seber ja Lee 2003, 132). Uuden havainnon ennustevéli (13.24) on yleensé huo-
mattavasti levedmpi kuin sen odotusarvon ennusteen luottamusvali (13.23).
Luottamusvéli peittdéd parametrin arvon tietylla todennédkoisyydelléd riippu-
mattomissa toistokokeissa. Ennustevéli peittdd uuden havainnon vastaavasti.
Yhden selittédjén tilanteessa odotusarvon ennusteen ja uuden havainnon en-
nusteen varianssit ovat

1 Ty — T1)2

no iy (@i — )
ja

1 Ty — T1)2

azvu+02 =2 (+M) + 02

no i (Ta — )
(Weisberg 2014, 294-295). Edelld todettu v, :n eksklusiivinen riippuvuus selitté-
jlen arvoista typistyy yll& a;;:n (i = 1,...,n) ja 2,1:n arvoihin. Uuden havain-
non ennusteen varianssin kaavassa viimeinen termi o2 tulee satunnaistermisti
€. Termi 02 on edellisté termié suurempi, ellei 2,,; poikkea hyvin paljon Z:sté.
Muulloin yksittaisen havainnon sattumanvaraisuus dominoi uuden havainnon
ennusteen varianssia.

Vasteen odotusarvon ja uuden havainnon 100 x (1 — «) %:n luottamus- ja

ennustevélien ala- ja ylarajat ovat

(V) & byl — b~ D)3

)2 (13.25)
_BO‘Fﬂlxul :l:tl a/2 n—k— \/ Z xul I’l)

i=1 x’Ll *1’1)2

ja

E(Yu) £ti_ase(n—k—1)svo, +1

i=1 zzl _zl)

xu . (13.26)
= fo + Brzu1 £ti_a/2(n \/ Z L n)” =3 + L

Luottamus- ja ennustevili ovat sitd leveammat, mitd enemmén x,; poikkeaa
Z1:stéd. Selitys on, ettd pienikin ero 1:n ja fp:n vililld johtaa suureen eroon
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odotusarvon ennusteen E(Y,) ja odotusarvon E(Y,) vilille, jos 2, eroaa paljon
Z1:std (vrt. kuvat 13.7 ja 13.13).

Ennusteen harhattomuus (13.22) seké luottamus- ja ennustevilit (13.23) ja
(13.24) pétevit, vaikka selittdjayhdistelmé @1, ..., 24, (vhden selittdjén tilan-
teessa x,1:n arvo) poikkeaisi mielivaltaisen paljon aineiston selittdjayhdistelmis-
ta. Nama tulokset edellyttavat tietenkin, ettd estimoitu malli on oikein méari-
telty. Mikéli ennuste lasketaan samantapaisella selittdjayhdistelmaélld kuin jolla
malli on estimoitu, on luontevaa olettaa malli pateviksi ja ennustamisessa hyo-
dynnettéaviksi. Mikali selittdjayhdistelmé poikkeaa selvésti aineistossa olleista,
ennuste ei ole valttdméatta luotettava eikd sen tarkkuuden arviointi kaavoilla
edelld osuvaa. Vaikka ennusteiden luottamus- ja ennustevéilit ovat levedmmaét
tallaisissa tilanteissa, ne mittaavat epavarmuuden lisdantymista mallin puitteis-
sa. Todellinen epédvarmuus voi olla suurempaa, kun mallin toimivuutta veny-
tetddn havaintojen, joista mallin parametrit on estimoitu, ulkopuolelle. Teo-
reettinen havainnollistus on kuvassa 13.7. Esimerkki alla havainnollistaa vélien
leventymistd mallin ennustamalla tavalla.

Esimerkki. Jaidenlahto Kokeméenjoesta. Ek1of (1850) julkaisi ensimmaéisen suo-
menkielisen tilastotieteellisen tutkimuksen. Se oli my6s lahes ensimméinen suo-
menkielinen tieteellinen tutkimus (Alho ym. 2021, luku 3). Eklof estimoi PNS-
menetelmalld jaidenldhdon paivad Kokeméenjoesta 1801-1849 selittédvan yhta-
16n

[ =56.311 — 0.0851 x (v — 1800) + &.

Siin& [ on paivien lukuméird maaliskuun 1. paivistd alkaen jaidenldht6on (esim.
2.4. — 33) ja v on vuosi (v = 1801, ...,1849). Eklofin mukaan jaidenldhto on
aikaistunut 4.3 paivda 1800-luvun alkupuoliskolla. Malli ennustaa 18.7 paivin
aikaistumista 2020. (Harjoitustehtévé.)

Kuvassa 13.13 on sirontakuvio havainnoista ja jaidenldhtopédivin (maalis-
kuun 1:std) odotusarvon ja uuden havainnon ennusteen yhtdléiden (13.25) ja
(13.26) mukaiset 95 %:n luottamus- ja ennustevélit ajanjaksolle 1801-2020.
Luottamus- ja ennustevili levenevat etdédnnyttaessa selittajan keskiarvosta 1825.
Vilit suurentuvat nopeasti ekstrapoloitaessa jaidenldhtopéivan odotusarvoa ja
ennustetta. Aineiston vaihteluvélin sisélld epdvarmuus juontaa paljolti satun-
naistermin vaihtelusta; selittdjén &ariarvoilla yhd enemmén ja ekstrapoloitaessa
ennen kaikkea regressiosuoran sijoittumisen epavarmuudesta. Kuvassa on 0soi-
tettu oudokki 1822.162 [

Ennustustarkkuutta kuvaavat kaavat edellyttivat, ettd malli on méaaritelty oi-
kein. Monesti malliin liittyy epavarmuutta, jota kaavat eivit huomioi. Empiiri-
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Kuva 13.13: Jaidenlahtopéivin Kokemaenjoessa odotusarvon 95 %:n luottamus-
vili ja uuden havainnon ennusteen 95 %:n

sesséd ennustamisessa ennustevirheen varianssi voi olla siksi kaavojen ilmaisemaa
suurempi.

13.9 Mallin valinta

Sovellusalan teorian tai aiempien empiiristen tutkimusten perusteella voi olla
muodostunut vahva ndkemys, ettd tietyt selittdjit kuuluvat malliin. Yleensd
kaikki selittdjat eiviat kuitenkaan ole tutkimusta aloitettaessa téysin tiedossa
— ainakaan monilla tieteenaloilla kuten yhteiskunta- ja kdyttaytymistieteissa.
Aiemmin tutkimatonta ilmiota mallitettaessa voi olla hyvin epéselvad, mité se-
litt&jid tulisi malliin siséllyttéa.

Perinteinen nédkemys tieteessd on, ettd yksinkertaisin selitys on paras. Ti-
lastollisen mallin yhteydessd puhutaan vastaavasti sidstiviisyysperiaatteesta
(principle of parsimony): sitd parempi, mitd vihemman parametreja. Regressio-
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malliin tulisi siis valita mieluummin vihemmaén kuin enemmén selittdjid. Tal-
16in havaintoja on enemman kutakin parametria kohti, ja ne tullevat estimoitua
tarkemmin.

Tutkimusten tulisi olla toistettavissa, jotta tulosten luotettavuus ja yleistet-
tdvyys voitaisiin varmistaa. Sitd edesauttaa, ettd selittdjien ja mallin valinta on
toteutettu ymmarrettéavilla tavalla, jonka muut tutkijat voivat toisintaa.

Yleisimmét mallin valinta -menetelmét perustuvat testaukseen. Téssé esite-
tadn yksi sellainen.

Poistovalinta (backward elimination) on paljon kiytetty tilastotieteellinen
menettely selittdjien valitsemiseksi. Malliin pyritdén sisallyttamasdn kaikki vas-
teeseen mahdollisesti yhteydessa olevat selittdjit. Mallista poistetaan yksi ker-
rallaan tarpeettomalta vaikuttava selittdja, kunnes kaikki vaikuttavat tarpeel-
lisilta. Tyypillinen poistokriteeri on, ettd selittdjin kertoimen t¢-arvon p-arvo
ylittdd etukiteen asetetun rajan. Selittéjéd, johon liittyvd p-arvo ylittda rajan
eniten, poistetaan mallista, ja malli estimoidaan uudellaan. Mallista poistetaan
jalleen véhiten merkitykselliseltd vaikuttava selittdja. Néin jatketaan, kunnes
suurin p-arvo alittaa poistorajan. Nain 16ydetty malli valitaan raportoitavaksi
ja sovellettavaksi.

Poistovalinta-algoritmia voi sopeuttaa tarpeen mukaan. Osa selittédjistd saa-
tetaan arvioida vélttdméttomiksi, ja ne voidaan siséllyttaa malliin, vaikka pois-
tovalintakriteeri edellyttéisi selittdjan poistamista. T&lloin poistetaan selitté-
ja, jonka t-arvon p-arvo ylittdd poistokriteerin ja on suurin muiden selittdjien
joukossa. Mallin sisdltdessd luokkamuuttujia ja niiden yhdysvaikutuksia, péa-
vaikutusosoittimet tavataan poistaa mallista vasta niiden yhdysvaikutusosoit-
timen poistamisen jilkeen. Poistovalinta-algoritmia voidaan soveltaa tdmakin
huomioiden.

Poistovalinnan yksi etu on, ettd mallin valinta on periaatteessa toistettavissa
ja tarkistettavissa. Haitta on, etta selittdjien valinta p-arvojen perusteella tapaa
johtaa liloiteltuun kuvaan selittdjien merkityksesta (esim. Weisberg 2014, 245).
Vaikka selittéjista yksikédén ei olisi yhteydessé vasteeseen, mutta testeja tehddaan
useita, jotkin p-arvot voivat alittaa poistorajan.

Mallia ei ole valttdméatontd muodostaa algoritmisesti. Mallin valinnassa voi
olla luova, ja uutta voi 16ytda poikkeamalla vanhoista kadytdnndistd. Luova voi
olla myos selittdjien muodostamisessa (jakso 13.11.4).

Valitun mallin kelpoisuutta tulisi koeponnistaa jadnnostarkasteluilla ja muulla regressiodiag-
nostiikalla. Mallin valintaa, muuttujien muuntamista ja mallien diagnostikkaa opastetaan
Foxin (2016), Weisbergin (2014) seké Foxin ja Weisbergin (2019) kirjoissa.
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13.10 Satunnaismuuttujaselittajat

Edell oletettiin, ettd regression selittdjat ovat kiinteitd. Tarkkaavainen lukija
saattoi huomata, ettd kuvatuissa empiirisissd esimerkeissd voi olla luontevam-
paa ajatella selittdjat satunnaisiksi. Useimmissa yhteiskunta- ja kéyttaytymis-
tieteellisissé ja monissa muissa yhteyksissa kiinteiden selittdjien oletus ei pade.
Punottu teoria péatee tietyin tarkennuksin, vaikka selittéjit olisivat satunnais-
muuttujia. Keskeistd on, ettd satunnaistermi ja selittédjit ovat riippumattomia.
Liséksi selittdjien satunnaisuuden tulee olla sopivanlaista.

Jaksossa laajennetaan ensin teorian soveltuvuutta satunnaisten selittéjien ti-
lanteeseen. Seuraavaksi varoitetaan kolmesta tilanteesta, jossa satunnainen se-
littdja vadristdd PNS-estimoinnin. Asiat esitetddn yhden selittdjan kehikossa,
mutta ne yleistyviat monen selittdjan tilanteeseen.

Varoitusjaksoista voi siitd kysymys, kannattaako regressioanalyysia kayt-
téd, jos tulokset voivat olla epédluotettavia tai jopa jérjettomia. Vastaus on kyl-
l14. Regressioanalyysia — kuten ylipadnsédkéédn tilastotiedettd tai mitddn muuta
tiedettd — ei vain tule soveltaa huolimattomasti ja ajattelemattomasti.

13.10.1 Satunnaismuuttujaselittija ja regression satun-
naistermi

Opittua PNS-estimointi- ja jakaumateoriaa voidaan soveltaa, vaikka selittédjé

olisi satunnaismuuttuja. Edellytys on, ettad regression satunnaistermi €q,...,&,
(ei ~ N(0,0?), i = 1,...,n) on riippumaton selittijisti X1,...,X,. Analyy-
sien pétevyys seuraa niiden ehdollistamisesta toteumille x4, ..., z,. Ehdollista-

misen jilkeen toteumat rinnastuvat havaintoihin ei-satunnaisesta selittdjasta.
Yksityiskohdat sivuutetaan. Jos satunnaistermi ei ole riippumaton selittidjasta,
analyysit vinoutuvat.

PNS-estimoinnin ja jakaumateorian toimivuus satunnaismuuttujaselittajien tilanteessa perus-
tellaan tarkemmin Baltagin (2011, 53-54 ja 96-97), Hamiltonin (1994, 207-208) ja Johnstonin
(1984, 281-285) oppikirjoissa.

Esimerkki. Kaskylla rnorm(30) arvottiin 30 (z) 4+ 30 (¢) riippumatonta havain-
toa standardinormaalijakaumasta. Niistd muodostettiin vasteet ya = = + ¢ ja
yb =1z + (¢ + = x |e|) (notaatio ei erottele satunnaistermié ja sen toteumaa).
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Kuvassa 13.14 on vasemmalla x:n ja ya:n sirontakuvio, aineistoon PNS-me-
netelmalld sovitettu punainen regressiossuora (Bo + 5136) ja todellisen yhteyden
piirtdvé sininen suora. Satunnaistermin toteumat siroutuvat tasaisesti suorien
yla- ja alapuolelle, koska satunnaistermi on riippumaton selittdjastd. Regres-
siosuora on estimoitu harvinaisen onnistuneesti. Se, etté selittdja on satunnais-
muuttuja, ei ole este regressiomallin soveltamiselle.

Oikeassa puoliskossa kuvaa 13.14 sirontakuvio on muodostettu samoista sa-
tunnaismuuttujien toteumista, mutta vaste on yb. Nyt regression satunnaister-
mi € + z x |e] korreloi selittdjan x kanssa: Selittdja ja satunnaistermi pyrkivét
saamaan yhtd aikaa joko negatiivisen tai positiivisen arvon. Kuviossa se ni-
kyy satunnaistermien siroutumisena sinisen suoran ala/-yldpuolelle negatiivisil-
la/positiivisilla z:n arvoilla. Regressiosuora estimoituu virheellisesti. Satunnais-
termin ja selittdjan korrelaatio vaaristda estimoinnin. [

ya
0

Kuva 13.14: Vasen: Regressio, jossa selittdji ja satunnaistermi ovat riippumat-
tomia. Oikea: Regressio, jossa selittdjd ja satunnaistermi eivét ole riippumatto-
mia. Molemmat: Sininen suora on todellinen yhteys.

13.10.2 Aikasarjamallit

Lukuisissa sovelluksissa tutkitaan aikasarjoja (time series) regressiomallilla. Ai-
kasarja koostuu ajankohdan mukaan jarjestetyistd havainnoista. Esimerkkeja
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ovat syntyvyys, osakekurssit ja monet talouden ja hyvinvoinnin indikaattorit.
Niiden arvo tiettyna ajankohtana riippuu ldheisten ajankohtien arvoista: Jos
vieston lukuméédrd on suuri, on se suuri viereisindkin ajankohtina. Aikasar-
jat eivét ole tdysin ennustettavia, eli ne ovat satunnaisia. Jakson 13.10.1 ehto
regression satunnaistermin ja selittdjien riippumattomuudesta ei ylipdénséa péa-
de aikasarjoja analysoitaessa. Regressioanalyysia voidaan soveltaa aikasarjojen
tutkimiseen mutta lissthuomioin ja -ehdoin.
Yksinkertaisin aikasarjamalli on 1. asteen autoregressio:

Y, = aY;_q + & (13.27)

Siind a on regressiokerroin. Autoregressio viittaa regressioon itsensid kanssa.
Mallin mukaan satunnaismuuttujan Y arvo ajankohdalla t (vaikkapa 2021),
médriytyy sen arvon edelliselld ajankohdalla (2020) perustella. Satunnaistermi
gr ~ N(O, 02), t =1,...,n ja on riippumaton satunnaistermeista toisina ajan-
kohtina seké Y;_j:sta. Sijoittamalla Y; = aY;_1 +¢; toistuvasti kaavaan (13.27)
huomataan, ettd vaste Y; on painotettu summa menneistd satunnaistermeistéa
seké alkuarvosta Yj:

t—1
Yi=aY, 1+ =a’Y, ote+ag_1=...= Zaist,i + a'Ys.
i=0
Selittdja Y, ..., Y;—1 riippuu vahvasti — suorastaan koostuu — satunnaister-

meistd menneind ajankohtina eq,...,&;_1!

Voiko mallin (13.27) estimoida PNS:114 ja soveltaa jakaumateoriaa edelld
opittuun tapaan? Kylld ja ei. Selittdjéin Y;_; korrelaation satunnaistermin men-
neiden arvojen kanssa takia PNS-estimaattori & on harhainen. Tilanteen pelas-
taa se, ettd satunnaistermi e, ei korreloi selittédjén Y;_; kanssa. Voidaan osoittaa,
ettd PNS-estimaattori on tarkentuva ja ettd mikéli |o| < 1, niin suurilla havain-
tomaérilla tavanomainen jakaumateoria péatee. Mallia voidaan kayttad pitden
mielessé estimaattorin harhaisuus ja jakaumateorian toimimattomuus pienilld
havaintomééarilla.

Dynaamisessa regressiomallissa on seké vasteen ettd muun selittdjan viipeita
selittdjind. Yksinkertainen dynaaminen regressiomalli on

Y =00 + 1Y 1 + Bo Xy + 51 X1 + &

ilmeisin merkinnéin (Ja;| < 1). Mallilla voidaan selittaéd vaikkapa asuntojen
hintaa niiden hinnalla edelliselld ajanjaksolla sekd muulla asuntojen hintaan
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vaikuttavalla tekijalla. Mallin (13.27) tapaan selittdja Y;—q riippuu aiemmis-
ta satunnaistermeistd muttei samanhetkisestd satunnaistermisti. Jélleen PNS-
estimaattorit ovat harhaisia mutta tarkentuvia ja opittu jakaumateoria pétee
suurilla havaintomaérilla.

Aikasarjamallit laajentavat PNS-estimaattorien jakaumateorian soveltamis-
mahdollisuuksia tavattomasti. Luotettava estimointi ja tilastollinen paéattely
edellyttavit kuitenkin enemmaén havaintoja kuin silloin, kun selittdjat ovat kiin-
teitd tai muuten satunnaistermista taysin riippumattomia.

13.10.3 Varoitus I: Trendiméiset aikasarjat

Jo Hooker (1901) ja Yule (1926) varoittivat, ettd trendiméisten aikasarjojen vé-
liset korrelaatiot voivat olla suuria vaikkei niilld ole todellista yhteyttd. Yule
todensi simuloimalla(!), ettd kahden toisistaan riippumattoman trendiméisen
aikasarjan otoskorrelaation jakauma voi olla jopa U:n muotoinen, jolloin korre-
laatio on todenndkoisemmin ldhelld +1:htd kuin 0:aa. Tulos selittyy silld, ettéd
yhtélossd (13.1) satunnaistermi ei toteuta PNS-estimoinnissa tehtyjé oletuksia,
jos B1 = 0 ja selitettéava ja selittdva muuttuja ovat trendimaéisid. T&ll6in satun-
naistermi muodostuu itse trendimaéiseksi ja korreloituneeksi vierekkéisin ajan-
kohtina. Tallaisiin holynpdlyregressioihin (nonsense regression; aikasarjaekono-
metriassa myos spurious regression) liittyvid korrelaatioita kutsutaan hdlynpo-
lykorrelaatioiksi (nonsense correlation; aikasarjackonometriassa myos spurious
correlation), koska ne eivit heijasta todellista yhteyttd muuttujien valill4. Ylei-
semmin puhutaan naenndiskorrelaatioista (spurious correlation), kun muuttujat
korreloivat otoksessa mutta niilld ei ole mielekésta todellista yhteytta.

Esimerkki. Tuotetaan R:lld kaksi toisistaan riippumatonta sadan havainnon
otosta standardinormaalijakaumasta. Merkitadn naitd satunnaismuuttujia
eye:lld ja 114, joissa t = 1950, .. .,2050 (kuvitteellinen vuosisadan ajanjakso).
Muodostetaan niista kaksi aikasarjaa

Yt =Yt—1+Eyt Ja Ty =Ty1+ Ep

(Y1949 = T1949 = 0). Kumpikin aikasarja noudattaa mallia (13.27), jossa a = 1.
Aikasarjat on piirretty kuvassa 13.15. Kuvan yldosassa aikasarjat on piirretty
aikaa vastaan; alaosassa toisiaan vastaan. Muuttujien otoskorrelaatio on 0.608,
vaikka ne ovat todellisuudessa riippumattomia.

Granger ja Newbold (1974) tekivéit simulointikokeita téllaisista muuttujista
50 havainnon otoksilla. He havaitsivat, ettd niit regressoitaessa yhtalostd (13.1)
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PNS:114 estimoidun J;-kertoimen t-arvon (13.9) jakauman 0.025. tai 0.975. kvan-
tiilit ovat (mainitulla otoskoolla) noin +11.2 tavallisen jakaumateorian mukai-
sen noin +2:n sijaan. Jos kdytettéisiin jalkimmaisié kriittisid arvoja, testin koko
olisi noin 75 % tarkoitetun 5 %:n sijaan. Hendry (1995) raportoi vastaavia si-
mulointeja. Phillips (1986) osoitti, ettd havaintojen lukuméérin kasvaessa PNS-
estimaattorin t-arvon itseisarvo kasvaa niin, ettd nollahypoteesi tulee varmasti
hylétyksi eiké regression selitysaste R? mene nollaan. O
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Kuva 13.15: Kaksi riippumatonta satunnaiskulkua. £ = sininen, y =

Esimerkki. 30 000 ndenniiskorrelaatiota. Tyler Vigen dokumentoi nettisivullaan
http://www.tylervigen.com/ (haettu 9.3.2020) ja kirjassaan'®3 30000 jérje-
tonta empiiristd korrelaatiota ja regressiota. Vigen 16ysi ne laatimallaan algorit-
milla, joka haki suurista tietokannoista aineistoja ja laski niisté itseisarvoltaan
mahdollisimman suuria korrelaatioita.

Kuvissa 13.16 ja 13.17 esitetddn kaksi Vigenin esimerkkid Yhdysvalloista:
Tutkimusmenojen luonnontieteisiin ja tekniikkaan ja itsemurhien korrelaatio on
0.99 ajanjaksolla 1999-2009. Hunajaa tuottavien mehildisyhdyskuntien ja nuor-
ten pidatysten marihuanan hallussapidosta korrelaatio on —0.93 ajanjaksolla
1990-2009.

Vigenin 16ytamét ndennéiskorrelaatiot selittyvit kahdella seikalla: 1) Monet
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hénen louhimistaan aikasarjoista ovat trendimaéisid. Trendiméisyydelld tarkoi-
tetaan tissd karkeasti sitd, ettd tietylld aikavililld (mahdollisesti koko tarkas-
teluajanjaksolla) aikasarja vaikuttaa kehittyvin poispain alkuarvostaan. Holyn-
polykorrelaation riski on talléin suuri. 2) Mikéd tahansa yksin merkitsevyystes-
taukseen perustuva tilastollinen menettely tuottaa hylkdysvirheitd valitun mer-
kitsevyystason mukaisesti. Korrelaatioita — suuriakin — vaistaméatta 10ytyy,
jos testaa tarpeeksi. [

Holynpolyregression voi paljastaa data-analyysilla tutkimalla mallin jadnnosta.
Mikéli se korreloi vierekkéisten havaintojensa kanssa, todetaan, ettd regressio-
mallin soveltamisen edellytykset eivit tdyty ja hylatdan estimaatit, testit ja malli
pateméattomind. Mahdollinen seuraava askel on perehtyé kehittyneempiin aika-
sarja-analyysin menetelmiin ja oppikirjoihin. Yksinkertainen ratkaisu voi olla
poistaa trendit laskemalla aikasarjojen muutokset (y; — y¢—1):t ja (z; — x4—1):t
ja mallittaa muutoksia.

13.10.4 Varoitus II: Mittausvirheet

Toinen ongelmatilanne syntyy, kun selittdjien satunnaisuus johtuu mittausvir-
heista. T&lloin regressiokertoimen PNS-estimaattori ei ole harhaton eiké tarken-
tuva.

Maardytykoon satunnaismuuttuja Y yhtéalosté

Y =00+ iz +e.

Selittdjd x ei ole havaittavissa mutta mittausvirheelld § suolattu X* = x+ 6 on.
Havainnoittaiset mittausvirheet §; ovat riippumattomia toisistaan, selittajista x;
ja satunnaistermeisté ;. Mittausvirheiden odotusarvo ja varianssi ovat E(J) =0
jaV(d) = O'g > 0. Mittausvirheiden myo6ta mallin ylla estimointi muuntuu mallin

Y =fBo+Bu(X" = 0)+e= B+ X"+ (e Bi9)

estimoinniksi. Selittdjda X* = x + J ja satunnaistermi € — 810 korreloivat. Jos
mittausvirhe ¢ ja regressiokerroin (5 ovat positiivisia, niin § suurentaa selittajas
ja pienentdd satunnaistermid. Selittdjan X* suureneminen néyttda kasvattavan
vastetta vihemmaén kuin z:n suureneminen todellisuudessa kasvattaa vastet-
ta. Regressiokertoimen Bl PNS-estimaattori on télléin harhainen kohti nollaa
(E(|81]) < |B1]). Korrelaatio siilyy havaintojen lukuméirén kasvaessa, joten
PNS-estimaattori on tarkentumaton. Havaintoméérin kasvaessa kohti dédreton-
ta 61 on noin
B

13.28
1+02/02 ( )
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(esim. Johnston 1984, 430). Y1li 02 on luku, johon z1:n otosvarianssin Y ;- (z—
7)2%m oletetaan suppenevan suurilla havaintoméirilld. Kaavasta nihdéén intui-
tiivinen tulos, ettd suurilla havaintomaéarilla. 5; on altis eroamaan oikeasta ar-
vosta 1 sitd enemmaén, mitéd suurempi on mittausvirheen varianssi Ug suhteessa
z:n vaihteluun o2.

Esimerkki. Olkoon havaintoja paljon. Toivemaassa o3 /02 = 0, mittausvirhetti
ei ole ja 51 on noin ;1. Jos Jg/ag = a, mittausvirheen varianssi o? on 100 x a
% o2:sta ja B on noin B1/(1 + a). Kauhuelokuvassa o%/02 = 1, jolloin (; on
noin £1/2. O

Monen selittajan regressiossa selittdjien mittausvirheista ei seuraa, etta kaikkien regressioker-
toimien PNS-estimaatit olisivat harhaisia nollaa kohti. Samantapainen tulos péatee silti monen
selittdjén tilanteessa (Ruud 2000, 530, vrt. Fox 2016, 120-123, Johnston 1984, 428-430).

Mittausvirhe vasteessa ei ole samallalailla ongelma:
Y+d=05+bix+e < Y =0 +/pz+(—9).

Mittausvirhe é on havainnoittain riippumaton, riippumaton selittajistd ja vas-
teesta, E(6) = 0 ja V(8) = 0% > 0. Vasteen mittausvirhe voidaan tulkita osaksi
regressiomallin satunnaistermié. Uuden satunnaistermin varianssi on V(e —§) =
02+U§ > 02, Kaikki opittu PNS-estimaattorin harhattomuudesta, tarkentuvuu-
desta jne. patee. Ilman vasteen mittausvirhettd satunnaistermin varianssi olisi
toki pienempi ja estimointi tarkempaa ja tilastollinen paéttely napakampaa.

FEsimerkki. Késien pituus. Selitetddn mallilla

y=Ppo+frx+e

vasemman kéden pituutta oikean kéden pituudella ja oikean kdden pituutta va-
semman kiden pituudella.'%* Aineisto on simuloitu rnorm-kiskylld. Aineiston
lahtokohta on peruspituus N(45, 4)-jakaumasta. Kuhunkin peruspituuteen on li-
satty havainto N(0, 0.25)-jakaumasta. Saatu luku on havainto vasemman kiden
pituudesta. Samaan peruspituuteen on lisdtty seuraavaksi toinen riippumatto-
masti arvottu havainto N(0, 0.25)-jakaumasta. Néin on saatu havainto oikean
kéden pituudesta. Toistamalla edelld kuvatut kolme vaihetta riippumattomasti
200 kertaa on tuotettu aineisto késiparin pituuksista (n = 200). Kummankin
kédden mitattu pituus noudattaa N(45,4.25)-jakaumaa. Idea on, ettd késipa-
rien peruspituus noudattaa N(45,4)-jakaumaa mutta kunkin késiparin késien
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pituuksissa on toisistaan riippumatonta N(0,0.25)-jakautunutta lisdsatunnais-
vaihtelua kuten mittausvirhetté.

Selitetddn ensin kdden pituutta toisen kdden peruspituudella. Selitettdvin
kédden pituudessa on mittausvirhettd, mutta selittdjakaden peruspituudessa ei
ole. Kuvan 13.18 ylékerrassa on sirontakuviot téllaisista regressioista. Punainen
regressiosuora on saatu selittdmaélld joko vasemman kaden pituutta oikean ké-
den peruspituudella tai oikean kéden pituutta vasemman kdden peruspituudella.
Molemmissa kuvioissa sininen suora piirtda yhteyden “kédet ovat yhtapitkia”.
Regressiosuorat melkein yhtyvét sinisiin suoriin, ja regressiokertoimen PNS-es-
timaatit 1.021 ja 1.027 ovat ldhes oikeat. Regressioiden satunnaistermit eivéit
ole minké#nlaisessa yhteydessé selittdjadn, joten PNS-estimointi toimii oivasti,
vaikka selittdjé on satunnaismuuttuja.

Kuvan 13.18 alakerrassa on sirontakuviot, joissa selitetddn vasemman kaden
pituutta oikean kdden pituudella ja painvastoin. Myos selittdjdssd on nyt mit-
tausvirhettd. Kaavan (13.28) mukaan PNS-estimaatin tulisi olla suurinpiirtein
Bi/(1+02/c2) =1/(1+0.25/4) ~ 0.941. PNS-estimaatit ovat teorianmukaiset
noin 0.940 ja 0.945. Asettamalla toistojen maardksi 100 000 (tuottamalla 100 000
késiparin pituusmittausta), R laskee teorian ennustamat PNS-estimaatit noin
0.941 ja 0.941.

Alakerran kuviot voidaan tulkita myos esimerkkeiné regressiosta odotusar-
voa kohti. Peruspituuden pédlle tuleva N(0, 0.25)-satunnaisvaihtelu voi olla mit-
tausvirhettd, késien pituuteen liittyvdd muuta satunnaisvaihtelua tai yhdistel-
méa niistd. Regressiokertoimen [; PNS-estimaatti on

Bi=pt
Sx
(kaava (13.5)). Nyt selitettédvan ja selittdjan keskihajonnat ovat samat, joten
suurilla havaintoméérilla s, ~ s,. Késiparien késien pituuksissa on satunnaista
eroa, jolloin p < 1. Néiin ollen suurilla havaintomaérilla 31 < 1. Ennustettaessa
toisen kéden pituutta toisen kiden pituudella, regressiokertoimen tulee olla yhta
pienempi! [J

Oletus, ettd mittausvirhe ei korreloi selittdjan kanssa voi tuntua luontevalta muttei pade aina.
Jos selittaja on vastaus kyselytutkimuksen kysymykseen, johon ihmiset tietoisesti tai tiedos-
tamattaan arvioivat tietynlaisen vastauksen positiiviseksi tai negatiiviseksi, selittdja ja mit-
tausvirhe ovat alttiita korreloimaan. Muulloinkin selittdjan ja mittausvirheen korrelaatio on
mahdollinen. Mikéli mahdollisuus on ilmeinen, ratkaisua voi hakea kirjallisuudesta mittaus-

virhemalleista (measurement error model) tai arkaluonteisista kyselyista (sensitive survey).
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Kuva 13.18: Vasen: Vasemman kéden pituuden selittdminen oikean kdden pituu-
della. Oikea: Oikean kdden pituuden selittdminen vasemman kéden pituudella.
Yldkerta: Mittausvirhetté vain selitettdvissa. Alakerta: Mittausvirhetta seké se-
litettavassa etta selittdjassa.

13.10.5 Varoitus III: Endogeenisuus

On oleellista, ettéd selitettdva ei vaikuta yhteenkdédn selittdjistd. Yhteiskunta-
ja kiyttaytymistieteissi on usein — mahdollisesti hyvin usein (Hamilton 1994,
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235) — syyta ajatella, ettd muuttuja, jota haluttaisiin selittdd, vaikuttaa itse
regression selittdviin muuttujiin. Talloin estimoidut regressiokertoimet eivat ole
harhattomia eivitka tarkentuvia. Intuitio on selvé: Selittdjan vaikutuksen seli-
tettdvaan arviointi vaikeutuu, jos selitettdvd muuttaa edelleen selittdjii, joka
taas muuttaa selitettavad jne. Selittdjan sanotaan télldin olevan endogeeninen.

Esimerkki. Endogeenisuus (teoreettinen pohdinta). Oletetaan, ettd selitettava
muuttuja Y vaikuttaa valittomasti selittavadn muuttujaan regressiomallissa

Y =6+ /X +e.

Selittdvd muuttuja X on endogeeninen. Oletetaan lisdksi, ettd Y:n suurenemi-
sesta pyrkii seuraamaan X:n suureneminen ja ettd §; > 0. Jos satunnaistermi
€ on positiivinen, se suurentaa selitettdvid muuttujaa Y, joka edelleen suuren-
taa selittdvdd muuttujaa X. Satunnaistermin ja selittdvin muuttujan muutok-
set sekoittuvat. Talléin F1:n PNS-estimaattori ei ole tarkentuva eikd harhaton.
Satunnaistermi ei saa korreloida selitettdvin muuttujan kanssa estimoitaessa
regressiomallia PNS:114. [

Esimerkki. Endogeenisuus (empiirinen pohdinta). Tutkija arvioi, ettd yksiloi-
den tulot (X) selittavit heiddn onnellisuuttaan (V') ja estimoi PNS:114 yhtéalon
(13.1). Onnellisuus saattaa kuitenkin tehdd ihmisistd tuottavampia (masentu-
neet ovat enemmén poissa toistd). Talloin X vaikuttaisi Y:hyn ja pédinvastoin.
PNS-estimaattorit eivét olisi harhattomia eivitka tarkentuvia. OJ

Ennen regressioanalyysia selittdjin endogeenisuuden mahdollisuus tulee sul-
kea pois tai mahdollinen endogeenisuus arvioida mitdttoméksi. Vaihtoehtoisesti
regressioanalyysin tulokset tulee tulkita tilastollisina yhteyksind liittaAmé&tta nii-
hin kausaalisuutta ja ajatusta vaikutuksen suuruudesta, jota ei voi selvittda yh-
talon (13.1) PNS-estimoinnilla selittdjan ollessa endogeeninen. (Havaitaan esi-
merkiksi, ettd tulot ja onnellisuus korreloivat muttei tehdd PNS-estimaatista
johtopaétostd tulojen vaikutuksen suuruudesta onnellisuuteen.) Mikili ollaan
kiinnostuneita endogeenisten selittdvien muuttujien vaikutuksesta selitettavadn
muuttujaan, edetddn opiskelemaan kehittyneempié estimointitekniikoita esimer-
kiksi ekonometrian oppikirjoista.
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13.11 Erityiskysymyksia

13.11.1 Regressio origon kautta

Kuvassa 13.19 vasemmalla ylhaalla on sirontakuvio koyhyyden muutoksesta ja
talouskasvusta 31 kehitysmaassa vuosina 1987-1999.16% Koyhyydenmuutosta
mitataan %-yksikkomuutoksella viestonosuudessa, joka eldd dollarilla tai al-
le paivéssd. Talouskasvun mittari on bruttokansantuotteen henked kohti kes-
kim&érdinen kasvuvauhti (%). Punainen suora on regressiosuora regressiosta
(13.1) (vakiotermi ja selittdja). Kuvassa on raportoitu talouskasvun regressio-
kertoimen PNS-estimaatti —3.703. Talouden kasvaessa %:n koyhyys vahenee 3.7
%o-yksikkod.

Joskus on luontevaa ajatella, etta regressiosuoran tulisi kulkea origon kautta
eli ettd regressiomalli olisi

Y =px+e. (13.29)

Koéyhyyden muutosta mallitettaessa vakiotermitén malli voi tuntua teoreettises-
ti sopivalta: Jollei ole talouskasvua, ei ole kdyhyyden vahenemistdkdan. Myos
aineisto viestii, ettd vakiotermi ei ehké ole tarpeen. Regressiosuora kulkee ldhes
origon kautta.

R-késky 1m(y~0+x) estimoi vakiotermittémén mallin (13.29). Kuvan 13.19
oikeaan yliakulmaan on piirretty néin saatu regressiosuora ja kirjattu edellisesté
regressiokertoimen PNS-estimaatista vain vihén eroava PNS-estimaatti —3.733.
Regressiosuora lavistdd nyt origon. Estimaatti, suora ja sovitteet ovat hyvin
samanlaiset kuin kuviossa yldvasemmalla. Néin saatuaa mallia voi pitdd teo-
reettisesti tyydyttavampéana kuin vakiotermin sisdltdvad mallia. Lisdetuna voi
ajatella, ettd tilastotieteessd padsddntoisesti estimointi tarkentuu, kun malliin
tuodaan lisdinformaatiota. Téssd malliin ujutettiin ndkemys, ettéd vakiotermié
ei tarvita. Voi perustellusti ajatella, ettd regressiokerroin on lisitiedon avulla
saatu estimoitua hieman tarkemmin.

Jatketaan saman aineiston analyysia, mutta ajatellaan, ettd vaste on lampo-
tila celsiusasteissa (c¢) ja selittaja lampdtilaan vaikuttava tekija (x). Tutkitaan
vaikkapa kuinka pakastimen lampdétila riippuu sen sdétimen asennosta.

Estimoidaan malli vakiotermin kanssa, ja tuotetaan (akselimerkint6ja lu-
kuunottamatta) kuvan 13.19 vasemman yldkulman kuvio uudestaan. Pakasti-
men amerikkalaista valmistajaa varten muutetaan lampétilahavainnot fahren-
heitasteiksi (f = 32 4+ (9/5)c), ja toistetaan PNS-estimointi. Saadaan siron-
takuvio kuvan 13.19 keskivilissi vasemmalla ja regressiokertoimen PNS-esti-
maatti —6.665. Muuttunut kerroin johtuu lampdétila-asteikon skaalaamisesta.
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Regressiot kuvan 13.19 vasemmassa yldkulmassa ja sen alla nayttavat mittayk-
sikbn muutosta vaille yhteneviltd ja ovat sitd. Uuden mallin mukaan sédatimen
muutos yksikolld laskee pakastimen ldmpotilaa 6.665:114 fahrenheitasteella eli
(5/9)x6.665 = 3.703 celsiusasteella alkuperiisen estimoinnin mukaisesti. (Myos-
kédn selitysaste tai regressiokertoimen ¢-arvo ei muutu.)

Kuvio keskivélissé oikealla (kuva 13.19) havainnollistaa regressiota, kun vas-
te on fahrenheitasteita ja estimoidaan malli ilman vakiotermii. Regressiosuora
on pakotettu meneméén origon kautta, jolloin se ei voi mitenkddn kuvata fah-
renheitlampoétilan keskiméaéraistd kdyttdytymistd. Regressiokertoimen PNS-es-
timaatti —7.801 eroaa sekd numeerisesti etta sisdllollisesti aiemmista. Regres-
siosuora on livennyt sivuun havaintopilvesta ja antaa systemaattisesti vaaran
kuvan ldmpétilan ja sen sddtimen asennon yhteydesté.

Mita tapahtuu, jos pakastintutkija paattdaakin vasteen sijaan napeloida selit-
tdjaa? Han pitdd 0 — 10:nté luontevampana lampotilasdatimen asteikkona kuin
alkuperaistd kuvioiden —6 — 4:44. Han summaa selittdjahavaintoihin 6, ja se-
littdé celsiuslampotiloja uusilla muunnetuilla sdddinarvoilla (m). Kuvan 13.19
vasemman alakulman mukaan ei tapahdu juuri mitédén, jos mallissa on vakioter-
mi. Havainnot ja regressiosuora vain siirtyvét oikealle 6:n verran. Jos mallissa
ei ole vakiotermié, regressiosuora hapuilee kummallisesti kuvan 13.19 oikeassa
alakulmassa ja regressiokertoimen PNS-estimaatti on —0.304. Sen mukaan 1am-
potila ei juurikaan riippuisi lampdotilasdédtimen asennosta, miké ei selvéstikddn
pida paikkaansa.

Vakiotermi takaa, ettd PNS-estimoinnin tulos on yhtépitédva riippumatta
siitd, onko vaste y vai sen lineaarimuunnos a + by tai selittdja x vai sen lineaa-
rimuunnos a + bz. Edelld a # 0 ja b # 0 ovat kiinteitd lukuja. Harjoitustehté-
vassa ratkotaan, mitd tapahtuu, jos vaste kerrotaan vakiolla, kun mallissa ei ole
vakiotermié.

Vakiotermié ei pidd poistaa mallista vain siksi, ettd se vaikuttaa empiiri-
sesti merkityksettomalta. Vakiotermin voi poistaa, jos se on teoreettisesti vah-
vasti perusteltua ja on selvid, ettd selitettavilla muuttujalla ja selittdjalla on
yksikésitteinen nollapiste, jota ei voi mielekkéasti siirtdd. Yleensa vakiotermi
kannattaa sisillyttad malliin.

13.11.2 Selittajien tarkeyden vertaaminen

Miké on térkein selittdja? Kuinka paljon selittdjien itsendisten muutosten vai-
kutukset selitettdvadn muuttujaan eroavat? Téallaiset kysymykset kiinnostavat.
Regressioanalyysisté saattaa saada vastauksen — ja mahdollisesti hyvin selkeén,
jos nollahypoteesia selittdjan tarpeettomuudesta ei hylata. Vastausta haetaan
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joskus vertaamalla estimoitujen kertoimien suuruutta. Se saattaa erehdyttdé
ja oivaltavinta voi olla pidattaytya lopulliseen malliin siséllytettyjen selittajien
tarkeyden vertaamisesta. Estimoitujen kertoimien vertailu voi olla jarkevaa, jos
selittdjat on mitattu samoissa mittayksikoissa.

Esimerkki. Siivoojien tuntipalkat II. Siivoojan palkkaa selitettiin yhtdlossa
(13.16) idlla ja tyosuhteen kestolla. Molemmat on mitattu vuosissa. Ikdmuuttu-
jan estimoidun kertoimen —0.001 itseisarvo on alle kolmassadasosa tyosuhteen
pituus -muuttujan estimoidusta kertoimesta 0.339. Tyosuhteen pituuden kasvu
vuodella kasvattaa tavattomasti enemmén palkkaa kuin iin kasvu vuodella sité
viahentad. Vaikka tyontekijoiden iké vaihtelisi paljon enemmén kuin tyosuhteen
kesto, kertoimien ero on niin suuri, ettd on selvdd, ettd tyosuhteen kesto on
tarkedmpi siivoojan palkan selittdjé kuin siivoojan ikéa. [

Jos selittajat on mitattu eri mittayksikoissa, selittdjiat ja estimoidut kertoimet
saatetaan voida muuntaa vertailukelpoisiksi. Yksinkertaisimmillaan selittdjin
x; mittayksikké yhdenmukaistetaan toisen selittéjan kanssa jakamalla havain-
not x;:std vakiolla a. Télldin z;:n PNS-estimaatti muuttuu aﬁj:ksi (Bjxj =
afj(x;/a)). Jos mittayksikot eivit ole yhdenmukaistettavissa, selittéjien kertoi-
met pyritddn joskus saamaan vertailukelpoisiksi jakamalla kukin selittdja otos-
keskihajonnallaan (s,;). Standardoitu kerroin s, ﬁj kuvaa télléin muutosta seli-
tettavissd, kun x; /s, -selittdja muuttuu yksikélld eli z;:n keskihajonnan verran.
Standardoitujen kertoimien vertailu saattaa olla mielekéstd muttei ole valtta-
matta.

Esimerkki. Mittayksikon vaikutus regressiokertoimeen. Jakson 13.4.1 iséd-poika-
regressiossa isien pituudet oli kirjattu senttimetreissa. Isdn pituus -muuttujan
kertoimen PNS-estimaatti oli 0.531. Jaetaan isien pituudet 100:lla eli ilmais-
taan pituudet metreissi. (Poikien pituudet ilmaistaan edelleen senttimetreissé.)
PNS-estimointi tuottaa uudeksi estimaatiksi 100 x 0.531 = 53.1. Seké alkupe-
rdisen ettd uuden kerroinestimaatin mukaan isdn pituuden kasvu metrilla en-
nustaa pojan venymistd 53.1 senttimetrilld. Jos isien pituudet jaetaan otoskes-
kihajonnalla (6.173), standardoitu kerroin on 6.173 x 0.531 = 3.277. Isén pituu-
den suuretessa otoskeskihajontansa verran, regressio ennustaa pojan pituuden
kurottumista 3.277 senttimetrilld. Sovite on yhtapitdva alkuperdisestd mallista
lasketun kanssa: 0.531 x 6.173 = 3.278 (ero kolmannessa desimaalissa johtuu
laskutarkkuudesta). OJ

Esimerkki. Keskihajontojen vaikutus regressiokertoimeen I. Isd-poika-aineistos-
sa standardoitu kerroin on 3.277, kun isien pituudet jaetaan otoskeskihajonnal-
la. Lisdtdén alkuperdiseen aineistoon havaintoja (140, 161.110) ja (230, 208.885)
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molempia kymmenen. Ne toteuttavat regressioyhtdlon tdydellisesti (y-koordi-
naatit ovat mallin ennusteet 140 tai 230 senttimetrid pitkien isien pojille).
Koska jaannokset ovat nollia niille havainnoille, tdydennetty aineisto tuottaa
tdsmélleen saman PNS-estimaatin 0.531 kuin alkuperdinen aineisto. Isien pi-
tuuksien uudella otoskeskihajonnalla (30.715) standardoitu regressiokerroin on
30.715 x 0.531 = 16.304. Vaikka aineistoissa pétee tdsmailleen sama regressioyh-
talo 86.79 + 0.531x, standardoidut kertoimet 3.277 ja 16.304 eroavat suuresti.
Silti ei pidd paatelld, ettd jalkimméaisessd aineistossa isien pituus on moninker-
taisesti tdrkedmpi poikien pituuden méaéradjs kuin ensimmaéisessé, vaikka stan-
dardoitu kerroin on siind moninkertainen. [

Osoitinmuuttujaa ei tule standardoida. (Mité tarkoittaisi osoitinmuuttujan kas-
vu yhdelld keskihajonnallaan?) Osoitinmuuttujien estimoituja kertoimia voi ver-
tailla samoin kuin muitakin estimoituja kertoimia. Vertaillessa on syyta pohtia,
mitd tarkoittaa tirkeydelld. Yksin sitd, ettd estimoitu kerroin on itseisarvol-
taan suuri? Vai pitdisiké6 huomioida my®6s, kuinka paljon osoitinmuuttujan arvo
vaihtelee aineistossa tai populaatiossa? Molemmat ndkokulmat voivat olla re-
levantteja. Pienelldkin estimoidulla kertoimella varustettu selittdja saattaa olla
tarkedmpi kuin suurella estimoidulla kertoimella ryyditetty osoitinmuuttuja, jos
selittdja vaihtelee paljon.

Selittdjén tarkeytté arvioitaessa on syytd huomioida seké estimoidut kertoi-
met ettd selittdjien vaihtelu ja péattdd, pohtiiko térkeyttd vain otoksessa vai
yleisemmin.'%6 Jos selittéjan vaihteluvili on rajattu, se rajaa myos selittéjin
potentiaalista merkitysta vasteeseen. Jos aineistot keratddn (riittdvan suurella)
satunnaisotannalla, niiden otoshajonnat heijastavat selittdjien todellisia keski-
hajontoja. T&lloin standardoituja kertoimia (vilimatka-asteikollisista selittajis-
ta) saatetaan voida tulkita kattavammin kuin vain kyseistd aineistoa koskien.
Talloin on luovuttu oletuksesta kiinteisté selittdjista.

FEsimerkki. Keskihajontojen vaikutus regressiokertoimeen II. Kahden selittédjén
regressiossa havainnot on kerdtty satunnaisotannalla, selittdjat on mitattu sa-
massa yksikossé ja niiden estimoidut kertoimet ovat ldhes samat. Selittdjan x;
otoskeskihajonta (s) on kymmenesosa selittdjan zo otoskeskihajonnasta. Stan-
dardoidut kertoimet ovat 531 ja 10532 ~ 10351. Standardoidut kertoimet vies-
tivit selittdjin xo suuremmasta merkityksestd selitettdvin madrdytymisessa.
Samaan padtelméaén olisi paddsty vertaamalla alkuperéisid PNS-kertoimia ja se-
littdjien vaihtelua. (J

Regressiomalli (13.10) voidaan esittda yhtapitdvésti siten, ettd osa selittajistd korvataan nii-
den lineaarikombinaatiolla. Syy korvaamiselle voi olla luontevampi tulkinta. Alkuperiisen ja
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yhtapitdvin muokatun mallin estimointi PNS:1l4 tuottaa samat sovitteet. Selittdjan kerroin
saattaa estimoitua malleissa erisuureksi ja -merkkiseksi. Se, ettd selittdjan PNS-estimaatti
saattaa olla aivan erilainen yhtdpitdvissd malleissa, vahvistaa, etta selittdjien tdrkeyden ver-
tailu niiden estimoitujen kertoimien perusteella voi olla harhaanjohtavaa. Weisberg (2016,
jakso 4.1.3) kuvaa esimerkin.

Jaksossa pohdittiin selittajien tarkeytta tilastotieteelliseltd kannalta. Vaikutuk-
seltaan ja selityskyvyltddan heikko muuttuja saattaa olla jossain muussa mielessé
térked tai tarkein.

13.11.3 Painotettu PNS-menetelma

Esimerkki. Raiskaustuomiot. Kuvaan 13.11.3 on piirretty karaja- ja hovioikeuk-
sien médrdimid korvauksia seksuaalisesta vikivallasta.l%” Vaaka-akselilla on
seksuaalisen vékivallan uhrin rikoksentekijaltd vaatima korvaus (z) ja pysty-
akselilla oikeuden méérdama korvaus (y). Aineistossa on paljon havaintopareja,
joissa vaadittu ja tuomittu korvaus ovat samoja. Havaintoja on sen takia alem-
massa kuviossa ravisteltu (jittered) eli niihin on lisdtty satunnaisia lukuja, jotta
yksittdiset havainnot erottuvat. Molempiin kuvioihin on piirretty (ravistelemat-
tomasta aineistosta) PNS-menetelmélld laskettu regressiosuora. Mallin satun-
naistermin varianssi vaikuttaa suurenevan vaaditun korvaustason kasvaessa. [J

Mité tapahtuu, jos lineaarisen regressiomallin (13.10) satunnaistermin varianssi
ei ole vakio? Parametrien PNS-estimaatit voivat olla edelleen jarkevid muttei-
vét ole endé optimaalisia. Kuvattu vakioiseen varianssiin nojaava testisuureiden
jakaumateoria ei myoskadn pade.

Jos varianssi on joidenkin havaintojen kohdalla hyvin pieni, néissd havain-
noissa on erityisen paljon informaatiota mallin parametreista. Vastaavasti jos
varianssi on suuri, havainto on vihemmén informatiivinen. Téllainen tieto voi-
daan hyddyntéé estimoinnissa.

Oletetaan, ettd satunnaisvirheiden varianssi on

o2

V(&?Z) = —.

Wi
Téssd w; on havaintokohtainen paino, joka on kiinted tunnettu luku. Kun w; on
suuri, satunnaistermin varianssi o2/w; on pieni. Parametrit kannattaa tilloin

estimoida minimointitehtavasta

n
min sz(yz — Bo = Brwiy — -+ — Braiw)®.
Bo,-- Bk =
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Kuva 13.20: Seksuaalisen vékivallan uhrin rikoksentekijiltd vaatima korvaus ()
ja oikeuden méadraaméa korvaus (y). Alemman kuvion aineistoa on ravisteltu.

Siind painotetaan niitd havaintoja, joissa satunnaistermin varianssi on pienté
eli niitd havaintoja, joissa on eniten informaatiota parametreista. Parametrien
estimaatit pyritddn talloin valitsemaan niin, ettd satunnaistermit muodostuisi-
vat pieniksi erityisesti havainnoissa, joita kerrotaan suurilla w;-painoilla. N&in
saatuja estimaattoreita kutsutaan painotetuiksi PNS-estimaattoreiksi (PPNS;
weighted least squares).

PPNS-estimoinnin jédlkeen analyysi etenee jo kuvattuun tapaan. Tilasto-oh-
jelmistot tyypillisesti raportoivat — nyt hieman eri tavalla lasketut — estimoi-
dut keskivirheet estimaattoreille. PPNS-estimaattorit voidaan jakaa estimoi-
duilla keskivirheilldén, ja testaus sujuu sen jéalkeen kuten edelld. Myos F-testit
toimivat vastaavaan tapaan, ja PPNS-estimaattorit ovat samallalailla optimaa-
lisia kuin PNS-estimaattorit satunnaistermin vakioisen varianssin tilanteessa.
Intuitiivisesti ndmaé tulokset seuraavat siitd, ettd PPNS-minimointitehtavéissa
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yll& satunnaistermit kerrotaan painoilla ,/w;

S wilyi — Bo — Biwin — - — Brwig)?
= Z?:l wi(si)Q
= 211:1(\/17151)2

Summalausekkeen uuden satunnaistermin ,/w; €; varianssi on vakio:

2
V(Viie) = wV(e) = wit =0’
3
(jakso 6.3). Satunnaistermien kertominen painoilla /w; ikéén kuin palauttaa
mallin sellaiseksi, ettd satunnaistermin varianssi on vakio.
Miten havaitsemattomat satunnaistermit voidaan kertoa painoilla /w;?
Kaytdnnossa sithen padstddn kertomalla mallin kaikkien muiden muuttujien 7.
havainnot ,/w;:114:

VWiys = Boywi + Biy/wizii + -+ + Bev/wizk + Vwie; &
VWY — Bovw; — Biy/wiTi; — -+ — Br/WiTk = JW;iE;.

Nain muunnettu malli estimoidaan PNS:114.

Esimerkki. Oppimistulokset. Selitetddn koulujen oppimistuloksia koulun oppi-
laaksiottoalueen piirteilla kuten kouluttamattoman, korkeakoulutetun ja vieras-
kielisen vieston osuuksilla ja keskimiaraiselld tulotasolla.'®® Oppimistulos on
keskiarvo koulun oppilaiden oppimistuloksista. Merkitddn yksittaisen oppilaan
oppimistuloksen varianssia o2:lla. Koulun 7 oppimistuloksen varianssi on talléin
o2 /n; (jakso 9.6), jossa n; on oppilaiden lukumiiri i. koulussa (i = 1,...,n,
jossa n on koulujen lukumé&érd aineistossa). Oppimistulosten varianssi on pie-
nempi oppilaslukumaéraltdan suuressa kuin pienessd koulussa. Regressiomalli
koulujen oppimistuloksille kannattaa estimoida PPNS-menetelmélla painotta-
malla havaintoja oppilaslukuméarilld w; = n;. O

Esimerkki.1%° Painotuksen suuri vaikutus. Reinhart ja Rogoff (2010) argumen-
toivat kuuluisassa artikkelissaan, etta talouden kasvu hidastuu suuresti, jos val-
tion velan suhde bruttokansantuotteeseen ylittad 90 %. Moni tiukan talouspo-
litiikan kannattaja vetosi tutkimukseen. Taloustieteen opiskelija Thomas Hern-
don huomasi, ettd Reinhartin ja Rogoffin tulokset ovat virheellisid. Hén kirjoitti
ohjaajiensa kanssa artikkelin, jossa kritisoi muun muassa tapaa, jolla Reinhart
ja Rogoff painottivat havaintoja. Seurasi vyory kritiikkiéd politiikasta, jota oltiin
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perusteltu Reinhartin ja Rogoffin tutkimuksella. Maziarz (2017) arvioi, etté erot
Reinhardtin ja Rogoffin ja Herndonin ym:iden tulosten vélilld johtuvat ennen
kaikkea erilaisesta tavasta painottaa havainnot. [J

Satunnaistermin varianssi voi vaihdella havainnoittain eli olla heteroskedastinen niin, ettéa
varianssin suuruus kullakin havainnolla ei ole tarkkaan tiedossa. Raiskaustuomiot-esimerkissa
voitaisiin w;:den riippuvuus vaaditusta korvauksesta ehké estimoida. Toisissa epédselvemmissa
tilanteissa, joissa varianssi vaihtelee havainnoittain mutta tiedossa ei ole miten riippuvuus
liittyy esimerkiksi selittdjiin, voidaan kiyttda téllaisiin tilanteisiin kehitettyjé estimointi- ja
testausmenetelmid. Niitd selitetdén esimerkiksi Baltagin (2011), Verbeekin (2017), Wilcoxin
(2012) ja Weisbergin (2014) oppikirjoissa. Fox (2016, 307) esittd4 (hyvin karkean) ohjenuoran,
ettd heteroskedastisuus on estimoinnin tehokkuuden ja testien validiuden kannalta vakava
ongelma, jos satunnaistermin varianssi on suurimmillaan yli nelinkertainen sen pienimp&din
arvoon verrattuna.

13.11.4 Muuttujien logaritmointi

Logaritmifunktio (luonnollinen logaritmi) kaartuu kuvassa 13.21. Logaritmi-
funktio saa arvoja vélilld (—oo, 00) (miinus ja plus ddreton) z:n kasvaessa vélilla
(0,00) (nollasta ddrettomasn).
Avataan ensin logaritmin muutoksen ja suhteellisen muutoksen yhteys. Lah-
tokohta on likiarvoistus
log(1 4 4) ~ 6,

jossa |d| on “pieni” ja 144 > 0.
Esimerkki. Olkoon § = 0.1. Tallsin log(1 + 0.1) = log(1.1) = 0.0953 ~ 0.1. O

Likiarvoistuksesta ja laskusdéannosté log(zy) = log(x) + log(y) (z > 0 ja y > 0)
seuraa, etta

log[z(1 + §)] = log(z) + log(1 + §) ~ log(z) + &
ja
log[z(1 + §)] — log(x) = 4.

Logaritmin argumentin muuttuessa 100 x § prosentilla muuttuu logaritmi noin
d:lla. Logaritmin muutokset kerrottuna sadalla ovat likimééraisia prosenttimuu-
toksia.

Esimerkki. Olkoon x = 100 ja 6 = 0.05:

o 100(1 4 0.05) = 105 — logaritmin argumentti suurenee 5 prosenttia.
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Kuva 13.21: Logaritmifunktio log(z).

o 1og[100(1 4 0.05)] — log(100) = log(105) — log(100) = 0.0488 — logaritmi
suurenee noin 0.05:114.17° [J

Muuttujien logaritmointi on yleistd empiirisessi regressioanalyysissd. Pohditaan
vhden selittdjan lineaarisen mallin tulkintaa, kun jompikumpi tai molemmat
muuttujista (z > 0 ja y > 0) on logaritmoitu. Analyysi yleistyy ilmeiselld tavalla
monen selittdjén lineaarisen mallin tilanteeseen.

1. Logaritmoidaan selittdja:

y = Bo + P1log(z) + ¢.

Tulkinta: z:n muuttuessa 1 prosentin, y muuttuu S; x 0.01:n verran. (Pe-
rustelu: Logaritmin argumentin muuttuessa 100 x § prosentilla muuttuu
logaritmi noin J:lla. Tésséd § = 0.01.) T&ll6in z:n (absoluuttisen) muutok-
sen vaikutus y:hyn pienenee x:n kasvaessa.

2. Logaritmoidaan vaste:

log(y) = o + frz + &.



319 13.11 Erityiskysymyksid

Tulkinta: x:n muuttuessa yksikdn verran y muuttuu 100 x 37 prosenttia.
(Perustelu yo. tapaan.) Talloin 2:n muutoksen vaikutus y:hyn (absoluut-
tisesti) suurenee z:n kasvaessa.

3. Logaritmoidaan seké selittdji ettéd vaste:

log(y) = Bo + P1log(x) + &.

Tulkinta: z:n muuttuessa 1 prosentin, y muuttuu B; prosenttia.'”!
Huom! Selitysastetta R? tilanteissa 2 ja 3 vertailemalla voidaan pohtia, tuli-
siko selittédjé logaritmoida vai ei. Vertailua ei voi laajentaa kattamaan tilanteen
1 mallia, silld siind vaste on eri.!”® Vasteen logaritmointipatos taytyy tehda
muilla perusteilla kuin selitysastetta (esim. tilanteissa 1 ja 3) vertailemalla.






Luku 14

Kaksiarvoinen
vastemuuttuja ja regressio

Todelliseksi tieteeksi ei voida kutsua mitd4an inhimillistd tutkimusta, joka ei ole
matemaattisesti todennettavissa. Jos pidat erehtyméttomind todellisia tieteita,
jotka alkavat ja paittyvit ajatuksissa, niin olen eri mieltd ja kiistdn ndkemyk-
sesi monien seikkojen perusteella. Tarkein niistd on, ettd mielen harjoituksista
puuttuu kokemuksen testi, ja ilman sité ei ole vakuutta varmuudesta.l”3

Leonardo da Vinci (1452-1519)

Tapahtuuko? Parantuuko? Ostaako? Vai ei? Monet ilmitt ovat kaksiarvoisia
Bernoulli-satunnaismuuttujan tapaan (jakso 7.1.1). Ostopéaétos voidaan kuvata
numeroilla 1 (ostaa) tai 0 (ei osta). Ilmeistd on, ettd pa&atos riippuu monista sei-
koista kuten tuotteen hinnasta ja ostoa harkitsevan tuloista. Luonnollinen ajatus
on selittda padatosta luvussa 13 kuvattuun tapaan regressiolla. Koska selitettéava
muuttuja on kaksiarvoinen (binary), luvun 13 regressiomallit ja PNS-menetel-
maé niiden estimoimiseksi eivit sovi tarkoitukseen hyvin. Luvussa esitetdsn kaksi
regressiomallia, joita voidaa kéyttaéd kaksiarvoisen vastemuuttujan tilanteessa.

14.1 Lineaarinen todenniakdisyysmalli
Kuvan 14.1 vasemmassa puoliskossa on hapsukuvio (rug plot), jossa kutakin ha-
vaintoa kaksiarvoisesta (1/0) satunnaismuuttujasta — téssid lamporasitusvau-

riosta td (thermal distress) — on merkitty hapsulla. (Vaurio = 1; ei vauriota =

321
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0.) Aineisto kuvataan tarkemmin jaksossa 14.2.2. Havaintoja on ravisteltu, jot-
ta padllekkaiset havainnot erottuisivat. Vaaka-akselilla on lampétila ¢ (celsius-
ta). Alhaisilla lampatiloilla esiintyy yksinomaan vaurioita; korkeilla ei lainkaan.
Vaurioita voisi ajatella selitettdvan lampdatilalla — mutta miten?
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Kuva 14.1: Havaintoja kaksiarvoisesta satunnaismuuttujasta seké regressiosuora
ja jadnnokset.

Regressiomallin (13.1) mukaan vaste kasvaa tai vihenee selittdjin ja jadn-
noksen arvojen mukaisesti. Kaksiarvoinen vaste ei voi mééardytyé ndin. Jadnnok-
sen pitaisi jakautua regressiosuoran ympérille, miké ei ole mahdollista kaksiar-
voisen vasteen tilanteessa. Kuvan 14.1 oikeaan puoliskoon on piirretty lampora-
situsvaurioaineistoon PNS-menetelmélld istutetun mallin (13.1) regressiosuora
ja jadnnokset (janat palluraisten ja regressiosuoran vélilld). Regressiosuora en-
nustaa yhtd suurempaa todennékoisyytta lampdtilan alittaessa noin 10.5 astetta
ja nollaa pienempéd todennakoisyyttd lampotilan ylittdessd 25.4 astetta. Kor-
kein lampotila aineistossa on 27.2 astetta. Regressiosuora ei ole jarkeva. Jaan-
nokset viestivit luvussa 13 tehtyjen oletusten rikkoontumisesta. Satunnaister-
min jakauma muuttuu havainnoittain, satunnaistermin odotusarvo ja varianssi
vaihtelevat eivitkd satunnaistermit ole riippumattomia.

Jos lampdétilavaurioaineistossa olisi paljon havaintoja, ne voitaisiin ryhmi-
telld lampotilaluokkiin ja laskea keskiarvo 1/0-havainnoista kussakin luokassa.
Néin saadut luokkakeskiarvot voisivat toimia regressiomallin (13.1) (keskeisen
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raja-arvolauseen perusteella) likimddrin normaalijakautuneina vasteina, ja lam-
potilavaurion todennékoisyytté voitaisiin yrittda selittaéd ldmpdotilalla regressio-
mallin avulla. Tédhén tapaan toimittiin uraseurantakyselyesimerkissé jaksossa
13.6.1.

Lineaarisella todenndkaisyysmallilla (linear probability model) selitetdén ta-
pahtuman todennékéisyytta selittdjien lineaarikombinaatiolla:

E(Y) =7(21,...,2x) = Bo + 11 + -+ + B (14.1)

Téssd m(xq,...,x) on tapahtuman Y = 1 todennékoisyys. Suluissa osoitetaan
todenndkoisyyden riippuvuus k:sta selittdjastd. Todenndkoisyys méaraytyy se-
littdjien lineaarikombinaatiosta Zf:o Bix;. Mallia estimoitaessa vasteet voivat
olla kaksiarvoisia havaintoja tai niistd laskettuja luokkakeskiarvoja. Yksinker-
taisuuden vuoksi selittdjat oletetaan luvussa kiinteiksi.

PNS on helppo ja varsin luonteva estimointimenetelmé, kun mallia sovel-
letaan luokkakeskiarvoihin. PNS ei ole téllgin silti paras estimointimenetelmé.
Luokkakeskiarvot on laskettu Bernoulli-jakautuneista satunnaismuuttujista, joi-
den varianssi on yhden selittdjan tilanteessa m(z1)[(1 — 7(z1)] (jakso 7.1.1). Jos
todennékoisyys 7(xz1) riippuu selittajasta xq, 4. luokkakeskiarvon varianssi on
m(x1)[1 — 7(x1)]/ni, jossa n; on havaintojen lukumééra 7. luokassa. Talloin vas-
teen varianssi vaihtelee selittdjan arvon ja n;:n mukaan eikd PNS-menetelmé ole
optimaalinen (jaksot 13.7 ja 13.11.3). Silti PNS-menetelmé voi olla varsin toimi-
va. Suositeltavinta on estimoida malli suurimman uskottavuuden menetelmélla
(jakso 9.2).

Vasteen erivarianssisuus ei huononna PNS-menetelmén tarkkuutta paljoa, jos estimoidut to-
dennéakoisyydet & (zi1, .. .,z ) ovat valilld (0.3,0.7) (Agresti 2013, 118, vrt. Cox ja Snell 1989,
18, Collett 2003, 53). Cox ja Snell (1989, 19) sekd Collett (2003, 54) selittévit, miten lineaa-
rinen todennékoisyysmalli estimoidaan painotetulla PNS-menetelmalld, joka huomioi havain-
tojen erivarianssisuuden.

Malli voidaan estimoida suurimman uskottavuuden (SU) -menetelmaélld (jakso 9.2). Ole-
tetaan, ettd on tehty n riippumatonta Bernoulli-koetta, joissa tapahtuman todennékoéisyys on
m(xi1, - - -, Tik ). Kuhunkin havaintoon liittyvin satunnaismuuttujan odotusarvo on 7(z;1, ...,
Zik) ja varianssi on m(xi1,...,2Tik)[1 — 7(i1, ..., Tik)] (jakso 7.1.1). Merkitddn y; = 1 tai
y; = 0 sen mukaan, toteutuiko tapahtuma i. havainnossa vai ei. Kunkin havainnon todenné-
kéisyys on [m(zi1, .. ., @) Vi [L=m (i1, ..., Tig) | 7YE eli w(wa1, ..., Tik) tal 1—m(@in, ..., o),
jos y; = 1 tai y; = 0. Kaikkien havaintojen todennékéisyys on riippumattomuuden perusteella
havaintojen todennéakoisyyksien tulo

[[r@a, .z = w@a, o wa)) o, (+)
i=1
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Kukin todennékéisyys riippuu f3j-parametreista kaavan (14.1) mukaisesti. SU-menetelméssé
havaintoja z;1,...,%k, ¢ = 1,...,n, pidetddn kiinteiné, lauseke ylla maksimoidaan paramet-
rien 3; suhteen ja estimaateiksi valitaan kaavan maksimoivat arvot Bj, 7 =0,...,k. Ylipaansa
SU-estimaateille ei ole analyyttista ratkaisua (kaavaa joka tuottaisi estimaatit sijoittamalla
havaintojen arvot siihen). Tilasto-ohjelmisto etsii maksimiarvon numeerisesti kokeilemalla eri-
laisia arvoja parametreille 8;. Maksimoinnin yksityiskohdat sivuutetaan.

Poikkeavat havainnot voivat vaikuttaa suuresti lineaarisen todennikoéisyysmallin regres-
siokertoimien SU-estimaatteihin. PNS voi olla talloin sopiva menetelmé mallin estimoimisek-
si. Estimaattoreiden keskivirheet tulee tallin estimoida tavanomaisesta poikkeavalla kaavalla
jadnnosten heteroskedastisuuden takia. (Battey ym. 2019.)

R-koodi lineaarisen todennéakoisyysmallin estimoimiseksi SU-menetelmalla 16ytyy Laura
Thompsonin ja Alan Agrestin oppaista http://users.stat.ufl.edu/~aa/cda/Thompson_man
ual.pdf ja http://users.stat.ufl.edu/~aa/cda/R_web.pdf (haettu 19.4.2020) sekd Agrestin
(2019, 71) kirjasta.

Lineaarisen todennékoéisyysmallin valtti on sen yksinkertaisuus. Mallin ra-
joite on, ettd sen mukaan todennédkoisyys saa véistdméttd 1:std suurempia tai
0:aa pienempid arvoja, kun selittdja suurenee tai pienenee riittavésti. Tallaiset
sovitteet tai ennusteet eivit ole jarkevia. Lineaarinen todennékoéisyysmalli voi
olla kédyttokelpoinen vain rajatulla selittdjien arvojen vaihteluvalilla.

14.2 Logistinen regressiomalli

14.2.1 Logistisen regressiomallin teoriaa

Logistisen regressiomallin idea on, ettei selitetd todennédkoisyytta vaan sen logit-
muunnosta logit [7(z1)]:

logit [7(x1)] = log m(@1) ] = fBo + Biz1. (14.2)

1—7'('((E1

Y& m(x1) > 0, jotta logaritmi on médritelty. Tarkasteltavana on yhden selit-
tajan (1) versio logistisesta regressiomallista. Osaméérd m(xz1)/[1 — 7(z1)] on
vastasuhde (odds), johon tutustuttiin jaksossa 4.2.3 (kaava (4.3)) ja joka piir-
rettiin jaksossa 4.6 (kuva 4.15).

Todennikoisyys sijoittuu vilille (0, 1), joten vastasuhde voi saada arvoja vé-
lilld (0,00) (nollasta ddrettoméidn). Vastasuhteen logaritmi eli todennikoisyy-
den logit-muunnos saattaa siten vaihdella vélilld (—oo,00) (kuva 13.21). Lo-
git-muunnoksen avulla viltetdan yhtdlon (14.1) periaatteellinen ongelma, etté
yhtélén vasen puoli on rajoitettu vélille (0, 1) mutta oikea puoli ei.
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Yhtalosta (14.2) voidaan ratkaista tapahtuman todenndkoisyys:

(1) = exp(Bo + fi1z1)
! 1+ exp(Bo + B1x1)

(harjoitustehtéva). Téassd exp(By + BS1x1) on Neperin luku e korotettuna po-
tenssiin Sy + S1z1. Todennédkoisyys w(x1) médraytyy selittdvan muuttujan zq
arvosta mutta on rajattu vélille (0,1).

Kuvat 14.2-14.4 havainnollistavat.!™ Selittéjin vaikutus todennikéisyyteen
riippuu selittdjan arvon suuruudesta, paitsi jos f1 = 0, jolloin £y méadrdaa toden-
nikoisyyden. Se on tilanne kuvassa 14.2. Todennékoisyys on sitd suurempi, mité
suurempi By on. Todennakéisyys on 0.5, jos By = 0. Kuvassa 14.3 maalaillaan
toista daritilannetta Sy = 0, jolloin todennékéisyys riippuu yksin [p:sté. Vaaka-
suorat viivat patevit, jos myos 51 = 0, jolloin 7(x1) = 0.5 kaikilla z1:n arvoilla.
Muulloin todennékoisyys 7(z1) riippuu zq:sté sitd jyrkemmin, mitd suurempi
[1:n itseisarvo on. Idea on intuitiivinen: Vaikkapa ostopaétosté tehdessi tulojen
kasvaessa oston todennékoisyys voi kasvaa suuresti alkuun, mutta tavattoman
suurilla tuloilla tulojen kasvu ei enéé juurikaan suurenna oston todennéakoisyyt-
téd. Kuva 14.4 visualisoi todenndkoéisyyden méardytymistéd Sg:n ja [1:n eri yhdis-
telmilld. Vaakasuorien viivojen tilanteissa 51 = 0. Ylipdédnsa selittdjan saadessa
yhé suurempia arvoja todenndkoisyys kasvaa tai pienenee sen mukaan, onko
[1 positiivinen vai negatiivinen, mutta vidhenevissid médrin. Pisteessd z1 = 0
todennékoéisyys riippuu yksin vakion fy suuruudesta.

Térked ero lineaariseen todennékoisyysmalliin (14.1) on, ettd selittajin x
yksikon suuruisen muutoksen vaikutus todennékéisyyteen ei ole vakio. Vaikutus
vaihtelee sen mukaan, mist# lukuarvosta xq:htd muutetaan (kuvat 14.3-14.4).175

Todennékoisyyskayran (14.3) kulmakerroin on

617‘((%1)[1 —7T(£U1)]. (144)

Sen itseisarvo on suurimmillaan |0.2551|, kun 7(z1) = 1/2 ja &1 = —Bo/f1
(harjoitustehtéva).

Korotetaan Neperin luku e yhtélon (14.2) vasemman ja oikean puolen mu-
kaisiin potensseihin:

(14.3)

(1) N m(z1) .
1— W(xl)} = exp(fo + P11). (14.5)

1 =
exp[og 1= (z1)

Ensimméinen yhtdsuuruus seuraa siité, ettd expllog(z1)] = x1 (z1 > 0). Jos 73
suurenee yksikolld, vastasuhde kertautuu vakiolla exp(f1):

exp[Bo + B1(z1 + 1)] = exp(Bo + B1x1) exp(B1). (14.6)
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Kuva 14.2: Todennékéisyys 7 yhden selittdjan logistisessa regressiossa, jos f1 =
0. Vasemmalla: 7, jos 8o = —4,—3,..., 7, 4 (suorat alhaalta ylos). Oikealla: 7
funktiona [y:sta.
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Kuva 14.3: Todennékoéisyys 7 yhden selittdjan logistisessa regressiossa, jos Sy =
0. Vasemmalla: $; = 0,—0.5, —1, —1.5, —2. Oikealla: 51 =0, 0.5, 1, 1.5, 2.

Logistisella regressiolla selvidd siis vastasuhteiden m(z 4+ 1)/[1 — 7(z1 + 1)] ja
m(x1)/[1 — w(x1)] suhde ristisuhde (odds ratio, OR) exp(f1):

@)
_l-w(atD) _eplfot+film + D] _
e M= oy ey S oG
1 —m(x1)

Toinen yhtdsuuruus tulee yhtdlostd (14.5). Ristisuhde ei riipu selittdjan z; ar-
vosta. Selittdja x; voi olla osoitinmuuttuja. Talloin exp(B1) kertoo vastasuh-
teiden suhteen osoitetussa luokassa ja vertailuluokassa. Jos todennikéisyys ja
selittéja eivéit ole yhteydessd, 51 = 0 ja ristisuhde 6 = exp(0) = 1. Jos 31 > 0,
niin § > 1; jos f; < 0, niin # < 1. Mitd enemmé&n (; poikkeaa 0:sta, sitéd
enemman ristisuhde 6 eroaa 1:std. Ristisuhde saa arvoja valilla (0, 00).

Jos selittédjid on k kappaletta, logistinen regressiomalli on

ﬂ(ml,...,xk)

= . (14,
L—m(zy,...,2x) Pot By -+ fiemy. (148)

logit [rr(z1, ..., 2%)] = log

Yhtélosta (14.8) seuraa yhtdlsitd (14.3) ja (14.6) vastaavat todennékoisyyden
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Kuva 14.4: Todennékéisyys m yhden selittdjén logistisessa regressiossa. Vasem-
malla: 57 = 0, 0.5, 1, 1.5, 2. Oikealla: g; = 0,—0.5,—1,—1.5, —2. Ylh&alla:
Bo = —1. Alhaalla: 5y = 1.
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ja vastasuhteen kaavat

exp(Bo + iz + - - + Brak)

me ) = 1+ exp(Bo + frxr + -+ + Brrr) (14.9)
ja
1 i(:(lgll, 7x’k2k) = exp(Bo + Srxy + - - + Brpwr). (14.10)

Tapahtuman todennakoéisyydet eri selittdjien arvoilla voidaan laskea yhté-
16sta (14.9). Selittdjan x; (j = 1,..., k) yksikon suuruisen muutoksen vaikutus,
kun muut selittdjat ovat kiinnitettyja, ei riipu minkéén selittdjan arvosta. Néin
syntyvén ristisuhteen suuruuden exp(f;) méarad yksin §;:

W(xl,...,xj—l—l,...,xk)
0. — 1—m(zr,...,z;+1,...,2k)
7 W(l‘l,...,xk)
1—m(xy,...,28)

_ eXp[ﬂoJr,BlIlJr...Jrﬂj(l‘jJrl)Jr"'Jr,Bk:l:k]
exp(Bo + Brxy + -+ - + Brrr)

= exp(B;).

Toinen yhtadsuuruus johtuu yht&losta (14.10). Selittdjat voivat olla jatkuva-ar-
voisia, luokka-, osoitin- tai yhdysvaikutusmuuttujia luvun 13 regressiomallien
tapaan.

14.2.2 Logistisen regressiomallin estimointi, testaus ja se-
lityskyky

Aineisto koostuu n:n riippumattoman Bernoulli-kokeen tuloksena syntyneisté
havaintovektoreista [£11 ... T1k Y1],- .-, [Tn1 - .- Tnk Yn] (0 > k). Vasteet y; saa-
vat arvon 0 tai 1. Selittdjat ovat kiinteitd. Logistinen regressiomalli estimoidaan
yleensid SU-menetelmélld (jakso 9.2). Estimoinnin yksityiskohdat sivuutetaan.
Vakiotermin ja regressiokertoimien estimaattorit ovat (kdyvin oletuksin) tarken-
tuvia mutteivit ylipddnsa harhattomia. Estimointi onnistuu R:ssd versioimalla
koodia

malli <- glm(y~x1+x2+x3, family=binomial(link=logit), data=aineisto)
summary (malli)

sopivasti (kolme selittdjad; “aineisto” muuttujista y, 1, z2 ja x3 valmiina R:ssé).
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Uskottavuusfunktion ydin on yhtdloé () sivulla 323. Todenndkdisyydet [m(zi1,...,z)]Y ja
1 - 7(@i1,. .., 7)) Y riippuvat nyt §j-parametreista kaavan (14.9) mukaisesti. SU-mene-
telméssd havaintoja 1, ..., zk, ¢ = 1,...,n, pidetdédn kiinteina, kaava (*) maksimoidaan nu-
meerisilla menetelmilld parametrien 3; suhteen ja estimaateiksi valitaan kaavan maksimoivat
arvot ij 7=0,...,k.

SU-menetelmélla voidaan laskea myos SU-estimaattorien estimoidut keski-
virheet. Jakamalla SU-estimaatti 3; estimoidulla keskivirheelldéin saadaan t-ar-
vo nollahypoteesille 3; = 0. R raportoi ne edelld osoitetun summary(malli)-
késkyn palautteessa. Siind ne on nimetty z-arvoiksi, koska nollahypoteesin pé-
tiessé niiden pienotosjakaumaa ei tunneta mutta jakauma on standardinormaali
suurilla havaintomaérilld. Varovainen konservatiivinen testaaja — joka ei halua
altistua testin nimellistd kokoa suuremmalla riskille tehdéd hylk&ysvirhe — voi
verrata t-testisuuretta standardinormaalijakaumaa paksuhéntdisempéaédn t-ja-
kaumaan n — k — 1:114 vapausasteella (vrt. jakso 11.3).

Logistisen regressiomallin selityskykyad voidaan mitata jaksosta 4.6 tutuilla
herkkyydella ja tarkkuudella seké erityisesti todennékoisyydella luokitella ha-
vainto oikein. Tulkitaan, ettd malli sovittaa vastemuuttujan arvon oikein, jos
7 > o, jos y = 1 tail 7; < mp, jos y = 0. Todennékoisyys g on itse asetettu ra-
ja. Yksi luonteva sellainen on 7y = 0.5. T&ll6in mallin katsotaan ennustavan ha-
vainnon 7 kohdalla tapahtumaa y = 1, jos 7; > 0.5 ja vastatapahtumaa y = 0,
jos w; < 0.5. Toinen luonteva my-raja on tapahtumien eli ¥y = 1 -havaintojen
osuus aineistossa y. Muitakin rajoja voidaan kayttéa.

Merkitéddn ¢; = 1 tai ¢; = 0, jos &; > mo tai 7; < mo. Herkkyys ja tark-
kuus médritelldan tédssd yhteydessd todennédkoisyyksiksi, ettd malli luokittelee
tapahtumat y = 1 ja y = 0 oikein:

herkkyys =P(g=1]y=1) ja tarkkuus=P(§g=0]y=0).

Oikean luokittelun todennékoisyys on painotettu keskiarvo herkkyydestd ja
tarkkuudesta:

Pllg=1ny=1)U(@=0Nny=0)]
=Plg=1ny=1)+PH=0Nny=0)
=P@H=1ly=1)Py=1)+P@H=0[y=0)P(y=0)
= herkkyys x P(y = 1) 4 tarkkuus x P(y = 0).

Ensimmaéinen yhtdsuuruus seuraa tapahtumien y = 1Ny =1jag=0Ny =0

erillisyydesta seké erillisten tapahtumien todennédkéisyyksien yhteenlaskuséan-
nosté (4.4). Toisessa yhtdsuuruudessa on hyddynnetty todennékoisyyslaskennan
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tulosddntod (4.9). Oikean luokittelun todennékéisyys riippuu suuresti valitusta
rajasta .

Erottelukykykdayra (recetver operating characteristic curve, ROC curve) piir-
taa (1—tarkkuus, herkkyys)-pisteet kaikille 7y:n arvoille (1—tarkkuus, herkkyys)-
koordinaatistoon (kuva 14.8). Kéyra alkaa (0,0)-pisteesta: Jos mp = 1, niin
kaikki havainnot tulevat luokitelluiksi vastatapahtumiksi. Té&lloin seké
1—tarkkuus ettd herkkyys ovat 0. Kéyra padttyy pisteeseen (1,1): Kun 7y = 0,
kaikki havainnot luokitellaan tapahtumiksi ja 1—tarkkuus ja herkkyys ovat 1.
Pisteiden valilla erottelukykykéayra kulkee yleenséd pisteet yhdistdvan suoran
ylapuolella. Pisteet suoralla ovat tilanteita, joissa mallilla ei ole selityskykya
(harjoitustehtéva). Malli toimii sitd paremmin, mitd suurempi on herkkyys
kullakin 1—tarkkuus -arvolla eli mitd ylempéna kayra lentelee. Ideaalitilantees-
sa erottelukykykéyra singahtaa (0, 0)-pisteesté ldhes pisteeseen (0,1) ja kulkee
sen jilkeen likipitden vaakasuorasti pisteeseen (1,1). T&lloin malli tunnistaa
tapahtumat oikein aina, kun 7y poikkeaa nollasta.

Erottelukykykdayrin alainen pinta-ala (KAP, area under curve, AUC) mittaa
mallin selityskykya. Mitd suurempi pinta-ala on, sitd paremmin malli selittaa
y-havaintoja. KAP saa arvoja vililld [0.5, 1].

Erottelukykykayrén piirtdmiseen ja KAPin laskemiseen on monia R-paket-
teja. Kuva 14.8 on piirretty paketin pROC komentojen roc, plot.roc ja auc
avulla. Erottelukykykéyra on kuvassa porrasmainen, koska havaintoja on vahén.
Suuremmilla havaintoméarilla kdyrd on yleensi tasaisemmin kaartuva.

Mallin selityskykyé voidaan arvioida my6s kaksiarvoisen vastemuuttujan ha-
vaintojen ja sovitteiden 7; korrelaatiokertoimella eli yhteiskorrelaatiokertoimella
tai sen neliolld jakson 13.5.1 tapaan (vrt. kaavat (13.7) ja (13.8)). Yhteiskorre-
laatiokertoimen neliotd kutsuttiin selitysasteeksi PNS-menetelmalld estimoidun
lineaarisen regressiomallin yhteydessd. Suuretta ei voi tulkita samoin SU-mene-
telmélla estimoidun logistisen regressiomallin yhteydesséd. Vastemuuttujan kak-
siarvoisuus voi rajoittaa suuresti yhteiskorrelaatiokertoimen mahdollisia arvoja.
Logististen regressiomallien selityskyvyn vertailuun yhteiskorrelaatiokerroin, tai
sen nelio, sopii silti.

Esimerkki. Avaruussukkula. Challenger-avaruussukkulan rajahdys 1986 jarkytti
monia (kuva 14.5). Wikipedial7®:

Challenger — — oli yhdysvaltalainen avaruussukkula, joka tuhoutui 73 sekuntia
laukaisunsa jalkeen 28. tammikuuta 1986. — — Avaruussukkulan onnettomuuden
syyksi paljastui — — apuraketin O-tiivisteen pettdminen. Laukaisua edeltdneen
yon pakkasesta johtuen tiiviste oli menettidnyt kimmoisuuttaan ja raketin polt-
toaine pédsi virtaamaan tiivisteen vélistd aiheuttaen onnettomuuden. — — Chal-
lengerin viimeiselld lennolla oli mukana opettaja Christa McAuliffe, josta piti
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tulla ensimmaéinen siviili avaruudessa. — — kaikki seitseméan astronauttia kuoli-
vat.

Englanninkielisen Wikipedian mukaan ldmpétila oli onnettomuuspéivind noin
—2 astetta. Avaruussukkuloilla oli tehty 23 onnistunutta lentoa ennen avaruus-

Kuva 14.5: Challenger-sukkulan lihto 28.1.1986.1

sukkulan nousussa hajoamiseen paéttynyttd 24. lentoa. Yhdysvaltain ilmailu- ja
avaruushallinto NASA oli aiemmin seurannut laukaisuhetken lampotilan ja ava-
ruussukkulan paa-O-tiivisteiden lamporasitusta. Kussakin sukkulassa oli kuusi
paa-O-tiivisterengasta (jatkossa O-tiivistettd, kuva 14.2.2). Lampotilat olivat
vaihdelleet 12:sta 27 asteeseen.

Tutkitaan logistisella regressiolla O-tiivisteiden lampérasituksen riippuvuut-
ta lampotilasta. Maaritelldadn muuttuja, joka saa arvon 1, jos avaruussukkulan

I Piirros: Mika Kettunen (2023). Piirros pohjaa NASAn valokuvaan.
2Piirros: Mika Kettunen (2023). Piirroksen tiedot ovat Massachusetts Institute of Techno-
logyn professori Daniel Roosin havainnollistuksesta.
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.oo@m-\ G~ E>

pettanyt O- t||V|ste O -tiiviste, kehd 11.6 m,
paksuus 6.4 mm

Kuva 14.6: Pettdneen O-tiivisteen sijainti sukkulan polttoainetankin viereisessé
raketissa.?

O-tiivisteista ainakin yhdessé on lamporasitusvaurio (suffered thermal distress)
ja 0, jos yhdessikiin ei ole vauriota.'”” Lamporasitusvaurio ennakoi O-tiivisteen
rikkoutumista. SU-menetelmélld estimoitu logistinen regressio on

log)) = 7614 — 0.418c.
(3.933) (0.195)

Y4 ¢ on lampétila, #(c) on lampétilasta riippuva estimoitu todennékoisyys
ja suluissa ovat estimaattien likiméadréiset keskihajonnat. Havaintopareja on
23. Liampotilamuuttujan kertoimen estimaatin t-arvo on —0.418/0.195 =~
—2.145. Vertaaminen normaalijakaumaan tuottaa p-arvon 0.032 (2*pnorm
(-2.145)). Jos verrataan t-jakaumaan, p-arvo on hieman suurempi 0.044
(2*pt(-2.145,21)). Pienehkd p-arvo viittaa siihen, ettd ldmpdtila vaikut-
taa O-tiivisterenkaan l&mporasitusvaurion todennékoisyyteen. Pieni aineisto
heikentéd testia.

Kuva 14.7 havainnollistaa O-tiivisteen ldmporasitusvaurion todennékoisyy-
den riippuvuutta lampétilasta.!™ Logistinen muunnos takaa, ettd estimoitu to-
dennékoisyys rajoittuu valille (0,1). Havaintoja on ravistettu, jotta ne erottui-
sivat toisistaan. Estimointi on tehty alkuperiisilla havainnoilla. Liséksi aineisto
on jaettu kolmeen luokkaan. Siniset tapléit ovat luokkakeskiarvoja, jotka ovat it-
sessdan estimaatteja lamporasitusvaurion todennékoisyydelle. Ne osuvat melko
ldhelle mallin sovitetta. Sovite kuvaa luokkakeskiarvoja kattavammin todenné-
koisyyden kayttaytymista ja on mielekkadmpi kuin lineaarisen todennakoéisyys-
mallin sovite kuvassa 14.7.

Logistisen regression tuloksia on hyva kuvata laskemalla estimoidusta mallis-
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Kuva 14.7: Avaruussukkulan O-tii- Kuva 14.8: Avaruussukkulamallin
visteen lamporasitusvaurion toden- erottelukykykéayrd (KAP = 0.781).
nakoisyys.

ta todennékoisyyksid. Lampotilan estimoitu kerroin on negatiivinen, joten lam-
potilan kylmetessd lamporasitusvaurion todennikoisyys suurenee. Sovitteesta
nakyy, ettd lampotilavaurion todenndkdisyys on ldhes 1, jos lampdtila on on-
nettomuuspéivin —2 astetta. Havaintoaineiston kylmimmalld lampdtilalla 12
astetta vaurion todennikoisyys on noin 0.93:

. exp(7.614 — 0.418 x 12)
12) = ~ 0.931.
"12) =17 exp(7.614 — 0418 x 12) 093

Avaruussukkuloiden laukaisujen aikaan ldmpdétila on ollut keskiméérin noin 20.9
astetta. Estimoitu l&mpoérasitusvaurion todennékdoisyys 20.9 asteessa on noin

0.25:
) exp(7.614 — 0.418 x 20.9)
20.9) = ~ 0.246.
F(20-9) = T p(7.612 = 0.418 x 20.9)

Téssa lampotilassa sovitteen kulmakerroin on noin —0.08 (yhtélosta (14.4)):
B (e)[1 — #(c)] = —0.418 x 0.246(1 — 0.246) ~ —0.077.

Lampotilasta riippumatta lampotilan kasvaessa asteella vastasuhde pienenee
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0.66-kertaiseksi, eli ristisuhde on 0.66:

wlc+1)
1—7#(c+1)
#(c)

1—#(c)

= exp(f1) = exp(—0.418) ~ 0.66.

Taulukko havainnollistaa, kuinka hyvin malli luokittelee havainnot oikein
(=1,josy=1tai g =0, josy =0), kun mp = 1/5, mg = 7/23 = 0.304 tai
mo = 1/2. Osamaéérd 7/23 on lamporasitusvauriotapahtumien osuus aineistossa.

mo =1/5 mo = 7/23 mo =1/2
9=1 §=0 g=1 §=0 g=1 ¢=0 by
=1 6 1 4 3 4 3 7
y=0 8 8 5 11 0 16 16

Herkkyys ja tarkkuus ovat 6/7 = 0.857 ja 8/16 = 0.500, jos mg = 1/5, 4/7 =
0.571 ja 11/16 = 0.688, jos mg = 7/23 tai 4/7 = 0.571 ja 16/16 = 1, jos my =
1/2. Vastaavat pisteet (1—tarkkuus, herkkyys) ovat (0.5,0.857), (0.313,0.571)
ja (0,0.571). Ne osuvat kuvan 14.8 oikean ruudun erottelukykykéyrélle. Mallin
KAP on 0.781.

Miten NASA saattoi laukaista sukkulan avaruuteen kylménd aamuna 28.
1.1986, vaikka O-tiivisteen ldmpdorasitusvaurion riski kasvaa nopeasti lampoti-
lan kylmetessd? Edellisend iltana NASAn asiantuntijat pohtivat, voiko kylmé&
aamu olla ongelma ja arvioivat, ettd selvdd lampotilavaikutusta O-tiivisteisiin
ei ole. He olivat oleellisesti tutkineet kuvan 14.7 yldosan havaintoja yksin, ei-
vatké havainneet niissé selvédd lampotilavaikutusta. Uskomaton virhe oli katsoa
osa-aineistoa, josta puuttui lennot, joissa ei ollut tapahtunut lampétilavaurioita.
Niiden siséllyttdminen analyysiin olisi paljastanut lampoétilavaikutuksen. Vali-
koitu otos (jakso 8.4) johti seitseméan ihmisen kuolemaan. Tilastotieteilijat ovat
tehneet esimerkin analyysit jéalkikdteen. [

Esimerkki. Pastokset lasten asumisesta ja vanhempien ulkomaalaistausta. Ai-
din ja isén véliset oikeusriidat lapsen asumisesta ovat keskiméaraisté yleisempié
avioeroissa, joissa ainakin toinen vanhemmista on ulkomaalaistaustainen. Pere
ym. (2017) selittavit didin voittotodennakoisyytta riidassa logistisella regressio-
mallilla.'™ Tutkimuksen pontimena oli ulkomaalaistaustaisten miesten kysely-
tutkimuksella selvitetty ndkemys, ettd suomalainen oikeuslaitos suosii naisia. Ai-
neisto koostui 846:sta eteldsuomalaisen kardjaoikeuden paatoksestda 2004-2015.
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Selitettava on didin voittotodenndkoisyyden logit-muunnos (voitto = 1; havio
= 0). Selittajind ovat osoittimet vanhempien ulkomaalaistaustalle: 21 = 1, jos
vain &iti on, zo = 1, jos molemmat ovat ja x3 = 1, jos vain isd on. Muutoin
osoittimet saavat arvon 0. SU-estimointi tuottaa mallin

log T@L 22 8) _ oms 4 0257m, 4+ 0.701ms 4 0.77lrs.

1-— 7?(391, 2, 1’3)
(0.088) (0.237) (0.229) (0.227)

Estimoitujen kertoimien estimoidut keskivirheet ovat suluissa. Kertoimien 3, 32
ja B3 nolluutta testaavien t-arvojen p-arvot ovat 0.278, 0.002 ja alle 0.001. Isdn
ulkomaalaistaustalla vaikuttaa olevan merkitysta huoltoriitoja ratkottaessa.

Aidin estimoidut voittotodennikdisyydet eri tilanteissa saadaan sijoittamalla
estimoidut kertoimet kaavaan

exp(Bo + Zle Bizs)
1+ exp(@o + Z?:l Bzwz)

ja asettamalla osoittimille kaikille arvo 0 tai yksi kerrallaan arvo 1. Vanhem-
pien ollessa kantasuomalaisia osoitinmuuttujat saavat kaikki arvon 0 ja &aidin
voittotodennikoisyys médriytyy yksin vakiotermin estimaatista 0.272. Aidin
voittotodennékoisyys on télloin noin 0.57:

#(x1, @2, x3) =

exp(0.272)

7(0,0,0) = ——PAZ208)
7(0.0.0) = s 021

~ 0.568.

Jos vain diti on ulkomaalaistaustainen, didin voittotodennékéisyys on noin 0.63:

exp(0.272 + 0.257)

#(1,0,0) =
(1,0.0) = T p (0272 5 0.257)

~ 0.629.

Ero kantasuomalaisen didin voittotodennékoisyyteen ei ole tilastollisesti merkit-
seva, p-arvon edelld mukaan. Jos molemmat vanhemmat ovat ulkomaalaistaus-
taisia, didin voittotodennékoisyys nousee noin 0.73:een:

. exp(0.272 + 0.701)
1 = ~ 0.726.
70,10 = 2t oon) - 7%

Jos yksin isé on ulkomaalaistaustainen, didin voittotodennékéisyys on noin 0.74:

. exp(0.272 4+ 0.771)
0,0,1) = ~ 0.739.
(0.0.1) = T p0 272 5 0.771)
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Todennikoisyydet kasvavat 0.57:std 0.74:44n. Mallin mukaan ulkomaalaistaus-
taiset isdt parjadvat riidoissa lasten asumisesta huonosti. Malli tarjoaa yhden
selityksen ulkomaalaistaustaisten miesten ndkemykselle naisten suosimisesta oi-
keuslaitoksessa.

Mallista voi laskea ristisuhteita. Esimerkkind muodostetaan ristisuhde vasta-
suhteista ulkomaalaistaustaisten ja kantasuomalaisten vanhempien tilanteissa:

7(0,1,0) 0.726
1-7(0,1,0)  1-0.726 _
0,007~ 0568 ~ 2.016.

1-#(0,0,0) 1-0.568

Ristisuhde on noin 2. O

14.2.3 Risti- ja riskisuhteen ero

Ristisuhde 6 ei ole kovin intuitiivinen suure eiké aivan helppo tulkittava. Ei ole
harvinaista, etté ristisuhde sekoitetaan riskisuhteeseen (risk ratio). Verrattaessa
kahta todenndkéisyyttd w1 € (0,1) ja mp € (0, 1) ristisuhde on

1

1—71'1

1— )
Helpommin hahmotettava riskisuhde on

71'

A=,

o

Sellaisen voi estimoida logistisen regression estimointitulosten avulla, mutta
regressiokertoimien estimaatteihin riskisuhde ei ylipddnsa liity suoraan.

Jos todenndkoisyydet ovat yhtdsuuria, niin risti- ja riskisuhde yhtyvét: 0 =

A = 1. Jos todennékoisyydet ovat hyvin pienié, niin osamééra (1 —mg)/(1 — )

on noin 1. Talléin risti- ja riskisuhde ovat likimain samoja:
7T1/(177T1) E I*WONE

0= —7——"—7°= A
7T0/(1—7T0) ) 1—71'1 ™o

=\

Likiarvoistuksen 6 ~ A toimivuuden peukalosdéntd on, ettéd todennakoisyydet
ovat pienempid kuin 0.1. Muulloin voi olla vaarallista sekoittaa risti- ja riskisuh-
de. Kaavasta ylld ndhddan myos, etta ristisuhde on suurempi kuin riskisuhde,
jos m > mg.
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Olkoon m; > mg > 0.2. Jos ldhteessé raportoidaan risti- muttei riskisuhde
eikd todennédkoisyyksid, niin riskisuhteesta voi talloin rykéistd ensiapuarvion
VanderWeelen (2017) kaavalla:

A~ V0.

Jos aineisto on kéytettdvissd, todennékoisyydet ja riskisuhde tulee estimoida
aineistosta eikéd kéyttdd VanderWeelen likiarvoa.

Esimerkki. Risti- ja riskisuhteen erot ja riskisuhteen approksimointi. Olkoon
(m1,m) = (0.03,0.01), (71,m) = (0.3,0.1) tai (m,m) = (0.69,0.23). Kaikissa
tilanteissa riskisuhde A\ = 3 on vakio mutta ristisuhde 6 vaihtelee valilld (3,7.5):
0 = 3.062, 0 = 3.857 tai § = 7.452. Ensimmaisessé tilanteessa todennakoisyydet
ovat hyvin pienié, jolloin \ = 6:

3~ 3.062.

Toisen todennékoéisyysparin kohdalla ei pade kumpikaan likiarvoistus, koska to-
dennékéisyydet eivéit ole riittdvin pienid tai suuria (3 # 3.857 eli A # 0 ja
3 # 3.857 =~ 1.964 eli \ # \/9) Kolmannessa tilanteessa ehto 71 > 0.2 ja
7y > 0.2 pitee ja VanderWeelen likiarvo A ~ v/# antaa karkean kisityksen

riskisuhteesta:
3~ V7.452 = 2.730.
O



Luku 15

Parametrittomia

menetelmia

Tilastotiede puhaltaa matematiikkaan elamén.180

Eugene Demidenko (1948-)

Eniten kéytetyt tilastolliset menetelmét ovat parametrisia. Niissd jakaumaole-
tusten ja otantamenetelmén (tilastollisen mallin) perusteella estimoidaan po-
pulaatiota kuvaavia parametreja (jakso 6.2) ja tehdéén aineistosta tilastollisia
paatelmid populaatiosta. Parametrittomia menetelmida (nonparametric) saattai-
si kuvitella vastakohdaksi parametrittomille menetelmille, mutta késitteet ovat
limittaiset.

Parametrittomiksi menetelmiksi voisi ajatella menetelmia, jotka eivit mil-
lddnlailla tukeudu populaatiota kuvaaviin parametreihin, ja niin joskus mééritel-
ld4n. Téallainen menetelmé on esimerkiksi kahden empiirisen jakauman vertailu
x2-testilld (jakso 12.2.2). Testi tavataan silti esittii& oppikirjoissa parametristen
testien yhteydessi. Toisaalta parametrittomana menetelméané jarjestaén pide-
tadn testid kahden odotusarvon yhtasuuruudelle, kun ei tehdé oletusta tietysta
otokset tuottaneesta jakaumasta. Kahta parametria ollaan silti tutkimassa.

Parametriton menetelmé ei ole valttaméattd tarkasti rajattu késite, mutta
sen ydinajatus on selkeé: tilastollinen menetelmé lievemmillé oletuksilla. Vaha-
oletuksisempi (assumption freer) voisi olla osuvampi késite kuin parametriton
(Sheskin 2014), mutta jalkimmaéinen termi dominoi. Parametritonta menetelméaé
kéytetadn, jos tarkasti parametroitu malli, tietty jakaumaoletus, vilimatka- tai
jopa jarjestysasteikko tuntuvat liian rajoittavilta oletuksilta, ylipddnsa halutaan

339
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varautua moninaisiin tilanteisiin tai jos parametrinen tilastollinen péaattely vaa-
tisi hyvin monimutkaista (mahdollisesti vield selvittdméatontd) matematiikkaa.

Esimerkki. Jaksossa 8.2 sivuttiin pistetodennékoisyysfunktion, tiheysfunktion ja
kertyméfunktion estimointia otospistetodennékoisyysfunktiolla, histogrammilla
ja otoskertyméafunktiolla. Estimoitavaa jakaumaa ei parametroitu mitenkaén,
eikd parametreja estimoitu. Mainitut estimointimenetelméat ovat parametritto-
mia. [.

Parametrittomalle menetelmaélle 1dheinen késite on jakaumasta riippumaton
(distribution free) menetelmé. Sellaisen tilastolliset ominaisuudet eivét riipu ja-
kaumasta, josta aineisto on muodostunut.

Parametrittoman ja jakaumasta riippumattoman menetelmén ero ei ole ai-
na kirkas. Parametrittomat ja jakaumasta riippumattomat menetelmét saate-
taan kiytidnnossd samaistaa (Ugarte ym. 2016, 587). Jakaumasta riippumatto-
mat menetelmét voidaan hahmottaa parametrittomien menetelmien osajoukok-
si (Meeker ym. 2017, 186). Ne voidaan silti kuvata hengeltaéin aivan erilaisiksi
(Dickinson Gibbons ja Chakraborti 2021, 3).

Esimerkki. Parametrinen, parametriton vai jakaumasta riippumaton. Onko ti-
lastollinen pééttely suurilla havaintoméérilla keskeiseen raja-arvolauseen pe-
rustuen parametrinen, parametriton vai jakaumasta riippumaton menetelma
vai niitd kaikkia? Keskeisen raja-arvolauseen mukaan riippumattomien satun-
naismuuttujien keskiarvo noudattaa suurilla havaintomé&arilla normaalijakau-
maa N(u,0?/n) satunnaismuuttujan jakaumasta riippumatta, kunhan satun-
naismuuttujalla on odotusarvo () ja varianssi (02) (jakso 7.3). Menetelmé ei
oleta tiettya jakaumaa mutta olettaa kaksi parametria, ja paattely perustuu nii-
hin tai niiden estimaatteihin. Menetelmén voi hahmottaa parametriseksi vaik-
kakin pitkalti jakaumasta riippumattomaksi. .

Parametrittomien menetelmien etu on niiden yleispétevyys. Monet vaativat vain
jarjestysasteikolliset havainnot, ne saattavat toimia satunnaismuuttujan jakau-
masta riippumatta tai ne voivat tunnistaa lineaarisia monimuotoisempia yh-
teyksiad. Parametrittomat menetelmat ovat tyypillisesti myos vakaita erilaisten
poikkeavuuksien suhteen. Jaksossa 9.1 selitettiin vakaa estimaattori. Tilastol-
linen menetelma on vastaavasti vakaa tietyn poikkeavuuden suhteen, jos se ei
tapaa muuttaa menetelmén tuloksia suuresti. Menetelmé voi olla vakaa esimer-
kiksi oudokkien suhteen. My0s parametrinen menetelmé voi olla vakaa.

Esimerkki. Studentin ¢-testi. Studentin ¢-testi on vakaa satunnaismuuttujan ja-
kauman suhteen. Vaikka normaalijakaumaoletus ei pétisi, t-jakauma voi olla
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hyvé likiarvoistus t-testisuureen nollajakaumalle. Erityisesti t-jakaumaan no-
jautuvat kaksisuuntaiset testit ja luottamusvélit voivat toimia talldinkin hyvin.
Agresti ja Finlay (2009, 122, vrt. 155) arvioivat, ettd jo 15 havaintoa voi riittdd
likiarvoistuksen toimivuudelle luottamusviliéi laskettaessa.'8! Testi ei ole vakaa
havaintojen riippumattomuuden suhteen. [J.

Parametrittomien menetelmien yleispatevyyden hinta on, ettd ne tapaavat olla
joissain suhteissa vastaavia parametrisia menetelmis huonompia. Parametrit-
toman menetelmén toteuttaminen voi olla jopa mahdotonta, vaikka vastaava
parametrinen menetelmé olisi mahdollinen (esim. luottamusvéli tietylld luotta-
mustasolla pienelld havaintomédralla). Toisaalta parametriton menetelmé voi
toimia paremmin kuin parametrinen, jos tutkittava ilmié ei ole parametrisen
menetelmén olettaman kaltainen.

Yksi ndkemys on, ettd parametriton-késite lokeroi tarpeettomasti menetel-
mié, ja siitd tulisi luopua (Noether 1984). Kyse on yksinkertaisesti yleispitevistd
tilastotieteellisistd menetelmista.

15.1 Parametrittomia testeja

Jaksossa osoitetaan testejd, jotka perustuvat lievemmille oletuksille kuin likeiset
normaalijakauman olettavat testit (luku 12). Kaikilla testataan keskiluvun tai
keskilukujen erotuksen suuruutta. Yksi jakson uutuuksista on epdsymmetrisen
jakauman mediaanin testaus.

15.1.1 Merkkitesti

Tutkittava aineisto x1,...,x, on riippumattomia havaintoja jatkuva-arvoisista
satunnaismuuttujista X;, joiden mediaani on M. Havaintojen ei tarvitse olla sa-
masta jakaumasta! Riittdd, ettd patee P(X; > M) = P(X; < M) = 1/2,i =
1,...,n. Testin tarkentuvuus (jakso 11.1) saattaa kuitenkin vaatia, ettd havain-
not ovat samasta jakaumasta (Hollander ym. 2014, 73). Jatkuva-arvoisuusole-
tuksesta luovutaan jakson lopussa.

Merkkitestilla (sign test) testataan nollahypoteesia, ettd mediaani on M.
Testin nimi tulee siitd, ettd lasketaan plussia (ja miinuksia) siitd, kuinka moni
havainnosta on suurempia (tai pienempié) kuin M. Testisuure on plus-merkkien
lukumaééra (s). Koska plussa on tapahtuma X; > Mj, niin summaa s vastaa-
van satunnaismuuttujan S nollajakauma on binomijakauma: S ~ Bin(n,0.5).
Testi voitaisiin perustaa sithen. (Jakso 12.1.) Erityisen kétevdd on tehda testi
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standardoidun testisuureen
S/n—0.5
0.5(1 —0.5)/n

avulla. Nollahypoteesin pétiessé se noudattaa standardinormaalijakaumaa riit-
téavin suurilla havaintoméérilla (jakso 9.3). Approksimaatio toimii yleensd hy-
vin, jos n > 20 (Agresti ja Finlay 2009, 156, 172, Ugarte ym. 2016, 589)
ja mahdollisesti jopa jos n > 12 (Dickinson Gibbons ja Chakraborti 2020,
181). Testisuure hilyttdd, jos s poikkeaa paljon binomijakauman mukaises-
ta odotusarvosta 0.5n eli s/n 0.5:std. Testaus sujuu nippéarasti BSDA-pake-
tin SIGN.test (x,md=m)-komennolla, jossa x koostuu tutkittavan muuttujan ha-
vainnoista ja m on nollahypoteesin mukainen lukuarvo mediaanille.

Samaan tapaan voidaan testata kvantiilin ¢ suuruutta (Ho: ¢ = ¢o). Oletus
on t&lléin, ettd kaikille havainnoille pitee P(X; > ¢) = 1 — P(X; < ¢). Nyt
s on havaintojen lukumééréa, jotka ovat suurempia kuin gp, S:n nollajakauma
on Bin(n, qo) ja standardoitu testisuure on (S/n — qo)/[qo(1 — qo)/n)]"/?. Nor-
maalisuusapproksimaatio vaatii suuremman havaintoméaran kuin testattaessa
nollahypoteesia mediaanista.

Tasahavainnot ovat mahdollisia pyoristysten takia, vaikka satunnaismuut-
tuja olisi jatkuva-arvoinen. Jos testattavalle parametriarvolle osuu havaintoja,
niin tyypillisesti suositeltu menettely on poistaa ne aineistosta ennen testisuu-
reen laskua. Havaintojen lukumééra testissé on télldin otoksen koko vdhennet-
tyné kyseisten tasahavaintojen lukuméaéaralla.

Esimerkki. Osakkeiden tuotto (jatkoa). Suomalaisen osakeindeksin tuoton 31.
10.1912-31.8.2022 histogrammi piirrettiin kuvassa 8.2. Usein tuottojen jakau-
mien hadnnét ovat paksumpia kuin normaalijakaumalla ja tuottojen vaihtelu on
rypéyksittaistd. Osakkeiden tuottojen varianssi ei siten liene riippumaton edel-
lisistd havainnoista. Toisaalta tavanomaisen talousteorian mukaan osakkeiden
tuotot ovat riippumattomia aiemmista tuotoista. Merkkitesti luovii tilanteessa.
Se peréti sallii jokaisen havainnon olevan peréisin eri jakaumasta — kunhan
pétee, ettd P(X; > M) = P(X; < M) = 1/2, jossa X; on tuotto.

Testataan nollahypoteesia, ettd mediaanituotto on 0 (My = 0). Havaintoja
on 1318. Niistd 15 on arvoltaan tuoton tyyppiarvo 0 (harjoitustehtévi). Niiden
poistamisen jéalkeen havaintoja on 1303. Testisuureen arvo on suuri 6.621:

771/1303 - 0.5
v/0.5(1 — 0.5)/1303

Sen p-arvo poikkeaa nollasta 11. desimaalissa (2*pnorm (-6.621032), kaksisuun-
tainen testi). Luku 771 on SIGN.test-komennon laskema satunnaismuuttujan
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S toteuma aineistossa. (Komento palauttaa niin ikdan 11. desimaalissa nollasta
poikkeavan p-arvon.) On syyta hyldtd nollahypoteesi O-mediaanista. Otosmedi-
aani on 0.008 (harjoitustehtévi), eli osakeindeksin mediaanituoton estimaatti
on noin 0.8 % kuukaudessa.

Tuoton ja edeltédvian ajankohdan tuoton korrelaatio on 0.20, joten riippumat-
tomuusoletus ei péatene eiké aineisto ole talousteorian ennustamanlainen. Tama
seikka sivuutetaan esimerkissa. [

Merkkitestid voi soveltaa myOs parittaisen ¢-testin (jakso 12.4.7) parametrit-
tomana vastineena mediaanin testaamiseen. Aineisto on nyt erotuksia z; =

T1 — Yly---s2n = Ty — Yn, jOissa x; ja y; ovat satunnaismuuttujien X; ja Y; to-
teumia. Satunnaismuuttujien ei tarvitse olla riippumattomia, mutta erotusten
Z; =X;—Y;,i=1,...,n, tulee olla. Havaintojen z; ei tarvitse tulla samasta ja-

kaumasta, mutta tulee péted, etta P(Z; > M) =P(Z; < M) =1/2,i=1,...,n.
Koeteltava nollahypoteesi on, ettd satunnaismuuttujien Z; mediaani on M.

Testin kulku on sama kuin yhden otoksen tilanteessa. Lisdkommervenkki
on, ettd mikali nollahypoteesi erotuksen mediaanista My hylatdédn, niin siitd ei
voi yksioikoisesti padtelld, ettd satunnaismuuttujien X; ja Y; mediaanit eroavat.
Niin voidaan paatelld, mikali oletetaan, ettd satunnaismuuttujien X; ja Y; ja-
kaumat ovat symmetrisid ja samoja (Hutson ja Yu 2023). Télloin testataan itse
asiassa odotusarvojen eroa, koska symmetrisen jakauman tilanteessa mediaani
on odotusarvo.

Esimerkki. Kénnykkddn puhuminen ja reaktioaika (jatkoa jaksoista 12.4.6—
12.4.7). Koehenkildiden reaktioaikaa verrattiin heiddn puhuessaan puheli-
meen tai kuunnellessaan radio-ohjelmaa tai danikirjaa. Kunkin koehenkilon
reaktioaika mitattiin molemmissa tilanteissa, eli havainnot ovat parittaisia
(n1 = ng = 32). Jaksossa 12.4.7 arvioitiin, ettd reaktioaikojen erotus ei ole
ehkd normaalijakautunut. Kuvan 15.1 histogrammi tukee arviota. Merkkitestin
kaytto voisi olla perusteltua. Merkkitestisuure on nyt

26/32-05 o

VO05(1-05)/32

Sen p-arvo eroaa nollasta neljannessd desimaalissa (2*pnorm(-3.535534)).
Luku 26 on SIGN.test-komennon palauttama satunnaismuuttujan S toteu-
ma. (Komento laskee niinikdén neljdnnessid desimaalissa nollasta poikkeavan
p-arvon.) R palauttaa keskenddn tédsmélleen samat tulokset komennoilla
SIGN.test(x1,x2,md=0) ja SIGN.test(d,md=0). Muuttujat x1 ja x2 ovat
jakson 12.4.7 merkinnat reaktioajoille, ja d on erotus x1-x2. Péaitellddn, etta
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reaktioaikojen erotuksen mediaani poikkeaa nollasta. Sen estimaatti on 35.5
(SIGN.test-komennon palautteesta). Kénnykk&dédn puhujien reaktioajat ovat
reaktioaikojen erotuksen mediaanilla mitattuna pidempid kuin radion tai &&-
nikirjojen kuuntelijoiden. Johtopddtds on sopusoinnussa péadtelmien jaksoissa
12.4.6-12.4.7 kanssa.

frekvenssi
6
I

r T T 1
0 50 100 150

reaktioaikojen erotus

Kuva 15.1: Reaktioaikojen erotuksen jakauma.

Merkkitestid voi kayttda, vaikka satunnaismuuttuja X; olisi jarjestysasteikolli-
nen. T&ll6in tasahavainnot testattavalla parametriarvolla ovat erityisen mahdol-
lisia. Niiden sivuuttamisen jilkeen oletukset P(X; > M) = P(X; < M) = 1/2
tai P(X; > q) = 1 — P(X; < q) soveltuvat my0s jarjestysasteikolliseen tilantee-
seen. Jos testattavalla parametriarvolla on suuri todennékdisyys, testin tulkin-
taan tulee kiinnittda erityistd huomiota. Suuren testisuureen arvon tilanteessa
asianmukainen pdédtelma4 voi olla pikemminkin, ettd P(X; > My) > P(X; < M)
tai P(X; > qo) > 1—P(X; < ¢o) kuin ettd mediaani ei ole My tai etté ¢. kvantiili
ei ole qg. Vastaavia tarkennuksia tarvitaan, jos merkkitestid sovelletaan jérjes-
tysasteikollisiin erotuksiin 7Z; = X; — Y.

15.2 Kertyméiafunktioiden viliestimointi ja tes-
taus

Otoskertymifunktio F'(z) (jakso 8.2) on yksi eniten kiytetyistii ja joustavim-
mista parametrittomista menetelmistd. Otoskertyméfunktio visualisoi aineistoa
ja muotoutuu ldhes millaiseksi kertyméfunktioksi F(x) (jakso 6.1) vain. Jak-
sossa huomio on kertyméafunktion véliestimoinnissa ja kahden kertyméfunktion
yhtenevyyden testaamisessa.
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15.2.1 Kertyméifunktion viliestimointi

Sallitaan aluksi, ettd satunnaismuuttuja X; on diskreetti- tai jatkuva-arvoinen.
X;m toteumat x1,...,x, ovat satunnaisotos.

Todenndkoisyys, ettd satunnaismuuttuja X; saa pienemmén tai yhtdsuu-
ren arvon kuin z, on F(z) (x on kiinted reaaliluku). Satunnaismuuttuja X;
on siis Bernoulli-jakautunut parametrilla 7 = F(x) (jakso 7.1.1). Merkitdan
Y =nF (2):11a lukuméaaraa havaintoja, jotka ovat pienempia tai yhtdsuuria kuin
x (jakso 8.2). Koska havainnot ovat riippumattomia, ¥ on binomijakautunut sa-
malla parametrilla 7 = F(z), eli Y ~ Bin(n, F(x)) (jakso 7.1.3). Binomijakau-
tuneisuudesta seuraa, ettd E(Y) = nF(x) ja V(Y) = nF(x)[1 — F(x)]. Koska
F(z) = Y/n, niin E(F(z)) = F(z) ja V(F(z)) = F(z)[1 — F(z)]/n (jaksot 6.3
ja 7.1.3). Otoskertyméfunktio on siten kertyméafunktion harhaton estimaatto-
ri (jakso 9.1) pisteessd x ja niin, ettd sen varianssi menee nollaan otoskoon n
kasvaessa kohti dédretontd. Néin ollen otoskertyméfunktio on kertyméfunktion
tarkentuva estimaattori pisteessd x (jakso 9.1). Samaa argumenttia voidaan so-
veltaa jokaisen pisteen z kohdalla. Otoskertymaéfunktio F () on siten kertymaé-
funktion F'(z) tarkentuva estimaattori. Tulosta (sen matemaattisesti kehitty-
neempéd versiota) on kutsuttu tilastotieteen peruslauseeksi (Fundamental theo-
rem of statistics) ja kuvattu niin perustavanlaatuiseksi, etta kaikki tilastollinen
teoria perustuu sithen (Dudewicz ja Mishra 1988, 305, Stuart ja Ord 1991, 1188).

Otoskertyméfunktion arvo pisteessé =, F () = Y/n, on keskiarvo riippu-
mattomista samoin jakautuneista Bernoulli-satunnaismuuttujista (jakso 7.4.3).
Keskeisestii raja-arvolauseesta seuraa, ettd F'(x) on kunkin z-arvon kohdalla
normaalijakautunut suurilla otoskoilla (jaksot 7.3 ja 7.4.3):

A~

Fz) ~ N(F(x), F(z)[1 = F(x)]/n).

Tulos mahdollistaa kertyméfunktion luottamusvélin laskemisen mielivaltai-
sessa pisteessa . Koska ollaan estimoimassa osuutta 0 < F'(x) < 1, voidaan so-
veltaa jakson 10.2.1 luottamusvélejé osuudelle. Waldin menetelmé (10.2) tuot-
taa 100 X (1 — @) %:n luottamusvélin rajoiksi

. F(z)[1 - F(x)]

F(.’E) :tzl—oz/Q (].5].)

n

pisteessd x. Vili voidaan laskea eri x:n arvoille, jolloin saadaan késitys kerty-
maéafunktion sijainnista ja sen estimoinnin tarkkuudesta ylipadnsé. Néin saadaan
pisteittdinen luottamusvyohyke (pointwise confidence band, pointwise confidence
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envelope). Jaksossa 10.2.1 kuvatut ongelmat Waldin luottamusvélin peittavyy-
den tarkkuudesta (pienilld tai suurilla todennékoisyyksilla pienilld havaintom&é-
rilld) patevit myos téssd yhteydessi. Luottamusvili ja pisteittdinen luottamus-
vyOhyke voi kannattaa laskea jakson 10.2.1 rukkaavilla menetelmilla.

Pisteittiiseen luottamusvyohykkeeseen ei liity samaa todennédkoisyyttéd kuin
yksittdiseen luottamusvéliin. Samanaikaiseen luottamusvychykkeeseen (simulta-
neous confidence band) liittyy. Jalkimmaéinen saatetaan siksi haluta laskea edel-
lisen sijaan.

Esimerkki. Monen luottamusvélin ja otoskertyméfunktion pisteittdisen luotta-
musvyohykkeen tulkinta. Lasketaan kymmenen riippumatonta 95 %:n luotta-
musvalid kymmenelle eri parametrille. Ne kaikki peittavat tutkittavat paramet-
rit todennikéisyydelld 0.951° = 0.599. Luottamusvilien samanaikainen para-
metrien peittdmistodennikdisyys on aivan eri kuin yksittédisten luottamusvélien
luottamustaso.

Otoskertyméafunktion pisteittdinen luottamusvyohyke koostuu tyypillisesti
lukuisista luottamusvéleistd. Ne eivét ole riippumattomia, koska ne on lasket-
tu osin samoista havainnoista. Pisteittdiseen luottamusvyohykkeeseen liittyvaa
samanaikaista kertyméafunktion arvojen peittdmistodennékdisyyttéd on siten yli-
péddnsé vaikea laskea. Oleellisinta on ymmartaé, ettei se ole yksittdisen luotta-
musvélin luottamustaso. OJ

Kertyméfunktiolle voidaan laskea samanaikainen luottamusvyohyke. Idea on,
ettéd se peittdd kaikki kertymafunktion arvot osoitetulla todennékéisyydella.

Oletetaan, ettd satunnaismuuttuja X on jatkuva-arvoinen. Yhden otoksen
Kolmogorovin—Smirnovin tunnusluku

D,= sup |F(z)— F(x)]
—oco<x <00

on otoskertyméfunktion ja kertyméafunktion erotuksen (pystysuorassa suunnas-
sa) suurin arvo reaalilukujen joukossa.'®2 Sen hakemista osoitetaan ylli sup-
merkinnalla (supremum). Andrei Kolmogorov on osoittanut, ettd suurilla otos-
koilla D,,:n jakauman (1 — «). kvantiili d;_,, on noin

2\1/%‘ (15.2)

dl—a ~

jossa zi_, madrdytyy taulukosta alla:

o 0.20 0.10 005 0.02 0.01
1.073 1.224 1.358 1.517 1.628

*
S




347 15.2 Kertyméfunktioiden véliestimointi ja testaus

Jakaumalikiarvoistuksen toimivuus edellyttéd, ettd otoskoko n on (lihteestd
riippuen) vahintd4n 35-40 (Hollander ym. 2014, 570, Dickinson Gibbons ja Cha-
kraborti 2021, 123, 605). Kvantiili dg g5 voidaan laskea kahden desimaalin tark-

kuudella kaavalla
1.358

d =
095 = 40124 0.11//n

pienille otoskoille alkaen otoskoosta n = 2. Tulokset ovat mainioita: Tunnuslu-
vun D,, jakauma tunnetaan, vaikka F'(z) olisi tuntematon!

(15.3)

Esimerkki. On laskettu otoskertyméfunktio satunnaisotoksesta (n = 100) jatku-
va-arvoisesta satunnaismuuttujasta X. Todennékéisyys, ettd otoskertymafunk-
tio F'(z) poikkeaa milldéin z-arvolla kertyméfunktion arvosta F(z) enemmén
kuin 1.358/4/100 = 0.136:1la on kaavan (15.2) mukaan 0.05. Kaava (15.3) tuot-
taa 0.95. kvantiiliksi 1.358/(v/1004-0.12-+0.11/4/100) = 0.134. Kvantiilien likiar-
vot ovat varsin samat 0.136 ~ 0.134. Jalkimma&inen likiarvo on luotettavampi.
O

Tunnusluvun ja sen jakauman avulla voidaan muodostaa samanaikainen luot-
tamusvyohyke kertyméafunktiolle F(z), vaikka kertyméfunktiota F(X) ja si-
ten erotusta F(z) — F(z) ja tunnuslukua D, ei tunneta. Kertymifunktion
100 x (1 — &) %:n samanaikainen luottamusvyohyke toteuttaa samanaikaisesti
kaikilla x arvoilla yhtalot (vrt. jakso 11.3)

Pl|F(z) - F(z)|<di o]=1—a &

Pl—di_o < F(z)—F(z) <di_o]=1—0a <

P—F(z)—di_o < —F(z) < —F2)+di_o]=1—-a <&
PlF(z) —di_o < F(z) < F(z)+d1 o) =1 -0

Kertyméafunktion arvot ovat valilla [0, 1], joten mééritellddn luottamusvydhyk-
keen ala- ja ylirajoiksi (L ja U)

A

I_ F(x) —di—o, jos F(x) —di_o >0 ja
1o, jos F(x) —dy_o <0
ja
U F(x)+di_g, jos F(z)—di_a <1 ja
o, jos F(z) +di_q > 1.

Néin alaraja ei voi olla 0:aa pienempi ja ylaraja 1:htd suurempi.
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Samanaikaisen luottamusvyohykkeen lasku kertyméfunktiolle on jakaumasta
riippumaton menetelmaé, jos kertyméfunktio on jatkuva. Jos satunnaismuuttuja
ei ole jatkuva, niin luottamusvy6hyke voi olla konservatiivinen eli liian leved
(Noether 1967, 17-18.)

Esimerkki. Vihkimiset 2013 II. Kuvassa 8.1 (jakso 8.2) on kirkollisten vihki-
misten (n = 12410) ja siviilivihkimisten (n = 8878) péivittaiset lukumaarit ja
otoskertymafunktiot. Lasketaan pisteittdiset ja samanaikaiset luottamusvyohyk-
keet kirkollisten vihkimisten ja siviilivihkimisten kertyméafunktioille. Vihkipaiva
on satunnaismuuttuja.

Pisteittéiset luottamusvilit ovat kapeita, koska havaintoja on paljon. Esimer-
kiksi paivand 60 (1.3.2013) kertyméfunktioiden 99 %:n Waldin luottamusvélin
rajat ovat kirkollisille vihkimisille

0.0738114424 £ 2.576 x \/ ~ 3 0.068

0.0738114424 x (1 — 0.0738114424) . J 0.080
12410

ja siviilivihkimisille

0.133138094 x (1 — 0.133138094) 0.144

0.133138094 + 2.576 x \/ 3878 ~ { 0.124.

(Kaava (15.1).) Luottamusvélien leveydet ovat 0.012 ja 0.020. Leveimmillién

luottamusvalit ovat 6205. ja 4439. havaintojen kohdilla, joilla otoskertyméfunk-

tion arvo on 0.5 (jakso 10.2.1). Leveydet ovat tuolloin 2x2.576 x 1/0.52/12410 ~
0.023 ja 2 x 2.576 x ,/0.52/8878 ~ 0.027.

Kirkollisille vihkimisille ja siviilivihkimisille 0.99. kvantiilit dy.g99 ovat

1.628 1.628
d()_gg ~ —— = 0.01461398 ja d()_gg ~ —— = 0.01727813.
12410 V8878
Paivan 60 kohdalla 99 %:n samanaikaisten luottamusvychykkeiden rajat ovat
0.088
0.0738114424 4+ 0.01461398 ~ { 0.059
(kirkolliset vihkimiset) ja
0.150
0.133138094 + 0.01727813 ~ { 0.116

(siviilivihkimiset). Kertyméfunktioiden 99 %:n samanaikaisten luottamusvyo-
hykkeiden leveydet ovat 2 x 0.01463193 ~ 0.029 ja 2 x 0.01729936 ~ 0.035.
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Samanaikaiset luottamusvyohykkeet ovat levedmpid kuin pisteittdiset luotta-
musvyohykkeet leveimmilldan (0.023 ja 0.027).

Luottamusvyohykkeet ovat likiméariisid suuresta havaintoméarasta huoli-
matta, silld vihkimisten ajankohta on diskreetti satunnaismuuttuja — vaikkakin
varsin tiheasti luokiteltu. Diskreettiyden vuoksi samanaikainen luottamusvyo-
hyke tapaa olla liian leved. Suuren havaintoméaaran takia liian levedkin vychyke
on kapea.

Pisteittdinen tai samanaikainen luottamusvyochyke piirretdén monesti ha-
vainnollisesti otoskertyméfunktion ympérille. Esimerkissi vyohykkeet ovat niin
kapeita, ettd ne eivit erottuisi selkeésti kuvassa 8.1. Harjoitustehtavassa pohdi-
taan tilastollista paéattelyd esimerkissa. [

Esimerkki. Tutkimusviittaukset I.'®3 Havainnollistetaan pienelld aineistol-
la otoskertyméfunktion porrasmaisuutta ja kertymaéfunktion samanaikaisen
luottamusvyohykkeen laskua.

Yksittainen tutkimus ei useinkaan riitd vakuuttamaan tutkijoita. Tulos
saa lisipontta, jos se toistuu riippumattomassa tutkimuksessa. Nature Human
Behaviour -lehdessd 2018 yritettiin toistaa 21 Nature- tai Science-lehdessé
2010-2015 julkaistua yhteiskuntatieteellistd tutkimustulosta (Serra-Garcia
ja Gneezy 2021). Tuloksista 13 voitiin ja 8:aa ei voitu toistaa. Toistettu-
jen/toistamattomien 13/8 tutkimuksen vuoden 2019 aikana saamien viittaus-
ten lukuméédrdn otoskertyméfunktio on piirretty vihredlli/sinisellda kuvassa
15.2. Otoskertyméfunktioiden porrasmaisuus nékyy kuvasta selkedsti. Kuvaa-
jien yhteiset osuudet — molempien otoskertyméfunktioiden saadessa arvon
0 tai 1 — on merkitty vaaleanruskealla. Satunnaismuuttuja on viittausten
lukumé&érd (toistettuun tai toistamattomaan) tutkimukseen. (Luku 0.644 ja
viereinen kaksipdinen nuoli selitetdin jaksossa 15.2.2.)

NSM3-paketin komennolla ecdf .ks.CI(x) kertyméfunktion 95 %:n saman-
aikaisen luottamusvyohykkeen laskeminen ja piirtdminen kéy katevasti:

x <- c(200, 366, 436, 594, 804, 870, 898, 936)

ecdf.ks.CI(x)

ecdf .ks.CI(x)$upper

## [1] 0.57927 0.70427 0.82927 0.95427 1.00000 1.00000 1.00000 1.00000
ecdf.ks.CI(x)$lower

## [1] 0.00000 0.00000 0.00000 0.04573 0.17073 0.29573 0.42073 0.54573

Lukuarvot 200, 366 jne. ovat viittausten lukuméarat kullekin 8 tutkimukselle,
joita ei saatu toistettua. Ne on luettu suuruusjirjestyksessd R:&44n, mutta lu-
kujéarjestykselld ei ole vilid. Oikeanpuoleisin osa kuvaa 15.2 on piirretty koodin
kahdella ensimmaéiselld rivilld (ja muutamalla kuvasta merkint6ja poistavalla
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tarkennuksella). Komennot ecdf.ks.CI(x)$upper ja ecdf.ks.CI(x)$lower
palauttavat punaisella piirretyt 95 %:n samanaikaisen luottamusvyohyk-
keen yla- ja alarajat. Keskimmadisin osa kuvaa 15.2 on tuotettu vastaavalla
ecdf .ks.CI-komennolla. R on laskenut vythykkeet kéyttéden pienillekin ha-
vaintoméadirille patevad kaavaa (15.3). Luottamusvyohykkeet ovat hyvin leveité,
koska havaintoja on vdhéan.

Toistettujen tutkimusten otoskertyméafunktio sijoittuu vasemmalle toista-
mattomien tutkimusten otoskertymaéfunktiosta. Toistettuihin tutkimuksiin on
viitattu keskiméérin vihemmén. Serra-Garcia ja Gneezy (2021) argumentoivat
(monen aineiston ja kattavampien analyysien perusteella), ettd artikkeleihin,
joissa on julkaistu tuloksia, jotka on voitu toistaa, viitataan tieteessa vihemmaén
kuin tuloksiin, joita ei ole voitu toistaa. Mahdollinen selitys on, etta viittauk-
sia kerdavét tulokset ovat odottamattomia ja huomiota herdttavia mutteivat
valttdmatta tosia. [
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otoskertyméafunktio
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I
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Kuva 15.2: Toistettujen ja toistamattomien tutkimusten viittausten lukuméé-
rien otoskertyméfunktiot seké kertyméfunktioiden 95 %:n samanaikaiset luot-
tamusvyohykkeet.
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Likiarvoistuksen (15.2) z__-arvoja voidaan laskea lisdd kaavalla [—0.5 x log(er/2)]1/2
(Lindgren 1976, 494).

Miller (1956) on taulukoinut tunnusluvun D,, kvantiilin di_, arvoja pienilld havainto-
madrilld (my6s Dickinson Gibbons ja Chakraborti 2021, taulukko F). Kaava (15.3) likim&arin
toistaa taulukon 0.95. kvantiilit. Taulukko mahdollistaa kertyméafunktion samanaikaisen luot-
tamusvilin méarittdmisen tarkasti pienilld havaintoméarilld tavanomaisilla luottamustasoilla.

Tunnusluvulla D,, voidaan testata nollahypoteesia tietystd jakaumasta. Dickinson Gib-
bons ja Chakraborti (2021, jaksot 4.4-4.9) sekd Hollander ym. (2014, jakso 11.5) selittévét
testit. Niiden etuja: Jos satunnaismuuttuja on jatkuva-arvoinen, kertyméafunktioon perustuvan
testin pitdisi olla voimakkaampi kuin x2-testin (luku 12.2), koska jilkimmaéisessd menetetiin
informaatiota luokittelulla. Luokittelu ja siten testin tulos eivit ole yksikasitteisid. Edellisen
testin voi toteuttaa yksisuuntaisesti; jalkimmaistd ei. Tunnusluvun D, jakauma tunnetaan
pienilldkin havaintomaarilla.

Conover (2006, jakso 6.1), Dickinson Gibbons ja Chakraborti (mts. 126) sekd Hollan-
der ym. (mts:t 573 ja 577) opastavat, kuinka péaatella tilastollisesti, jos satunnaismuuttuja
on diskreetti tai luokiteltu ja aineistossa on tasahavaintoja. Conoverin (mts. 435) mukaan
diskreettiyden huomioimisen vaikutus voi olla paattelyssa suuri. dgof-paketti sallii diskreetin
nollajakauman.

15.2.2 Kahden jakauman testaus

Tarkastellaan kahta jatkuva-arvoista satunnaismuuttujaa, joiden kertymafunk-
tiot ovat F(x) ja G(z). Satunnaismuuttujista on kiytossi riippumattomat m:n
ja m:n kokoiset satunnaisotokset. Kahden otoksen Kolmogorovin—Smirnovin tun-
nusluku

Dppn=sup |F(z)—G(z)]

’ —oo<r<oo

on otoskertymifunktioiden F'(x) ja G(x) erotus (pystysuunnassa) suurimmil-
laan. Nollahypoteesi on, ettd kertyméfunktiot F'(z) ja G(z) ovat samat. Tun-
nusluvun eli testisuureen suuret arvot viittaavat nollahypoteesin pateméttomyy-
teen.

FEsimerkki. Tutkimusviittaukset II. Toistettujen ja toistamattomien tutkimus-
ten otoskertyméfunktioiden arvojen erotus on suurimmillaan 0.644. Suurimman
erotuksen kohta on merkitty kaksipéiselld nuolella kuvassa 15.2. Erotus on suuri.
Suuruus tilastollisessa mielessé selvida harjoitustehtavassa. O

Nikolai Smirnov on todistanut, ettd otoskokojen m ja n suuretessa suhteen m/n

pysyessé samana tunnusluvun \/mn/(m + n) Dy, ,, jakauma yhtyy tunnusluvun
v/n Dy, jakaumaan. Talloin suurilla havaintoméérilla D, ,:n kvantiili dy_, on
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likimain .
dy_g ~ —A=0 (15.4)

mn

m-4+n

tuloksen (15.2) tapaan. Sen yhteydessd maédriteltiin zf_,. Mikédli otoskoot m
ja n eroavat, niiden tulee olla hyvin suuria, jotta tulos (15.4) olisi kdyttokel-
poinen. My6s tunnusluvun pienotosjakauma tunnetaan (Dickinson Gibbons ja
Chakraborti 2021, 258, taulukko I).

Kahden otoksen Kolmogorovin—Smirnovin testi on jakaumasta riippumaton.
Voidaan osoittaa, ettd testisuure riippuu yksinomaan havaintojen sijaluvuis-
ta suuruusjirjestyksessd (ranks) yhdistetyssi otoksessa havainnoista (Lehmann
1975, 35-36). Mikéli aineistossa on tasahavaintoja (jakso 8.2), testin todellinen
koko voi olla pienempi kuin tarkoitettu (Lehmann 1975, 39).

Testi on erityisen sopiva, kun mielenkiinto on jakaumien muissakin eroavai-
suuksissa kuin odotusarvojen erisuuruudessa. Jalkimmaéisessd tilanteessa odo-
tusarvojen eroihin fokusoivat testit (esim. jakso 12.4) tapaavat olla voimak-
kaampia.

R-komento ks.test laskee testisuureen D,, , ja sen tarkan p-arvon pienten
otosten teoriaan perustuen, jos nm < 10000 eik4 aineistoissa ole tasahavaintoja.
Muulloin komento laskee p-arvon suurten otosten teorian avulla edelld esitettyyn
tapaan.

Esimerkki. Vihkimiset 2013 III. Kirkolliset vihkimiset ajoittuvat siviilivihkimisid
useammin keséén (kuva 8.1), joten vihkimisten varianssit eronnevat. Vihkimis-
ten vaihteluvéli on rajattu ([1,365]). Odotusarvon muuttuessa jakauma ei voi
siirtya, joten sen muodon tdytyy muuttua. Vihkimisten jakaumat voivat ero-
ta monella mielenkiintoisella tavalla, jotka eivit valttdméatta ole tiivistettavisséa
poikkeamiin yhdessi tai kahdessa parametrissa. Kahden otoksen Kolmogorovin—
Smirnovin testi sopii moninaisten erojen jakaumien vélilla todentamiseen. So-
velletaan sita.

Sijoitetaan havainnot kirkollisista vihkimisisté ja siviilivihkimisistd muuttu-
jiin x ja y. R-komento ks .test (x,y) palauttaa D,, ,-testisuureen arvoksi 0.119,
p-arvoksi luvun, joka poikkeaa O:sta 16. desimaalissa ja varoittaa aineiston ta-
sahavainnoista:

## Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

## data: x and y

## D = 0.11868, p-value < 2.2e-16

## alternative hypothesis: two-sided

## Warning message:

## In ks.test(x, y) : cannot compute correct p-values with ties
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Tasahavainnot tekevét testistd konservatiivisen eli heikentavét sita. Tasahavain-
tojen heikentdmanakin testi hylkaé nollahypoteesin jakaumien samuudesta kai-
killa totutuilla merkitsevyystasoilla.

Jakaumat eroavat. Aineistoissa eroa on seké keskimaéaréisessa vihkipédivassé
(14.7. tai 10.7.) ettd vihkipaivien keskihajonnassa (77.5 tai 97.3):

mean(x); mean(y)
## [1] 194.9068
## [1] 191.0354
sd(x); sd(y)

## [1] 77.47133
## [1] 97.31096

Testi tukee kuvan 8.1 vaikutelmaa kirkollisten vihkimisten painottumisesta ke-
sipéiviin siviilivihkimisid enemmaéan. [

Lehmann (1975, taulukko F) taulukoi lukuisia tunnusluvun [mn/(m +n)]/2 Dy, » jakauman
kvantiileja suurilla otoskoilla. Dickinson Gibbons ja Chakraborti (2021, 262) ehdottavat tapaa
tehdi testi tasahavaintotilanteessa. Hollander ym. (2014, 192) osoittavat lahteitd tasahavain-
totilanteisiin.

NSM3-paketin cKolSmirn- ja pKolSmirn-komennot palauttavat pienilld otoskoilla normee-
ratun testisuureen (nm/d)Dm,n kriittiset arvot ja p-arvon (Hollander ym. 2014, 191). Téssé
d on m:n ja n:n suurin yhteinen tekiji. Suurilla otoskoilla komennot toimivat edella esitetyn
suurten otosten teorian pohjalta.

15.3 Yhteysmitat ja riippumattomuus

Satunnaismuuttujien yhteyksien tai vaihtoehtoisesti riippumattomuuden tutki-
minen on tilastotieteen ydinta. Tutuin yhteysmitta (measure of association) on
kahden satunnaismuuttujan X ja Y lineaarisen yhteyden vahvuutta kuvaava
korrelaatiokerroin (jakso 6.5) ja sen otosvastine (jakso 8.2). Edelld on tutkittu
satunnaisotoksia vélimatka-asteikollisista satunnaismuuttujista. Téassé jaksossa
aineisto (z1,41),- .-, (Tn,yn) voi olla satunnaisotos myos jirjestysasteikollisista
satunnaismuuttujista.

Jaksossa tutustutaan yhteysmittoihin ja riippumattomuustesteihin. Jalkim-
méinen késite voi heréttdd liioiteltuja toiveita. Satunnaismuuttujat eivit ole
riippumattomia, jos yhteysmitan teoreettinen arvo poikkeaa 0:sta. Satunnais-
muuttujat eivat silti valttdmatta ole riippumattomia, jos arvo on 0. Tilastol-
lisia epélineaarisia yhteyksia on niin monenlaisia, ettd yhteysmitat eivét pysty
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tunnistamaan kaikkia. Tilanne vertautuu aiemmin opittuun, kuinka satunnais-
muuttujilla voi olla vahvoja epélineaarisia yhteyksia, vaikka niiden vélinen kor-
relaatio on 0 (jaksot 6.5 ja 8.2). Selkedd sdéntod, milloin riippumattomuutta
kannattaisi testata milldkin yhteysmitalla, ei myoskddn ole. Mitat heijastavat
kaikki riippuvuutta omalla tavallaan.

Madéritellddn riippumattomuus kertyméfunktioiden avulla. Tapahtumat A
ja B ovat riippumattomia, jos todennédkéisyys, ettd molemmat tapahtuvat, on
molempien todennékoisyyksien tulo: P(AN B) = P(A)P(B) (yhtalo (4.10)). Va-
litaan tapahtumiksi X <z ja Y <y, joissa z ja y ovat reaalilukuja. Satunnais-
muuttujat X ja Y ovat riippumattomia, jos yhtasuuruus

PX<znY <y)=PX <2)P(Y <y) = Fx(2)Fy(y) (15.5)

pétee kaikille (z,y)-pareille. Y4 Fx (z) ja Fy(y) ovat satunnaismuuttujien X
ja Y kertyméfunktiot kehitettynd lukuarvoilla = ja y.

Jakson yhteysmitat saavat arvoja véliltd [—1,1]. Arvot ovat sitd ldhempéané
1:t4 tai —1:htd, mitd paremmin satunnaismuuttujien vélinen suhde on kuvatta-
vissa epélineaarisella monotonisella funktiolla. Sellaisella y suurenee tai pienenee
aina x:n suuretessa. Kuvassa 15.3 on esimerkki epélineaarisesta monotonisesti
kasvavasta funktiosta. Otoskorrelaatiokerroin ei saa arvoa 1, jos aineiston ha-
vaintoparit ovat kuvan kdyralla (ylipddnsi ja jos n > 2).

Yhteysmitat jaksossa ovat vakaampia oudokkien suhteen kuin otoskorrelaa-
tiokerroin. Tavaton oudokki voi muuttaa suuresti otoskorrelaatiokerrointa. Ou-
dokin muuntaminen sijaluvuksi (jakso 15.3.1) tai eri- tai samanlaisuusmitaksi
(jakso 15.3.2) voi mit6ida virhekirjauksen.

Osoitettavat yhteysmittojen jakaumat patevit satunnaismuuttujien X ja Y
jakaumasta riippumatta, kunhan riippumattomuusehto (15.5) toteutuu.

15.3.1 Spearmanin korrelaatiokerroin

Jarjestetddn (x1,v1),. .., (Tn,yn) -aineiston x;- ja y;-havainnot erikseen suu-
ruusjirjestykseen ja merkitddn R; = R(x;):1l4 ja S; = S(y;):1l4 sijalukuja (1, ...,
n) z;:n ja y;:n jirjestetyissi aineistoissa. (Jos x3 on toiseksi suurin x;-arvois-
ta, niin R3 = n — 1.) Lasketaan otoskorrelaatio (8.2) aineistosta (R1,S51),. ..,
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(R, Sn):
Z(Rz - R)(Sz - S)
Py = ——=1 . (15.6)
Z(Ri - R)QZ(& - 5)2

Yli R ja S ovat R;:den ja S;:den keskiarvot. Tunnusluku ps on Spearmanin
jarjestyskorrelaatiokerroin (rank correlation coefficient).

Spearmanin korrelaatiokertoimen intuitio on selvd: Jos parissa (R;,S;) jar-
jestysluvut tapaavat olla yhta aikaa suuria, ps; > 0; jos jarjestysluvuista toinen
tapaa olla suuri toisen ollessa pieni, ps < 0. Spearmanin korrelaatiokerroin ra-
joittuu vélille (—1,1), koska se lasketaan otoskorrelaatiokertoimen kaavalla.

Voidaan osoittaa, ettd E(ps) = 0, V(ps) = (n—1)~! ja etti p, noudattaa nor-
maalijakaumaa suurilla havaintomaérill, jos riippumattomuusehto (15.5) pétee.
Nollahypoteesia riippumattomuudesta voidaan siten suurilla havaintomaéarilla
testata vertaamalla testisuuretta

A

Ps o
P mT1p,
1vn -1 P
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standardinormaalijakaumaan. Kaavojen (12.10) ja (13.13) kaltainen jakauma-
likiarvoistus

N

V2P tn-2) (15.7)
on mahdollisesti parempi (Dickinson Gibbons ja Chakraborti 2021, 447). Myos
testisuureen eksakti jakauma (pienille n) on laskettavissa. Jos nollahypoteesia
riippumattomuudesta ei hylédté, ei tule paitelld, ettd satunnaismuuttujat oli-
sivat riippumattomia. Spearmanin korrelaatiokerroin ei tunnista kaikkia mah-
dollisia satunnaismuuttujien vélisid epédlineaarisia riippuvuuksia. Nollahypoteesi
hylédttdessa padtelldan, ettd satunnaismuuttujat eivit ole riippumattomia.

Jos aineistossa on tasahavaintoja (jakso 8.2), ne korvataan keskisijaluvuilla
(mid-rank) eli tasahavaintojen sijalukujen keskiarvolla. Riippumattomuustesti
tehdddn muuten kuten edellé.

Esimerkki. Tasahavainnot ja keskisijaluvut. Olkoon z-aineisto 7.2,4.1,10.3,8.4
(n = 4). R-sijalukuaineisto on 2, 1,4, 3. Olkoon z-aineisto 7.2,4.1,10.3, 7.2. R-si-
jalukuaineisto on téllin 2.5, 1,4, 2.5, koska tasahavaintojen sijalukujen keskiar-
voon (24 3)/2=25.0

Jos tasahavaintoja ei ole, Spearmanin jarjestyskorrelaatiokerroin voidaan laskea

kaavalla n
1— 6> i1 d;

n3—n
(harjoitustehtéva). YIla d; = R; — S;. Taméa kaava tuottaa eri luvun kuin kaava
(15.6), jos tasahavaintoja on. Kaava téssd on laskennallisesti helpompi muttei

nykypéivana tarpeen. Se esitetdén, koska siihen torméa kirjallisuudessa.

Jos aineisto on vilimatka-asteikollinen, muutoksessa jarjestysasteikolliseksi
hévida informaatiota. Peukalosdéntd on siten, ettd Spearmanin korrelaatioker-
roin kannattaa laskea, jos halutaan tutkia lineaarista riippuvuutta yleisempéaa
riippuvuutta tai jos aineisto on alun perin jarjestysasteikollinen.

R-komento cor(x,y,method="spearman") palauttaa Spearmanin kor-
relaatiokertoimen ja cor.test(x,y,method="spearman",exact=FALSE)
testisuureen (15.7) p-arvon t(n — 2)-jakaumasta, kun nollahypoteesi on riip-
pumattomuus. Asettamalla jalkimmaéisessé komennossa exact=TRUE saadaan
testisuureen eksakti eli pienotosjakaumasta laskettu p-arvo. Dickinson Gibbons
ja Chakraborti (2021) taulukoivat ps:n pienotosjakaumaa otoskokoon 30 asti.
Jakaumasta t(n — 2) laskettu ja eksakti p-arvo eivit vilttdmétta eroa paljoa
pienemmilldkddn otoskoilla. Spearmanin korrelaatiokertoimen luottamusvali
selvidd DescTools-paketin Assocs-komennolla.
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15.3.2 Kendallin 7, Goodmanin ja Kruskalin v ja Stuartin
TC

Oletetaan aluksi, ettd x;-havainnot ovat erisuuria ja y;-havainnot samoin. Ha-
vaintoparit (z;,v;) ja (x,y;) ovat samanlaiset (concordant), jos (x; — x;)(y; —
y;) > 0 ja erilaiset (disconcordant), jos (x; — x;)(y; — y;) < 0 (¢ # j). Parit
ovat sils samanlaiset, jos erotusten (z; — x;) ja (y; — y;) etumerkki on sama
ja erilaiset, jos erotusten etumerkki on eri. Samanlaisilla pareilla 7. havaintopa-
rin molemmat komponentit ovat suurempia tai pienempié kuin j. havaintoparin
vastaavat komponentit.
Kendallin otosjarjestyskorrelaatiokerroin T on

K-D

YR VYoE (15.8)

T =

Tassd K ja D ovat samanlaisten ja erilaisten parien lukuméérd aineistossa
(1,91)y -, (@Xn,yn) ja K+ D = n(n — 1)/2. Mitd suurempi erotuksen K — D
itseisarvo on, sitd vahvempi on yhteys muuttujien z ja y valilla.

Perustelu: Erilaisista n:std havainnosta voidaan poimia binomikertoimen

ny n! o onx(n—=1)xn-2)x---x2x1  n(n-1)
()=

n—2)121 (n—2)x(n—1)x---x2x1x(2x1) 2

osoittama mééré erilaisia kahden alkion osajoukkoja eli pareja (kaava (5.3)).
Binomikertoimen tulkinta téssd yhteydessd on, ettd havaintopareista voidaan
tehdd n(n —1)/2 vertailua, ettd K:n ja D:n maksimiarvo on n(n —1)/2 (toisen
saadessa arvon 0) ja ettd kaavassa (15.8) nimittdji skaalaa tunnusluvun niin,
ettd 7 rajoittuu vélille (—1,1). Jos samanlaisia pareja on enemmén kuin erilai-
sia, K — D > 0 ja 7 > 0. Péinvastaisessa tilanteessa K — D < 0 ja 7 < 0. Toisin
sanoen 7 > 0, jos aineistossa x; ja y; ovat usein yhté aikaa “suuria” tai “pienid”
suhteessa muihin havaintopareihin, ja 7 = 1, jos niin on aina. Vastaavasti 7 < 0,
jos aineistossa x;:n ollessa suuri y; on usein pieni (ja painvastoin) suhteessa
muihin havaintopareihin, ja 7 = —1, jos niin on aina. Spearmanin korrelaatio-
kertoimen tapaan 7 = 1 tai 7 = —1, jos x:t ja y:t sijoittuvat monotonisesti
kasvavalle tai viheneville funktiolle.

Testi riippumattomuudelle voidaan perustaa (tdssd todistamattomille) tu-
loksille E(K — D) = 0, V(K — D) = n(n — 1)(2n 4+ 5)/18 ja erotuksen K — D
normaalisuus suurilla havaintomaéérilld. Riippumattomuusehdon (15.5) vallites-
sa

K—-D

Vn(n —1)(2n +5)/18
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noudattaa siis standardinormaalijakaumaa satunnaismuuttujien X ja Y jakau-
mista riippumatta. Testisuure kirjoitetaan monesti yhtépitdvissd muodossa

2(2n + 5)
In(n —1)

(harjoitustehtévi). Testi voidaan tehdd myos tukeutuen erotuksen K — D tun-
nettuun pienotosjakaumaan. Kuten Spearmanin jarjestyskorrelaatiota kéytet-
tdessé, riippumattomuusnollahypoteesin hylkdaméttomyydestd ei voi paatella
riippumattomuutta mutta hylkddmisestd voi péaatella riippuvuuden.

Aineistossa on tasahavaintoja, jos z; — x; = 0 tai y; — y; = 0, jolloin
(x; — ;) (y;i —y;) = 0, vaikka ¢ # j. T&lloin erotuksen K — D varianssi on
eri kuin kaavassa edelld. Erotus K — D jaetaan tasahavainnot huomioivalla kes-
kihajonnan kaavalla (esim. Hollander ym. 2014, 397), ja riippumattomuustesti
voidaan jélleen perustaa standardinormaalijakaumalle.

Tasahavaintotilanteessa K tai D ovat viistaméatta pienempié kuin n(n—1)/2.
Tallsin |7| < 1, vaikka kaikki havaintoparit osuisivat vaikkapa ja jopa kuvan 15.3
kéyralle eli riippuvuus olisi tdydellistd (tasahavainnot olisivat parien (z;,y;) =
(x,y;) kaltaisia).

Goodmanin ja Kruskalin v

_K-D
T K+D

y

voi saada arvon —1 tai 1, vaikka aineistossa olisi tasahavaintoja. Nimittéjéssa
on samanlaisten ja erilaisten parien lukumaééra, eli tasahavaintoja ei huomioida.
Jos tasahavaintoja ei ole K + D =n(n—1)/2 jay=T.

Stuartin 7. on

__2min(1,J)(K-D) _ K-D
" n2[min(l,J) —1]  n2[min(Z,J) — 1]/[2min(7, J)]

Se huomioi seké tasahavainnot etté tilanteen, jossa jarjestysasteikollinen aineisto
on I xJ -taulukko, jossa rivejé ja sarakkeita on eri maara (I # J). YIla min(7, J)
on pienempi luvuista I ja J (min(/, K) =1 = J, jos I = J). Stuartin 7. yhtyy
jakson muihin yhteysmittoihin, jos tasahavaintoja ei ole ja taulukko on n x n
-muotoa (n =1 = J):
K—-D K—-D K—-D
Te = =

n?[min(I, J) — 1]/[2min(I,J)] n2(n—1)/2n - n(n—1)/2
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ja

T=79="T,.

Erotus K — D on helposti laskettavissa visualisoimalla aineisto, jos se ei ole
suuri. Esimerkki selittdd parhaiten.

Esimerkki. Havainnollistetaan jadkiekon SM-liigan joukkueittaisia jarjestyspa-
reja vuosina 2008 ja 2009

joukkue sija 2009 sija 2008

JYP 1 5
Blues 2 2
HPK 3 12
Jokerit 4 3
Kéarpat 5 1
Kalpa 6 13
HIFK 7 7
Ilves 8 8
Pelicans 9 6
TPS 10 10
Lukko 11 9
Assit 12 14
Tappara 13 4
Saipa 14 11

x-kuviolla (ylempi *-kuvio).!®* Samanlaisten (K) ja erilaisten (D) parien luku-

madara voidaan laskea x-kuviosta kitevésti kdymaélla se ldpi ylhadlta alas. Kun-
kin asteriskin (%) kohdalla lasketaan siitd alaoikealle ja-vasemmalle sijoittuvien
asteriskien lukumaéardt. Summaamalla niiden erotukset saadaan K — D:
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(1,5): 9-4 = 5
(2,2): 11-1 = 10
(3,12): 2-9 = -7
4,3 9-1 = 5
(5,1):  9-0 = 9
(6,13): 1-7 = —6
(7,7): 5-2 = 3
(8,8): 4-2 = 2
(9,6): 4-1 = 3
(10,10):  2-2 = 0
(11,9): 2-1 = 1
(12,14  0-2 = -2
(13,4: 1-0 = 1
>: K-D = 24

Aineistossa ei ole tasahavaintoja ja taulukko on nxn -muotoa, joten tunnusluvut
ovat yhtdsuuria:
K-D 24

- =0.2 :
n(n—1)/2 14 x 13/2 02637363

T:’)/:TC:

Seké x-kuvion ettd Kendallin 7:n suuruuden 0.264 mukaan SM-liigan vuosien
2009 ja 2008 paremmuusjirjestyksien yhteys on heikohko. Téydellisen riippu-
vuuden tilanteessa 7 olisi 1 ja *-kuvio ndyttéisi alemmalta *-kuviolta. Aineistoa
tutkitaan lisdd harjoitustehtavéssa. [

Laskuesimerkki ja x-kuviot ovat opettavaisia. Kdytdnnossa Kendallin 7, Good-
manin ja Kruskalin v ja Stuartin 7. lasketaan tilasto-ohjelmistolla.

Kendallin 7:n ja sen p-arvon voi laskea R-komennoilla cor(x,y,method=
"kendall") ja cor.test(x,y,method="kendall",exact=FALSE) (nollahypo-
teesin riippumattomuudesta pétiessi). Asettamalla jalkimmaéisessd komennossa
exact=TRUE seuraa testisuureen eksakti eli pienotosjakaumasta laskettu p-ar-
vo. Dickinson Gibbons ja Chakraborti (2021) taulukoivat 7:n pienotosjakaumaa
otoskokoon 30 asti. Likiméaé&rdinen ja eksakti p-arvo eivit valttamétta eroa suu-
resti, vaikka havaintoja olisi vihemmaén. Kendallin 7:n luottamusvéli selvidd R:n
DescTools-paketin Assocs-komennolla.

Goodmanin ja Kruskalin 7:n, sen p-arvon (riippumattomuusnollahypoteesi)
seké vastaavan luottamusvilin voi laskea MESS-paketin gkgamma-komennolla.
Luottamusvalin voi laskea my6s vedExtra- ja DescTools-pakettien komennoilla
GKgamma ja Assocs. Jilkimmaé&inen palauttaa samalla Stuartin 7.:n ja siihen
liittyvan luottamusvalin.
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nakoisyys. Testin merkitsevyystaso eli hylkdysvirheen todenndkdisyys on valittu etukédteen ennen
testin suorittamista. Merkitsevyystaso on kiinted luku; p-arvo on satunnaismuuttuja. Kirjallisuudes-
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139nttp://yle.fi/uutiset/laakefirmojen_tutkimukset_rahoittajilleen_myonteisia/1894597. F.T.
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joka vastaa melko tarkasti todellista korrelaatiota (esim. Pearson ja Lee 1903). Aineisto, kuviot ja
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165 Aineisto on Baddeleyn ja Barrowcloughin (2009) kirjasta (s:t 47 ja 63) ja perustuu Yhdistynei-
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17 Lause on englanninnettu kahdessa lihteessd: W. Isaacson (2019): Leonardo da Vinci — The
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Scientist. Substantia, 3, 59-64. https://doi.org/10.13128/Substantia-636 (haettu 23.8.2021). D.
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