ELEC-C1230 Saatotekniikka
9.laskuharjoitus
Vastaukset

Huom. Tehtévien ratkaisuissa on johdettu melko paljon tuloksia. Normaalisti kdytetaan tietysti
taulukkoja aina kuin mahdollista, kts. tehtdvapaperin loppua.

1. Kasiteltdva systeemi (K = 10 ja K = 100):

R(s) + 1 Y(s)
4’0—’ T e

Siirtofunktio referenssista ulostuloon:

K
G(S)ZY(S) — s+4 _ K
R(s) 14 K s+K+4
s+4

a. Staattinen vahvistus saadaan sijoittamalla siirtofunktioon s = 0. Téten saadaan:

K

cO=%T7

Joten staattinen vahvistus on 10 /14 = 0.71 , kun K = 10 ja 100 / 104 = 0.96, kun K = 100.

Sama Matlabissa:
>> dcgain(tf(100,[1 104]))

ans =
0.9615

b. Yksikkoaskelvaste saadaan kertomalla siirtofunktio askeleen Laplace-muunnoksella 1 /s ja
tekeméalla osamurtokehitelma:

A K

A+B=0 =
Vo= =A, B ] A 1 K4
(s+K+4)s s s+K+4 (K +4)A=K g.__K
K+4

()=t 1
K+4\s s+K+4

Kaanteismuunnetaan aikatasoon:

y(t) 2%(1_6—(K+4)t)

5 % asettumisaika saadaan talldin ratkaisemalla tse: yht&losté (systeemi on ensimmaista astetta,
joten askelvaste ei ammu yli):



(1_ e_(K+4)tset ): 0.95
e (Kt _0 05 = — (K + 4)tser =1In(0.05)

_ In(0.05) 3
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Tasté saadaan asettumisajoiksi: 0.21 s (K = 10) ja 0.029 s (K = 100).

Simuloidaan askelvasteet Matlabilla:
>> step(tf(10,[1 141)0.4); hold on; step(tf(100,[1 104]),0.4)

Step Response

From: U(1)
1 ‘
r//
08} / .
g oo :
2 -
E: |
< " o4 ]
|
J
0.2 .
O L L L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
Time (sec.)

c. 3 dB:n kaistanleveys tarkoittaa taajuutta, milla vahvistus on pudonnut 3 desibeli&, eli noin

osaan, silla

Ensimmaisen kertaluvun jarjestelmalle G(s) =
S+

1
V2

3 dB:n taajuus on wo:
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alo e . . .
2 = Ja néhdaan, ettd vahvistus putoaa 3 dB kulmataajuudella

Nyt [Gio]=— L%
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@ = w,. Murtoviiva-approksimaatiossa vahvistuskayra putoaa tasta lahtien -20 dB / dekadi,
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Taman tehtdvan jarjestelmélle a = K, wo = K + 4 = 3 dB:n kaistanleveys on 14 rad/s (K = 10)
ja 104 rad/s (K = 100).Vahvistuskayra systeemeille:

20 Ioglo|G(|0))| =20 Ioglo

ion+K+4

On selvad, etté pienilld taajuuksilla vahvistus on sama kuin staattinen vahvistus (desibeleissé)
ja 3 dB:n kaistanleveyden taajuudella vahvistus on 3 dB pienempi:
Vahvistus: ®=0=-292dB ja®=14rad/s = -5.92 dB (K = 10)

®=0=-0.34dB ja ® = 104 rad/s = —3.34 dB (K = 100).

Kuten todettua, 3dB:n Kaistanleveyden jéalkeen taajuuden kymmenkertaistaminen laskee
vahvistusta 20 desibelilla (sanotaan, ettd vahvistus laskee 20 dB / dekadi). Piirretddn
vahvistuskayrét nyt vaihteeksi Matlabin peruskomennoilla:

>> om = logspace(0,3);

>> v10 = 20*10g10(10./abs(i*om+14));

>> v100 = 20*10gl10(100./abs(i*om+104));

>> semilogx(om,v10,"-"); hold on; semilogx(om,v100,"--");

>> xlabel ("Kulmataajuus (rad/s)"); ylabel("Vahvistus (dB)");
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Lasketaan ensin sisemmén piirin siirtofunktio:
V(s Ki/s K
VR(s) 1+K;/s s+Kj

Lasketaan sitten koko systeemin siirtofunktio:

K2Ky
G(s) = KoGy (s)/s  s(s+K;) K,K;
1+ KoGy (8)/s 1, KaKi %4 Kys+ K Ky
s(s+Kj)
Sijoittamalla lukuarvot Ky =5 ja K, = 10 saadaan siirtofunktioksi G(s) = 25—0
s +5s+50

b. Toisen kertaluvun jérjestelmd voidaan esittdd ominaistaajuuden wn ja vaimennussuhteen ¢
funktiona seuraavasti:

G(s) = 2

- n

s’ +2lw,s+ )

Tassd tapauksessa saadaan ominaistaajuudeksi ja vaimennussuhteeksi:
{ oi=50  |On =+/50 ~7.07

5 .
_ = ~0.35
26wq =3 SN

Navat saadaan nimittdjapolynomin juurina:

Si2 = 2 42§2w§ _4(05 =—¢o, i\[a)r? (gz _1)

wn(—gi\/ﬁ), kun ¢ >1,
a)n(—g“ii\/1—7), kun ¢ <1,

Joten: kun vaimennussuhde on yli 1, niin systeemi on ylivaimennettu ja navat ovat reaalisia.
Kun vaimennussuhde on alle 1, systeemi on alivaimennettu ja navat kompleksisia. Ne
muodostavat kompleksikonjugaattiparin, eli ne sijatsevat symmetrisesti reaaliakselin suhteen.
Talldin napojen etaisyys origosta on wn ja reaaliosa on -, . Tassé tapauksessa navat ovat:

c. Yksikkoaskelvasteen laskeminen:

o 1 A Bs+C ArB=0 At
P S T sl s s T aatwsral | tC0= B
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Téasta saadaan kaanteismuuntamalla vaste:



1-¢2

p(t) =1—e Ot cos( 1- C;Zoontj - %eg‘”“t sin(yll— ¢2 wnt) .
Vasteen derivaatan nollakohdat ovat sin( 1-¢2 mnt) =0

= J1-%o,t=mr, missam=0,1,2,3,...

Vasteen huippukohta osuu ensimmadiseen ndisté nollakohdista. Huippukohdan aika:

ty=———= T =0.48 (s)
J1-C20, +1-0.35%.7.07
Askelvasteen ylitys (saadaan sijoittamalla aika askelvasteen yhtaloon):

=
9%0S=100e "*<*) Z30.5 %,

Approksimatiivinen 5% asettumisaika saadaan yhtalosta:

3
teer ~——=1.25.
@

Tama approksimaatio toimii parhaiten pienill& vaimennuksen arvoilla. Tarkempi asettumisaika
on 1.1 s, kuten Matlab-simulointi osoittaa:

>> step(tf(50,[1 5 50]),2);

>> hold on;plot([0 2],[0.95 0.95],"--");plot([0 2],[1.05 1.05],"--");
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d. Toisen kertaluvun systeemin taajuusvasteen amplitudikéyrd on:

. _| o |:| 1 |
|G(I(D)| _|(im)2 + 2Lw,oi + mﬁ| |— (oa/o)n)2 + 200/ o, )i +1| ’
merkitsemélla o / o, = ’, saadaan:
. 1 1
|G(|a))| =

I
_|_w'2+1+2§a)'i|_\/(1_a).2)2+4§zw.2 :

Nahdian, ettd suurella taajuudella nelidjuuren sisalla dominoi termi »’®, jolloin suurella
taajuudella pétee:



. 1 o
|G(|Cl))|zF= ,

2
a

joten tastd saadaan asymptootti vahvistuskayralle.

Tarkastellaan seuraavaksi, milla taajuudella amplitudik&yré saavuttaa maksiminsa. Maksimi on
nelidjuuren sisalla olevan lausekkeen minimikohdassa, joka 16ytyy derivaatan avulla:

d

= -0 + 40707 |- 40— 0 48 2= 0
o'

Triviaaliratkaisu on @’ = 0 (ei kelpaa meille) ja toinen ratkaisu on:
—Al-0?)+82=0 = 0?2 =1-22 = w'=\1- 2,7

Toinen ratkaisu on siis reaalinen vain, jos 1-2¢2>0eli £ <1/ J2 . Pienelld paattelyll& voidaan
todeta, ettd amplitudikdyran maksimi on kohdassa 0, kun ¢ >1/+/2 jakohdassa @'=/1-2¢°

,kun & <1/+/2 . Tassa tehtavassa Zon niin pieni, ettd kysymykseen tulee jalkimmainen tapaus,
joten

®, =0,1- 2(% =7.07-4/1-2-0.35* =6.12 rad/s

R S 1 _151-36 dB

P 2cf1-¢? 2.035.41-0.35°

Piirretadn taajuusvasteen amplitudikéyra Matlabilla:
>> om = logspace(0,2);
>> v = 20*logl0(abs(50.7/(-om.~2+50+5*i*0om)));
>> semilogx(om,v,"-"); grid on
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e. Systeemin ominaistaajuus ja vaimennussuhde laskettiin jo a-kohdassa:
o, =4 K.K,
Kl

1
“72\K,



Systeemin vérahtelytaipumus pienenee, kun vaimennussuhdetta kasvatetaan, joten systeemi
kayttdytyy paremmin kasvatettaessa vahvistusta Ki; suhteessa vahvistukseen Ko.
Vaimennussuhteeseen 1 padstddn valitsemalla K; = 4-K; eli tekemdlld sisemmasta
séatosilmuksasta huomattavasti nopeampi kuin ulommasta.

Systeemin nopeutta eli ominaistaajuutta voidaan kasvattaa lisédméalld molempia vahvistuksia
Ky ja Ky .

Simuloidaan esimerkki Matlabilla:
>> step(tf(400,[1 40 400]),2)
>> hold on; step(tf(50,[1 5 50]),2)

Step Response
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\ \ \ \ \
K,=5, K,=10
1250 - R N e I A FE I
A=
I I I I I I I
1 e 1 e
| | [ U | | |
(] I | | | | | |
° / | | | | | |
2 2075/ Jo___\_ [ [ N R
= > [ I I I | | |
g - /K0 K0 | | |
< O A A — [ - S S —
/o I I I I | |
V| I I I I I I
/ I I I I I I I
025 - f o ~bmmmm b R T R Bane
I I I I I I I
I I I I I I I
I I I I I I I
(1) %4 | | | | | 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 15 1.75 2

3. Kasiteltava systeemi:
Tr + 1 1 Tc
S Pl 1+ —Pp s+2 4
T Tints S+

Systeemissa kaytetdan siis Pl-saatdjad, jonka siirtofunktio on

P(1+ ! J
TintS

Pl-saatdja esitetddn usein edelld esitetyssa muodossa, jossa P on vahvistus ja Tix on
integrointiaika. Integrointiaika on aika, jossa integraattoriosan lahtd on saavauttanut saman
arvon kuin suhteellisen (P) osan 18ht6 herdtteen ollessa askel. Suljetun silmukan siirtofunktio
on:

1 1 T .s+1

Pl1+ — | — p_inm>">

_ TC (S) _ TintS S+2 _ Tints(5 + 2) _ P(TintS +1)

- N T, Ss+1 . . -
TR (S) 1+ P[ 1 J l l+ P int + Tlnls(S + 2) + P(TlntS +l)

G(s)

1+ —
Tints

S+2 TintS(S+2)



i (Tint S+ l)
P(Tint S+ l) — Tint

T8 +(P+2)T, s+P

52+(P+2)s+i

int

int
Siirtofunktiosta nahdaén, ettéa jatkuvuustilan virhe askelherétteelle on 0 (ehdolla T, #0):

G@:%:l

Koska tehtdvénannossa haluttiin, ettd vaimennussuhde on 1 ja ominaistaajuus on 4 rad/s, niin
ominaistaajuudelle ja vaimennuskertoimelle saadaan seuraavat yhtalot:

i:ao,f:42,

int
P+2=2w, =2-1-4=8.
—P=6jaT, =6/16=0.375.

Simuloidaan yksikkdaskelvaste kun kdytetddn saatuja arvoja Pl-sadtimessa:

>> Gp = tf(1,[1 2]); P = 6;

>> Tint = 0.375; Gc = tF([P*Tint P],[Tint 0]);

>> G = series(Gc,Gp); Gtot = feedback(G,1);

>> step(Gtot,b2);

Vertailun vuoksi simuloidaan vield vastaava vaste ilman &érellistd nollaa (kuvassa

katkoviivalla):
>> hold on; step(tf(16,[1 8 16]),2)

Step Response
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Kuten huomataan aarellinen nolla muuttaa vasteen luonnetta aika paljon.

4.* Tassé on kyseessa mallin parametrien estimointiongelma. Seuraavan mallin siis odotetaan
kuvaavan systeemid riittavan hyvin:



Kw?

G(s) = "

242w s+ o}

ja parametreille K,¢ ja on pitéisi keksia arvot.

K:n arvo on helppo laskea, se on staattinen vahvistus eli yksikkdaskelvasteen lopullinen arvo:
G(0)=K =3.

Vaimennussuhde ¢ voidaan laskea askelvasteen ylityksen kaavasta:

%

9%0S=100e {ﬁ } =250

{ = J )
= e [ﬁ 025 = - _—139 =142
1-¢2 1.39

et —pa0.

2
14] -2
[1.39}

Kaavakokoelmassa on esitetty ensimmadisen huipun ajankohdalle kaava:

T
t, =,
2
o, 1_§

josta saadaan ratkaistua ominaistaajuus:

v T

®, = = =3.82.
t, 1-¢7 0.91-0.407
Estimoitu siirtofunktio on siis:
Ke? 43.7

G(s) = - = .
) s’ +2lw,s+w? s°+3.08s+14.6

Tuloksen oikeellisuus voidaan todeta simuloimalla:
>> step(tf(43.7,[1 3.08 14.6]))
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5.* Tarkasteltava systeemi:
D(s)
+
R=0 + + Y(s)
E(s) Gy U(s) » G
H ¢
Lasketaan siirtofunktio hairidsta d ulostuloon y:
U(s) = D(s) + G1E(s)
Y(s) = GoU(s)
E(s) = -HY(s)
Sijoittamalla U(s) ja E(s) ylimmaiseen yhtaloon saadaan:
YO) _ p(s)—G,HY(s) = |2 +G,H [ (s)=D(s) = &) ___ G
G, G, D(s) 1+G,G,H
a.G1=2, G, =£,H:0.2
s+1
10
Y(s) s+1 10 10

D) 1,5.10 45 s+l+4 s+5
s+1



Hairion staattinen vahvistus on 2, yksikkoaskelhairion vaste on 2 — 2e™,

b.Glzlo,Gzzil,Hzo.z
S+
2
Y() sy 2 2
D(s) 1410. 2 02 s+1+4 s+5
s+1

Hairion staattinen vahvistus on 2 / 5, yksikkdaskelhairion vaste 2/5 — 2/5-e™.,

2

€.G1=2 G, = H=0
S+
2
Y() __ s+1 2
D(s) 142, 2 0 s+1
s+1

Hairion staattinen vahvistus on 2, yksikkoaskelhairion vaste 2 — 2.7,

Toisin sanoen: keskimmainen vaihtoehto on paras hdiriéneston kannalta, koska staattinen
vahvistus on pienin.
Tama voidaan nahdé piirtdméalla vahvistuskéyrat:

>> om = logspace(0,2);

>> v = 20*1ogl0(abs(10./(i*om+5))); semilogx(om,v,"-");
>> grid on

>> hold on;

>> v = 20*logl0(abs(2./(i*om+5))); semilogx(om,v,":");
>> v = 20*logl0(abs(2./(i*om+1))); semilogx(om,v, " -_.%);
>> legend("a®,"b","c");






