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1 Mittausten epatarkkuutta ilmaisevat késitteet

Kokeellisen fysiikan tehtdvdni on hankkia systemaattista tietoa luonnon lainalaisuuksista mittausten
avulla. Jotta timé paamiira voitaisiin luotettavalla tavalla saavuttaa, mittaajan on tutkimansa ilmién li-
sdksi tunnettava myos kédytetyn mittausmenetelmén mahdollisuudet ja rajoitukset. Tarkkoihin tuloksiin
padseminen edellyttdd luonnollisesti korkeatasoisten instrumenttien kdyttod. Mittalaitteiden hallinnan
lisdksi on kuitenkin tiedettdvi, kuinka laitteiden tuottamaa tietoa on késiteltavd mahdollisimman tehok-
kaasti. Taméd merkitsee sitd, ettd mittaustuloksista lasketun lopputuloksen liséksi pyritdédn aina jarjestel-
madllisesti arvioimaan, kuinka luotettava saatu tulos on.

Vaikka mitattavasta suureesta tiedettiisiin etukéteen, ettd silld on tietty oikea arvo, mittaustuloksena
el yleensd saada titd arvoa mielivaltaisen tarkasti. Mittausmenetelmien epitarkkuudesta, mittaajasta it-
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sestddn tai mittauskohteen tilastollisesta luonteesta (esim. radioaktiivisuusmittaukset) johtuen on tyydyt-
tavd joukkoon mittaustuloksina saatuja likiarvoja. Niistd etsitdédn erilaisin havaintojen kisittelymenetel-
min mahdollisimman todennidkdinen arvo etsitylle suureelle. Mittaustulosten késittelyn tarkoituksena on
siis

* laskea kaikista havaintoarvoista yksikésitteinen tulos

* selvittdd tuloksen ja/tai mittausmenetelmén luotettavuus

Virhe tai epitarkkuus (error / uncertainty, métfel) on mittauksin saadun suureen arvon ja suureen
"oikean" arvon erotus. Eri tapauksissa mittausvirheitd tutkittaessa kiytetddn erilaisia virhekésitteitd. Mit-
tauksissa esiintyvit virheet ryhmitelldédn tavallisesti karkeisiin, systemaattisiin ja satunnaisiin virheisiin.
Virheen suuruus taas voidaan ilmoittaa absoluuttisena tai suhteellisena virheena.

Karkea virhe (bad data point / anomalous data , grovt fel) on seurausta mittaamisvélineen epéitarkoi-
tuksenmukaisesta ja vadrastd kasittelystd, lukemavirheestd ym. Sen oletetaan kuitenkin aina olevan pois-
tettu huolella tehdyissd mittauksissa.

Systemaattinen virhe (systematic error, systematisk fel) ilmenee saman suuruisena merkkeineen uu-
sittaessa saman suureen tietyn arvon mittausta samoissa olosuhteissa, tai se vaihtelee sddnnonmukaisesti
olosuhteiden mukaan. Usein syy systemaattisiin virheisiin 10ytyy kéytetyisté laitteista: sellainen syntyy,
jos mittarin asteikkoa ei ole laadittu oikein (ns. kalibrointivirhe) tai kdytettdessd vddrin pituista pituus-
mittaa, suoritettiin mittaus kuinka huolellisesti hyvinsd. Systemaattinen virhe johtuu mittaajasta esim.
silloin, kun analogisen mittauslaitteen osoitinta luetaan vinosti (ns. parallaksivirhe). Systemaattinen vir-
he voi aiheutua my®ds siitd, ettd mittausparametrit ovat ilmiotd kuvaavan matemaattisen lain patevyys-
alueen ulkopuolella. Esimerkiksi, jos lampdtilassa 20°C mitataan pituutta mittasauvalla, jonka osoitukset
ovat “oikeat” lampotilassa 0°C. Ellei oteta huomioon mittasauvan lampolaajenemisesta aiheutuvaa kor-
jausta, on pituuden mittauksessa systemaattinen virhe.

Systemaattinen virhe olisi pyrittdvd 10ytdméén, arvioimaan ja sen jilkeen poistamaan. Joissakin tapa-
uksissa sitd ei pystytd poistamaan ja systemaattisten virheiden késitteleminen joudutaan suorittamaan
yhdessd muiden virheiden kanssa. Téssé kurssissa eikd tyypillisesti oikeassakaan eldméssd mittauksissa
ei ldhtokohtaisesti oleteta olevan systemaattista virhettd, vaan se havaitaan tyypillisesti funktiomittauk-
sen tuloksia analysoitaessa. Jos systemaattisten virheiden osuus on pieni, sanotaan, ettd mittauksen ul-
koinen tarkkuus (accuracy) on hyva.

Pientd systemaattista virhettd kuvaa mittauksen hyvi toistettavuus (reproducibility). Toistettavuus
on tietyn suureen yksittdiseen mittaukseen kéytettdvadn aikaan ndhden pitkén aikavélin sisélld eri olo-
suhteissa, eri havaitsijan, eri laitteistoin ja menetelmin tai eri laboratoriossa saatujen tulosten yhteenso-
pivuus.

Satunnaisvirhetti (random error, tillfélligt fel) voitaisiin kutsua my0s hajontavirheeksi tai tilastolli-
seksi virheeksi. Se on virhe, joka satunnaisesti vaihtelee uusittaessa saman suureen tietyn arvon mittaus-
ta samoissa olosuhteissa, mutta se ei védristd tulosta mihinkéén tiettyyn suuntaan. Kéytdnnon tilanteissa
tyypillisin satunnaisvirheen ldhde on elektroniikan kohina. Myds mitattava suure itsessddn saattaa olla
tilastollinen, esimerkiksi radioaktiivinen hajoaminen. Satunnaisten virheiden olemassaolo voidaan todeta
esim. toistamalla sama mittaus useaan kertaan ja piirtdmélld mittaustuloksista histogrammi. Tuloksena
on tilloin jakauma, jossa mittaustulokset ovat jakautuneet tietyn todenndkdisimmén arvon ympdrille.
Satunnaisten virheiden tapauksessa virheen arviointi tapahtuu tilastomatematiikan keinoin. Télloin sa-
nalla “virhe” tarkoitetaan yleensd suuretta, joka kuvaa mittaustulosten muodostaman jakauman leveytta.

Kuvassa 1 on esitetty mittaus vastuksen yli olevasta jinnitteestd virran funktiona, joka havainnollistaa
erilaisia virhetyyppejd. Yksi mittaus poikkeaa selvisti oletetusta lineaarisesta riippuvuudesta ja voidaan
luokitella karkeaksi virheeksi. Sen lisdksi mittauksessa on systemaattista virhettd jdnnitteen tai virran
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lukemisessa, silld ne eivit sovi teoreettiselle suoralle, jonka pitéisi kulkea origon kautta. Mittauspisteis-
t0ssd on myOs satunnaista virhettd, joka havaitaan poikkeamina pisteistodon sovitetusta suorasta.

Jos satunnaisten virheiden osuus lopputuloksen virheessd on pieni, sanotaan, ettd tuloksen sisdinen
tarkkuus (precision) on hyvi. Jos my0s systemaattiset virheet ovat pienid, saavutettu lopputulos on 14-
helld oikeaa arvoa.

Pientd satunnaisvirhettd kuvaa myods mittauksen hyvi toistuvuus (repeatability, repeterbarhet). Tois-
tuvuus on tietyn suureen lyhyend aikavilind samoissa olosuhteissa, saman havaitsijan, samoin laitteis-
toin ja menetelmin sekd samassa laboratoriossa saatujen tulosten yhteensopivuus.

Mittausvilinettd kuvaava kisite on mittausvilineen tarkkuus (accuracy of a measuring instrument,
noggrannhet hos métdon). Tdmi on vilineelld saadun suureen mittaustuloksen ja suureen "oikean " ar-
von yhteensopivuus. Mittavilineen tarkkuus méérittdd mittaustapahtumassa mitatun parametrin virhera-
jat.

Absoluuttinen virhe (absolute error, absolutfel) on saadun mittaustuloksen ja ns. vertailuarvon vili-
nen erotus x; — x,, missd x; on mittaustulos ja x, etsityn suureen “oikea” arvo. Vertailuarvo voi olla suu-
reen “oikea” arvo, sille sovittu arvo (taulukkoarvo ym.) tai mittaussarjan perusteella mééritetty arvo.
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N

Kuva 1. Erilaiset virhetyyppejd havainnolistava mittaus. Yksi mittaustuloksista voidaan luokitella karkeaksi vir-
heeksi (sininen), mittauksessa esiintyy myds systeemaattista virhettd (punainen), silld se poikkeaa teoreettisesta
riippuvuudesta (katkoviiva). Satunnaisvirhettd taas kuvaa mittauspisteiden poikkeamat sovitetulta suoralta (yhte-
ndinen viiva).

Suhteellinen virhe méiritelldin samoin merkinndin suureena

xi — xo

ey
X

o

Kéytidnnossi oikea arvo x, joudutaan korvaamaan mittaustuloksista saadulla todennikoisimmalld arvol-
la.

Mittauksen epatarkkuuden arvioinnilla on kurssissa merkittdva osuus. Lihteestd riippuen voidaan puhua
my0s virhetarkastelusta, virheanalyysista, ja joskus jopa virhearviosta vaikka timéa termi voi johtaa har-
haan.



2 Toistokoe ja satunnaisvirheiden tilastollinen késittely

2.1 Mittaustulosten jakaumaa kuvaavat tunnusluvut

Suuretta, jonka arvo vaihtelee satunnaisesti havaintokerrasta toiseen, kutsutaan tilastomatematiikassa
satunnaismuuttujaksi. Jotta satunnaismuuttujan jakauma voitaisiin kuvailla tarkasti, satunnaismuuttujas-
ta olisi tehtivd ddreton midrd havaintoja. Kédytdnnossid joudutaan tyytymiédn &dérelliseen joukkoon ha-
vaintoja, joista laskettuja jakaumaa kuvaavia tunnuslukuja kutsutaan estimaateiksi eli arvioiksi jakauman
todellisille tunnusluvuille. Jakauman todelliset tunnusluvut ovat siis estimaattien raja-arvoja, kun ha-
vaintojen mdéré ldhenee ddretontd. Havaintosarjan tilastollisen kasittelyn tehtdviné on 10ytdéd jakauman
tunnusluvuille parhaat mahdolliset estimaatit.

Olkoon x; satunnaismuuttujasta x tehty yksittdinen havainto, ja olkoon havaintoja tehty N kpl. Ha-
vaintojen muodostaman jakauman keskiarvo pu mééritelldén raja-arvona

(2)
Kun havaintoja on irellinen méiri N, keskiarvon m estimaatti on otoskeskiarvo X :
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Mittaustapahtuma: toistettu 4 x 50 kertaa

Kuva 2 Mittaustulokset toistomittauksesta, jossa on toistettu 4 kertaa 50 toistomittauksen sarja. Kuviin piirretyt
viivat vastaavat otoskeskiarvoa ja otoskeskihajontaa liséttyna ja vihennettyné otoskeskiarvosta.



Jakauman leveyttd kuvaava suure on hajonta (standardipoikkeama) o, joka midritelldédn raja-arvona

2
o= lim (Xi—M) ’

N—c N “4)

missd u on kaavassa (2) médritelty jakauman keskiarvo. Kun havaintoja on dérellinen méird N, hajonnan
o estimaatti on otoskeskihajonta s:

)

missd x on kaavassa (3) midritelty otoskeskiarvo. Néin laskettuna otoskeskihajonta kuvaa hajontaa,
jonka sisélle mahtuu 68% havainnoista. Mikéli halutaan, ettd 95% tapahtumista mahtuu hajonnan sisélle,
tulee hajonnan estimaattina kiyttid arvoa 2s.

Otoskeskihajonnan kayttd tarkkuusmittana perustuu siithen, ettd se ilmoittaa alueen, johon seuraavan
toistomittauksen tuloksen tulisi tietylld todennédkoisyydelld osua. Téstd syystd yhtdlon (5) méérittelemad
otoskeskihajontaa voidaan kutsua my0s yksittaisen havainnon keskivirheeksi. Fysiikan toistomittauk-
sissa on kuitenkin tavallisesti pddmaaridnd laskea lopputulos mittaussarjan keskiarvona ja pyrkid liittd-
méén tdhéin lopputulokseen jokin virheraja Ax . Téhin tarkoitukseen otoskeskihajonta ei kelpaa.

Otoskeskiarvon vaihtelua on havainnollistettu kuvassa 2, jossa on esitetty neljdn toistomittaussarjan
tulokset mustilla pisteilld. Kussakin mittaussarjassa on tehty 50 toistomittausta suureelle, jonka "oikea"
arvo on 5.0. Kuhunkin kuvaan on laskettu mittaussarjan otoskeskiarvo ja otoskeskihajonta lisdttynd ja
vihennettynd keskiarvosta. Kuvasta nidhddin, ettd otoskeskiarvo vaihtelee "oikean" arvon molemmin
puolin ja ettd kaikki otoskeskiarvot ovat huomattavasti lihempéni toisiaan kuin otoskeskihajonnan avul-
la laskettu yhden mittauksen hajonta.

Jos mittaus voidaan toistaa riittivin monta kertaa, voidaan tuloksen epitarkkuutta arvioida siten, ettéd
suoritetaan useita mittaussarjoja ja lasketaan kullekin otoskeskiarvo X . Saadut arvot vaihtelevat satun-
naisesti, ja niille voidaan laskea uusi otoskeskiarvo ja otoskeskihajonta. Néain laskettu otoskeskihajonta
kertoo alueen, johon seuraavan mittaussarjan keskiarvo tietylld todennidkoisyydelld osuu Niin saatua
arvoa voidaan kiyttda fysikaalisen mittauksen virherajoina.

Tilastomatematiikassa voidaan kuitenkin osoittaa, ettd keskiarvon epatarkkuudelle voidaan laskea ar-
vio jo yhden mittaussarjan perusteella. T4t arviota kutsutaan keskiarvon keskivirheeksi Ax , ja sen riip-
puvuus otoskeskihajonnasta s on

- s
- ©6)
JN
Keskiarvon x epitarkkuuden arvio Ax lasketaan siis kaavalla
-2
e =E
N(N-1) %)

Keskiarvon keskivirhe ilmoittaa sen alueen, jolle (seuraavan) mittaussarjan keskiarvo 68 %:n toden-
nikoisyydelld osuu. Keskiarvon keskivirheen lausekkeesta ndhdién, ettd havaintojen méiédrdan N kasvaes-
sa keskiarvon keskivirhe Ax pienenee. Toistokokeen avulla voidaan siis parantaa lopputuloksen tark-
kuutta verrattuna yksittdisen mittauksen tarkkuuteen, ja saavutettu tarkkuus on sitd parempi mitd pidem-
pl mittaussarja suoritetaan.
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Kuvassa 3 on esitty vertailun vuoksi sama mittaussarja kuin kuvassa 2 ja siithen on laskettu yhtdlon
(7) mukaiset mittaussarjan keskiarvon keskivirheet. Kuten kuvasta on néhtdvissd, eri mittaussarjojen
keskiarvot asettuvat padosin keskiarvon keskivirheen antamien rajojen sisdén.

8~ . HF "~ T /A T " T HF T T T H
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(7]
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w

Mitattu arvo, otoskeskiarvo
ja keskiarvon keskivirhe

Mittaustapahtuma: toistettu 4 x 50 kertaa

Kuva 3 Mittaustulokset toistomittauksesta, jossa on toistettu 4 kertaa 50 toistomittauksen sarja. Kuviin piirretyt viivat vas-
taavat otoskeskiarvoa ja keskiarvon keskivirhettd liséttynd ja vihennettyni otoskeskiarvosta.

Mittaustarkkuuden parantumista toistomittauksen lukumééran kasvaessa on havainnollistettu kuvassa
4. Siind on esitetty otoskeskiarvo mittauksesta, jota on toistettu niin monta kertaa kuin vaaka-akseli
osoittaa. Kuvasta ndhdién, ettd otoskeskiarvo ldhenee “oikeaa” arvoa, joka on 5, kun toistomittausten
midrd kasvaa. Kuvan 4 alaosassa on esitetty otoskeskihajonnan ja keskiarvon keskivirheen erilainen
kiyttdytyminen toistojen miérdn kasvaessa. Otoskeskihajonta sidilyy likimain vakiona vaikka mittaus
toistettaisiin yhé uudelleen, koska se kuvaa yhteen mittaukseen liittyvdéd hajontaa. Toistojen méaérin kas-
vaessa otoskeskihajonta vain lidhestyy jakauman todellista hajontaa. Keskiarvon keskivirhe taas pienenee
mittausten méiridn kasvaessa osoittaen, ettd toistomittauksilla voidaan parantaa mittaustarkkuutta.

Keskiarvon keskivirhettd on ylemmisséd kuvassa kidytetty myos toistomittauksen keskiarvon epétark-
kuutena, ja kuvasta voi havaita, ettd “oikea” arvo jdd useimmissa tapauksissa mitatun suureen virherajo-
jen sisélle. Ndin ollen keskiarvon keskivirhe on hyvé estimaatti toistomittauksen epétarkkuudelle.
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Kuva 4 Otoskeskiarvon ja hajonnan muuttuminen toistokertojen lukumiirdn kasvaessa mitatessa suureetta, jonka “oi-
kea” arvo on 5. Yldkuvassa nédkyy kuinka otoskeskiarvo ldhestyy “oikeaa” arvoa. Alakuvassa on sinisilld pisteilld piir-
retty mittaussarjasta saatu otoskeskihajonta ja punaisilla nelivilld keskiarvon keskivirhe. Keskiarvon keskivirhettd on
ylemmassi kuvassa kdytetty mittausarjan keskiarvon epitarkkuutena.

2.2 Normaalijakauma

Satunnaisten virheiden késittelyssi oletetaan tavallisesti, ettd useiden, samoissa olosuhteissa toistettu-
Jjen mittausten tulokset noudattavat normaalijakaumaa eli normitettua Gaussin jakaumaa

vy
G(x) = me , (8)

missd u on jakauman keskiarvo ja o on hajonta. Normitus tarkoittaa, ettd yhtdlon (8) kuvaajan ja x-
akselin viliin jaavi pinta-ala on 1, eli

[ Godx = 1. )

Normaalijakauman suuri kayttokelpoisuus fysiikan mittaustulosten késittelyssid perustuu siihen, ettd
sen on kokeellisesti todettu olevan hyvé arvio lukuisten erityyppisten mittaussarjojen antamien tulosten
jakaumalle. Lisdksi normaalijakauman erikoispiirre on, ettd paras mahdollinen estimaatti jakauman kes-
kiarvolle w on juuri kaavan (2) mukainen otoskeskiarvo X .

Normaalijakauma voidaan tulkita todennikdisyystiheydeksi. Todennidkoisyys sille, ettd normaalija-
kautuneeseen satunnaisilmioon liittyvé havaintotulos on pienelld vililld (x, x+dx) on

dP = G(x) dx. (10)

Todennikoisyys sille, ettd havaintotulos on vilillad (a,b), saadaan integroimalla yhtdloa (10):
7



Pla <x <b)=LbG(x)dx, (1D

eli todennékoisyys on yhté suuri kuin sen
alueen pinta-ala, jota kuvassa 5 rajoitta-
vat x-akseli, suorat x=a ja x=>b sekd kay-
rd G(x). Usein tarkastellaan vain sym- P(a<x<b)
metristé tapausta eli vilid (-a,a).

Q=
Il
~Q

Jos yhtilossd (8) suoritetaan muuttu-

f\
janvaihdos S’ 0.2 4 N
x -
==£, (12)
o
saadaan Gaussin jakauma (8) muotoon 0.1+ —
G- (13)
7) = e ’.
V2n
Yhtdlo (13) vastaa normaalijakaumaa 0.0 | | B
tapauksessa, jossa havaintoaineiston -4 -2 0 }bz 4
keskiarvo u = 0 ja hajonta o = /. Muut-
X

tujanvaihdoksen (11) avulla mikd tahan- Kuva 5. Todenniko6isyyden laskeminen silloin, kun normaalijakautu-
sa  G,(x)-jakauma voidaan muuttaa neen satunnaisilmion yksittdinen havaintotulos on vililld (a,b)

G, ,(z)- jakaumaksi. Tistd on hyotyd las-
kuteknisesti, silld jakaumaa G(z) ei voida
integroida suljetussa muodossa. Muuttujanvaihdoksen ansiosta tarvitsee vain tuntea jakauman G,,(z)
arvot. Taulukkoon 1 on laskettu jakauman (13) avulla todennékdisyys sille, ettd muuttujan z poikkeama

keskiarvosta u = 0 on pienempi kuin A, ts. /z/<1. Taulukon todennékdisyys P on siis integraali

Az

T
e “dz.
NS "

P=P(-A<z<))=

Taulukosta ndhdéén, ettd havainnon poikkeama keskiarvosta on 68% todennékoisyydelld valilld (-
0,+0) ja 95% todennikoisyydelld vililld (-20,+20). Toisaalta tarkastelemalla todennékoisyyttda P=0.5
(A=0.68) nihdiin, ettd suuresta havaintosarjasta puolet on sellaisia havaintoja, joiden poikkeama kes-
kiarvosta on korkeintaan 0.680.

Taulukko 1. Jakauman (14) avulla laskettu todennikdisyys (P) sille, ettd muuttujan z poikkeama kes-
kiarvosta u = 0 on itseisarvoltaan pienempi kuin parametri A.

A 042 0.68 1.00 1.50 2.00 3.00
P 0326 0503 0.683 0867 0954 0.997

2.3 Toistokoe ja suurimman uskottavuuden menetelméi

Fysiikan mittaustulosten késittelyssé esiintyy toisinaan tilanteita, joissa toistomittaussarjan jokaisella
yksittdiselld mittauksella x; on my6s oma virheraja Ax,. Télloin keskiarvon ja sen epétarkkuuden laske-
miseen kiytetdin tilastomatematiikassa suurimman uskottavuuden menetelméi. Siinéd oletetaan, etti
mittaustulosten x; jakauma on normaalijakauma (niin ei kédytdnnossé aina ole), ja virherajat voidaan tul-
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kita taiméin normaalijakauman standardipoikkeamiksi, 0; = Ax,. Todenndkdisyys sille, ettd mittaustulos x;
poikkeaa todennikoisimmisti arvosta X , on kaavan (8) mukaan

oy
P(x,) = Gime . (15)

Huomattakoon, ettd kaavan (15) eksponentissa esiintyy toistomittauksen vuoksi kaikille pisteille x;
yhteinen keskiarvo X . Jos toistomittaukset ovat toisistaan riippumattomia, todennikdisyys koko mitta-
ussarjan poikkeamalle keskiarvosta on termien (15) tulo, jota kutsutaan likelihoodfunktioksi. Paras ar-
vo mittaussarjan keskiarvolle on nyt se, joka maksimoi likelihoodfunktion arvon. Kaavan (15) perusteel-
la tdimé merkitsee likelihoodfunktion eksponentin minimoimista, ts.

2

2 (xia_ x) (16)

i

Tistd voidaan osoittaa, ettd keskiarvon paras estimaatti on mittaustulosten painotettu keskiarvo
N

TS

X = (17)
1

1
&{any
missd painoina ovat virherajojen nelididen kédnteisluvut. Keskiarvon keskivirheen Ax lauseke johdetaan
kehittdmalla keskiarvon lauseke (17) sarjaksi muuttujien x; avulla ja méarittamilld sopivasti katkaistulle
sarjakehitelmadlle hajonta. Tulokseksi saadaan painotettu summa
(59 - ) (a )2(62)2]
[ ! aXi j,

missd painona on yksittdisen mittapisteen keskiarvoon aiheuttaman vaikutuksen neli6. Sijoittamalla kaa-
vasta (17) saatava keskiarvo kaavaan (18) saadaan keskiarvon keskivirheeksi

(18)

Ax =;. (19)

N 1
resi

1

2.4 Vaihteluviili ja t-jakauma

Mitattavan suureen satunnaista vaihtelua keskiarvon ympérilld voidaan kuvata jakauman hajonnan li-
saksi kdyttamilld vaihteluvélid. Suureen 100(/-a) %:n luottamusviliksi kutsutaan aluetta, joka todenni-
koisyydelld -« peittdd alleen suureen todellisen arvon. Tavallisimmin kéytetddn 95 %:n luottamusvilid.
Jos normaalijakautuneen suureen hajonta o tunnettaisiin tarkasti, 95 %:n luottamusrajat saataisiin yksin-
kertaisesti kaavan (13) integraalista valitsemalla integrointirajat +A siten, etti integraalin arvo olisi 0.95
(taulukon 1 mukaan tdlloin A = 20).

Kéytidnnossd tuntemattoman suureen hajontaa ei tunneta tarkasti, vaan sen estimaatti on kaavan (5)
antama otoskeskihajonta s. Yleisesti ottaen toistokokeesta lasketut tunnusluvut eivit ole kovinkaan luo-
tettavia, jos toistojen méérd on pieni (esim. alle 10). Téllaisissa tapauksissa pienen otoksen huomioimi-
nen luottamusvilid laskettaessa on tarpeellista. Otoskeskihajonta on kuitenkin N:n satunnaismuuttujan
funktio, joten luottamusvilien laskeminen muuttuu monimutkaiseksi tilastomatemaattiseksi ongelmaksi.
Tidssd yhteydessd todetaan vain, ettd riippumattomista satunnaismuuttujista voidaan eri laskutoimituksil-
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la muodostaa useita uusia muuttujia, joiden jakaumat ovat keskeisessd osassa tilastollisten luottamusra-
jojen laskemisessa. Luottamusvilejd haettaessa tdllainen jakauma on t-jakauma (tai Student-jakauma),

X

W3

missd muuttujat X ja x; ovat normaalijakautuneita s.e x = x; = 0 ja o(x) = o(x;) = 1. Normaalijakautuneen
suureen keskiarvon ¥ 100(1-a) %:n luottamusvili on nyt

t(N) = (20)

s

{N b
missd alaindeksi /-a/2 johtuu siitd, ettd t-jakauma (kuten normaalijakaumakin) on symmetrinen origon
suhteen. t-jakauman arvoja 95 %:n luottamusrajoille vapausasteiden funktiona on esitetty taulukossa 2.

Fi (N-1) 21)

Taulukko 2. 95%:n vaihteluvilin F-tekijén arvo toistokokeiden lukuméérdan N funktiona ja t-
jakauman ylemmén (1-a/2) -pisteen arvo (o = 0.05) vapausasteiden N funktiona.

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
F - 635 147 077 053 041 034 029 026 0.23
t 12707 4303 3.182 2.776 2.571 2447 2365 2306 2.262 2.228

Laadunvalvonnassa kiytetty keino toistomittauksen luotettavuuden arviointiin on vaihteluvélin kéyt-
t0, josta saadaan helposti arvio epétarkkuudelle. Vaihteluvili R on suurimman ja pienimmén mittaustu-
loksen erotus. Normaalijakautuneille suureille voidaan osoittaa, ettd vaihteluvélin ja hajonnan o vililld
on yhteys

W =R/o, (22)

missd W on nimeltdédn suhteellinen vaihteluvili, ja se riippuu ainoastaan havaintojen lukumaarésta N.
Yhdistamailld kaavat (21) ja (22) saadaan luottamusvilin lausekkeeksi

X x |Xmax - xmian ’ (23)
Jjota voidaan kiyttdd epdtarkkuuden arviointiin, kun toistokokeiden mééré on pieni. Tekijdn F arvoja on
laskettu taulukkoon 2 vastaamaan 95%:n vaihteluvalid.

F-tekijdén perustuva epdtarkkuuden arviointi on heikompi kuin 7-jakauman kéyttoon perustuva, koska
koko havaintoaineistoa ei kdytetd hyviksi, ja F-tekijdn antamat 95 %:n luottamusrajat voivat olla hiukan
t-jakaumaa suuremmat. Vaihteluvilin kdyttotarkoitus onkin nopea, likimédédrdinen epatarkkuuden arvi-
ointi.

3 Laskettujen suureiden epiatarkkuuden arviointi

Ensimmainen askel tutkittavan suureen epétarkkuuden arvioinnissa on mitata tai arvioida mitattujen
parametrien virherajat Ax;. Tamai tulee tehdid jokaiselle mitatulle suureelle. Harvassa mittaustapahtumas-
sa voidaan kuitenkaan tutkittavaa suuretta mitata suoraan. Se onnistuu, jos ollaan kiinnostuneita metalli-
tangon pituudesta tai jdnnitteestd akun napojen vililld, mutta yleensd mittaustapahtuma on monimutkai-
sempi ja tutkittava suure saadaan jonkun tai joidenkin apusuureiden avulla. Yksinkertaisimmillaan tdimé
on vastuksen arvon mittauksessa jdnnitteen ja virran avulla tai sylinterin tilavuuden mittauksessa pituu-
den ja halkaisijan avulla.

10
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Jos tutkittavaa suuretta ei voida mitata suoraan, mittaukset kohdistetaan suureisiin, joiden funktio tut-
kittava suure on. Fysikaalista ilmi6td kuvaava matemaattinen malli oletetaan tunnetuksi, ja tutkittavan
suureen arvot lasketaan mallin avulla mitatuista suureista. Talloin tutkittavan suureen arvo saadaan las-
kemalla suuretta esittavin funktion arvo, jonka muuttujina ovat vilittdmasti mitattavat suureet. Funktio
olkoon F(x,, x,, ...), jossa (x,, x, ...) ovat edelld sanotut vilittoméisti mitattavat, toisistaan riippumattomat
suureet. Esimerkkini mainittakoon ohuen linssin polttovilin f mééritys linssiyhtidlén 1/ f = 1/a +1/b avul-
la, jolloin mitattavat suureet (x,, x,) ovat a ja b eli kuvan ja esineen etdisyys linssistd.

Jotta voitaisiin sanoa jotain tehdyn mittauksen tarkkuudesta, tulee arvioida funktion F epétarkkuus
AF, kun muuttujien epitarkkuudet Ax,, Ax,, ... ovat annetut. Kuinka pddsemme yksittdisistd mitatuista
epdtarkkuuksista Ax;, Ax,, ... epatarkkuuteen AF? Voidaan kysyd, “milld tavalla virhe etenee (error pro-
pagation) mittaustapahtumasta lopputulokseen?”

3.1 Epatarkkuuden laskeminen kokonaisdifferentiaalin avulla

Matemaattisesti funktion arvon F' vaihtelua muuttujan x; vaihdellessa hiukan kuvaa funktion F deri-
vaatta muuttujan x; suhteen. Yhden muuttujan tapauksessa tima vastaa kédyran korvaamista sen tangentil-
la pisteen x; liheisyydessd. Jos jokaisessa muuttujassa tapahtuu pieni muutos dx;, funktion arvon muu-
toksen antaa kokonaisdifferentiaali

oF oF
dF = —dx, +—dx, +.... (24)
0x, 0x,
Kaavassa (24) on kéytetty hyviksi osittaisderivointia. Se tapahtuu ldhes samojen sdidntdjen mukaan
kuin derivointi yhden muuttujan tapauksessa. Erona on, ettd derivointi tehddin kunkin muuttujan suh-
teen vuorollaan pitden muita muuttujia vakioina.

Fysiikan mittauksissa lopputuloksen F epétarkkuutta laskettaessa kaavassa (24) esiintyvit differenti-
aalit dx, korvataan suureiden x; virherajoilla Ax,. Virheiden suuntaa ei yleensd tiedetd, mutta eris yldraja-
arvio lopputuloksen epitarkkuudelle saadaan, kun kaikkia virherajoja pidetdén positiivisina. Liséksi,
koska tavoitteena on laskea epatarkkuudelle ylédraja-arvio, kaikki osittaisderivaatat oletetaan positiivisik-
si. Ellei néin tehtiisi, vastakkaismerkkiset termit saattaisivat kumota toisiaan. Arvio suureen F epétark-
kuudelle saadaan siis yhtdlolld

Ax, + }ﬂ}m oo (25)
ox,

Esimerkki 1. Lasketaan funktion f = ax’y epdtarkkuus Af, kun x ja y ovat muuttujia ja a on tarkka va-
kio.

AF =

oF
ox,

d
Derivoidaan x:n suhteen=> a—f = 2axy
X

d
Derivoidaan y:n suhteen = a—f = ax’
y

Kirjoitetaan lauseke epdtarkkuudelle Af = [2axy|Ax + |ax2|Ay

. . — I 1 1 .
Esimerkki 2: Lasketaan kaava epditarkkuudelle linssiyhtilon — =—+— antamalle polttoviilille.
a
Samoin kuin edellisessd esimerkissd muodostetaan osittaisderivaatat ja lasketaan ne yhteen. Tdssd ta-

11



12
pauksessa sekd a ettd b ovat muuttujia.

of | L& |y .| o |
7 i Py ol [Pl

Af = ‘%Aa +
da

3.2 Virhetermien lisiaminen neliollisesti

Edelld esitelty kokonaisdifferentiaaliin perustuva epétarkkuuden arviointi antaa yldraja-arvion epétark-
kuudelle. Kaavassa (25) kaikki virhetermit Ax; antavat maksimikontribuution lopputuloksen epétarkkuu-
teen. Virhetermit ovat kuitenkin tilastollisia suureita, ja on varsin epdtodennikdistd, ettd kaikki olisivat
samanaikaisesti "tapissa". Todennidkdisempéd on, ettd virhetermit ovat tietylld hetkelld hajontaa pienem-
pid. Hyvin samalla tavalla kuin miten péaadyttiin kaavaan (18), voidaan osoittaa, ettd todennédkdisin arvo
epdtarkkuudelle saadaan summaamalla virhetermit neliollisesti:

AF = (ﬁml) +(£sz) o (26)

dx, ox,

Koska tédssi ei oteta epatarkkuuden maksimiarvoa, on saatu tulos hieman pienempi kuin kokonaisdiffe-
rentiaaliin perustuva kaava (25). Neliollinen summaaminen pétee hyvin yleisesti korreloitumattomille
satunnaismuuttujille.

Kurssilla hyviksytddn sekéd kokonaisdifferentiaalia kéyttava ettd neliollisesti summattava epéatarkkuuden
arviointi. Jalkimmaistd kuitenkin suositellaan voimakkaasti. Kdytdnnossé lopputuloksena saatavilla lu-
vuille ei juurikaan eroa ole - kyseessd on enemménkin kehotus omaksua oikea filosofia késitelld satun-
naismuuttujia. Huomaa kuitenkin, ettd nelidllisesti summattaessa suurin virhetermi dominoi voimak-
kaammin, ja pienimpien kontribuutio tulee usein mitdttomaksi.

Esimerkki 3. Kuten esimerkki 1, mutta lasketaan funktion f= ax’y neliollinen epditarkkuus Af.

d
Derivoidaan x:n suhteen=> a—f = 2axy
X

dJ
Derivoidaan y:n suhteen = a—f = ax’
y

Kirjoitetaan lauseke epditarkkuudelle Af = \/ (2axy Ax)2 + (ax2 Ay)2

3.3 Suhteellinen epitarkkuus kerto- ja jakolaskussa

Jos matemaattinen malli sisdltdd vain kerto- ja jakolaskuja sekéd potenssiin korotuksia, voidaan epi-
tarkkuuden arvioinnissa vaadittavien laskutoimitusten méérid pienentdd.

3.3.1 Logaritminen derivointi

Ns. logaritminen derivointi liittyy kokonaisdifferentiaalin avulla tehtdviéin epitarkkuuden analysoin-
tiin. Matemaattisesti logaritminen derivointi ja kokonaisdifferentiaalin avulla tapahtuva epétarkkuuden
laskeminen ovat identtisid, ja tuottavat siten saman lausekkeen.

Logaritmisessa derivoinnissa funktiosta otetaan ensin logaritmi, jonka jidlkeen se derivoidaan. Loga-
ritminen derivointi perustuu sithen, ettd ottamalla luonnollinen logaritmi derivoitavasta funktiosta kerto-
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ja jakolaskut voidaan kétevésti muuttaa yhteen- ja vihennyslaskuiksi. Lisédksi luonnollinen logaritmi on
helppo derivoida seuraavasti:

d 1
- 27
» In(x) . 27

Usein on helpompaa johtaa yhtilod suhteelliselle kuin absoluuttiselle epédtarkkuudelle. Lopullinen ab-
soluuttinen epétarkkuus voidaan télloin laskea helposti suhteellisesta epitarkkuudesta kertomalla se lop-
putuloksen arvolla.

Esimerkki 4: Lasketaan funktion f = kx* ybzc epdtarkkuus Af, missd k, a, b ja c ovat positiivisia tai ne-
gatiivisia reaalilukuja.
Ensin otetaan funktiosta puolittain logaritmit:

Inf = ln(kx”ybzc) =Ink+alnx+blny+clnz

Saadun yhtdlon kumpikin puoli derivoidaan, ja termit asetetaan itseisarvomerkkien sisdlle vastakkais-
merkkisten termien kumoutumisen estimiseksi:

Af _ |a BT Az
f X z
Lauseke antaa suureen f suhteellisen epdtarkkuuden Aflf suureiden x, y ja z suhteellisten epdtarkkuuksi-

en avulla. Tdstd pddstddn absoluuttiseen epdtarkkuuteen Af kertomalla suhteellinen epdtarkkuus loppu-
tuloksella.

£y
y

+ +

EsimerkKki 5: Lasketaan funktion f = ax’y epdtarkkuus Af, kun x ja y ovat muuttujia ja a on tarkka va-
kio.
& _,
A

Ax|

X

LA
y

'

/axy,

Ax ‘Ay
+
y

Kirjoitetaan lauseke epditarkkuudelle Af = (2}7
X

joka antaa saman lausekkeen kuin esimerkissd 1.

Esimerkki 6: Tehtdvind on selvittdd funktion R = systemaattinen virhe, kun muuttujina olevien

2
bh
suureiden F, I, b ja h arvot arvioidaan voitavan mitata siten, ettd
AR 02%, |Al<01%, |22<0.1%, |2 <0.1%

Esimerkissd 4 esitetyn lausekkeen mukaisesti voidaan kirjoittaa

ESA_F+A_Z+A_Z?+2M ARSO6%
R F [ b h

, josta saadaan

Esimerkissd 7 nidytetddn, miten lausekkeeseen, jossa on mukana vihennyslasku, voidaan soveltaa

suhteellisen epatarkkuuden kaavaa (25). Vastaava tulos saadaan myos logaritmisella derivoinnilla.
13
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Esimerkki 7. Ratkaistaan usean muuttujan funktion f suhteellinen epdtarkkuus.

a-b’
/= cd’
In(f) = ln(a -b*)-1In(c) - In(d?)
d
(a b*) —(a-b%)
‘ K . |Aa|+ L —||AB| + Ac +3‘¥
(a-b%) (a=b") c d
a_| | 2680 | |Ac ‘ .
ilh (‘ i e )m

3.3.2 Neliollisesti summattaessa

Logaritminen derivointi ei ole relevantti kisite summattaessa virheitd "oikein" eli nelidllisesti (kaava
(26)). Helposti voidaan kuitenkin johtaa samantyyppinen lauseke kuin esimerkissd 4 suhteelliselle vir-

heelle:
Al:\/(aﬂ) +( &) +(c£) (28)
F X y Z

Esimerkki 8: Kuten esimerkki 6, mutta summataan nelidllisesti:

Kaavan (26) mukaisesti voidaan kirjoittaa

2 2
AR _ (A_F) +(A_l) +(A_b) (2%) , josta saadaan % ~0.3%. Huomaa, etti tulos on

R F l b
pienempi kuin esimerkissd 6. Termeilld Al/l ja Ab/b on hyvin vihdinen vaikutus.

3.4 Virhetermien erittely

Kun lopputulos riippuu monesta muuttujasta on tirkedd saada selville, mitkd muuttujat aiheuttavat
suurimman epétarkkuuden mitattavaan lopputulokseen. Tdmaé tieto auttaa mittausten suunnittelussa, jol-
loin voidaan tehdéd tarvittavia parannuksia suurimman epavarmuuden aiheuttavan parametrin mittaami-
seen.

Kun lopputuloksen epitarkkuus mééritetdén kokonaisdifferentiaalin tai neliollisen summaamisen me-
netelmilld, saadaan eri muuttujien aiheuttamat osuudet epatarkkuudesta esiin erittelemélld virhelausek-
keen summatermit. Tdmén voi fysiikan laboratoriotdissi kirjoitettavissa selostuksissa tehdd helposti tau-
lukon avulla, johon keritddn kunkin muuttujan nimi, epitarkkuus, ja muuttujan vaikutus lopputuloksen
epdtarkkuuteen, kuten taulukossa 3 on esitetty tai sanallisesti tekstin yhteydessid. Tdméntapainen virhe-
termien erittely on syytd tehdé kaikissa sellaisissa fysiikan laboratoriotdissid, joissa lopputulokseen vai-
kuttaa vihintdidn kaksi mitattua suuretta.
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Esimerkki 9: Virhetermien erittely kahden muuttujan tapauksessa kun lauseke ei ole tulomuotoinen

Linssin polttovdli mddrdttiin linssiyhtdlolld

I 1 1
—=— 4 —

f a b

mittaamalla kuvan ja esineen paikka. Kun esine sijoitettiin 85+1 mm etdisyydelle linssistd, kuva muo-
dostui etdisyydelle 196+2 mm. Polttovdlin lausekkeeksi saadaan

ab
a+b

Jja epdtarkkuudeksi kokonaisdifferentiaalilla ja neliollisesti summaamalla

2 2

a? ‘ . b5 a’
A= | —Z—A

(@oof| @) | |(eve)

a
_\(My

Ad+}

vastaavasti. Ndiden lausekkeiden perusteella voidaan tehdd taulukon 3 mukainen erittely ja ndhdd
muuttujan a:n aiheuttavan suuremman virheen lopputulokseen. Neliollisesti summattaessa virhetermejd
on jdrkevd eritelld prosenttiosuuksina neliollisestd kokonaisepdtarkkuudesta.

Taulukko 3. Virhetermien erittely funktiolle f = o
a+b
muuttuja  arvo virhe kokonaisdifferentiaali nelidllinen summa
(mm) (mm)
- 12
b2 b2
a 85 1 >Aa= 049 mm A, ——=Aa| =88%
(a + b) (a + b) |
- 2
a’ a’
b 196 2 —Ab =018 mm A, ——=Ab| =12%
(a + b) (a + b) |
f 59.3 0.7
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4 Lukuarvoista ja yksikoista
4.1 Dimensioanalyysi

Jokaisella fysiikassa mitatulla suureella on seké lukuarvo ettd dimensio, laatu. Dimensioiden kasitte-
lyssd olemme Euroopassa varsin onnellisessa asemassa, koska SI-jarjestelmé on otettu kiyttéon vuosia
sitten ja se on pohjana my0s arkipdivdn mittayksikoissd. SI-jarjestelmén hieno piirre, on siind, ettd las-
kettaessa fysikaalisilla suureilla, niiden laaduilla voi tehdi algebrallisia laskutoimituksia ilman vaikeasti
muistettavia muunnoskertoimia.

Mahdollisuutta tehdé téillaisia laskutoimituksia voi laboratoriomittauksissa kéyttdd kahdella tavalla
hyodyksi: Yhtailta lopputuloksen laatu tulee laskea mitattujen suureiden ja annettujen parametrien laatu-
jen avulla. Toisaalta pelkkien laatujen tarkastelu auttaa monessa tapauksessa havaitsemaan onko kéyte-
tyt kaavat oikein. Jos laatujen tarkastelu (dimensioanalyysi) ei anna lopputulokselle oikeaa laatua, on
kiytetyt kaavat syytd tarkastaa ja tarvittaessa korjata. Tyypillisesti tdlld tavalla voidaan 10ytdd esim. seu-
raavasta kineettisen energian kaavasta £ = mv potenssivirhe, koska laatu ei tule oikein. Vakiotermien
virheitd dimensioanalyysi ei kuitenkaan paljasta.

Dimensioanalyysin avulla voi my0s 10ytdd ainakin ldhes oikeita riippuvuussuhteita fysikaalisille pa-
rametreille, vaikka ei muistaisikaan kédytettavid mallia tarkasti.

Esimerkki 10. Millainen on jinnitetyssd kielessd etenevin aallon etenemisnopeus jdnnityksen ja
langan massan vdlilla?

Laadut ovat v = [m/s], T = [N] = [kgm/s’] ja m =[kg]. Oletetaan etti kaava on muotoa v T%m’,
missd a ja b ovat kiinnostuksen kohteina olevia parametreja. Kysymys muokkautuu nyt muotoon, “mil-
laiset eksponentin arvot a ja b antavat nopeudelle oikean laadun?” Sijoittamalla laadut yhtdloon saa-
daan

mls = (kgm /s )a (kg)’ = kg™ "'m"s™

Tdamdn perusteella saadaan uudet yhtdlot: a + b = 0, -2a = -1 ja a = 1. Havaitaan, ettd ndille ei ole
ratkaisua, joten kaavaa tulee vield hiukan muuttaa. Korvaamalla langan massa m langan massalla pi-
tuusyksikkod kohti p = [kg/m], saadaan yhtdlo muotoon

mls = (kgm /s )a (kg / m)b = kg "'m" s

Tdlloin yhtilot a + b = 0, -2a = -1 ja a - b = 1 antavat ratkaisuiksi, a = 1/2 ja b = -1. Ndin saatiin
nopeudelle lauseke

V= C‘/T/p,

missd C on laaduton vakio. Kaavassa esiintyvdn vakion arvoa dimensioanalyysi ei pysty selvittdmdidn.

4.2 Likiarvot ja tarkat-arvot

Tulosten késittelyn kannalta luvut ovat joko likiarvoja tai tarkkoja arvoja. Likiarvoja ovat havaintoar-
vot, vili- ja lopputulokset. Tarkkoja arvoja ovat matemaattiset vakiot kaavoissa ja kisiteltdaviin likiar-
voihin verrattuna tarkasti tunnetut fysikaaliset vakiot.

Monet tarkat arvot ovat joko pddttyméttomid desimaalilukuja, kuten 1/3, & ja e, tai muuten erittdin
moninumeroisia lukuja. Laskuissa ndmé on katkaistava ja pyOristettdvi niin, ettd niistd ei laskuihin ai-
heudu merkittdvid virheitd. Matematiikan kannalta téllaiset luvut ovat siis likiarvoja, mutta laskijan kan-
nalta tarkkoja, koska niihin voi aina tarvittaessa ottaa lisdd numeroita. Tdssd mielessi ei luvuilla 1/3 =
0.3333...,4 = 4.00000... tai 7w = 3.141592... ole mitdédn eroa, ne ovat kaikki tarkkoja arvoja. Niiden pyo-
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ristimisessd noudatetaan samoja sdidntdjd, jotka esitetdéin tuonnempana lukuarvojen pyoristimisen yh-
teydessa.

Lihtokohdaksi tuloksissa kaytettdvien numeroiden lukumadirille voidaan tehdd seuraava médritelma:
Suureen lukuarvon numeroiden tulee ilmaista mittauksin saadun suureen arvon suuruus, ja sen lisiksi
viimeisen merkitsevin numeron tulee ilmaista mittauksen epitarkkuutta.

Tehtiessi kokeellisia mittauksia saadaan tuloksiksi lukuja (laatuineen). Mittaustapahtuman yhtey-
desséd on syytd ottaa ylos mitatun suureen lukuarvo riittivdn monella numerolla. Mittalaitteen epétark-
kuus on syyti selvittdd ennen mittauksen tekemisté, jotta yhtééltd tuloksia kirjattaessa voi tehdd tarkkail-
la tapahtuuko mitattavassa signaalissa mittaustarkkuuden puitteissa merkittdvid muutoksia ja toisaalta
tietdd, milld tarkkuudella tulokset kannattaa merkitd muistiin. Yleensa kuitenkaan liian suuren numero-
mdidrdn kdyttiminen ei haittaa mittausten tekemisté. Jos esimerkiksi digitaalisen yleismittarin ndyttamis-
sd viimeinen numero vaihtelee, sen vaihtelun suuruus kannattaa kirjata mittaustuloksiin, vaikka sitéd ei
valttdmattd tarvittaisiinkaan.

Laskuissa saatavien vilituloksien kohdalla voidaan kiyttdd runsaasti numeroita. Mikili nditd halu-
taan vdhentdd, tulee pitdd huoli siitd, ettd vélituloksen suhteellinen tarkkuus on parempi kuin siihen asti-
sen laskun epétarkimmin ilmaistun suureen suhteellinen tarkkuus.

Lopputuloksen kohdalla kiytettdvien numeroiden méédrddn on syytd kiinnittdd erityistd huomiota.
Epétarkkuuden arvioinnin perusteella voidaan paételld mitkéd lopputuloksen lukuarvon numerot ovat luo-
tettavia. Riippuen mittausten luonteesta, kiytetyistd laitteista ja myoskin selittdvin teorian hyvyydestd,
lopputuloksen epétarkkuus ilmoitetaan yhden tai korkeintaan kahden merkitsevdn numeron tarkkuudella.
Fysiikan laboratoriotdissd yhden merkitsevin numeron tarkkuus virherajoissa on aina riittavd. Virhera-
jan perusteella saadun lopputuloksen lukuarvo on helppo katkaista, niin ettd sen viimeinen annettu luku
kuvaa epitarkkuuden suuruutta.

Esimerkki 11. Tulokseksi saatiin luvut 3.244328, 3.245194, 3.244792, 3.240638, 3.248737,
3.248774, 3.242755, 3.243689, 3.248666, 3.247105. Miten tulos esitetdicin ?

Kaikki lukuarvot ovat siis vdlilld 3.240638 < x < 3.248774 ja keskiarvo on 3.245468. Lukuarvossa
“varmoja” numeroita ovat vain 3.24, silld vain ne loytyvdt kaikista mittaustuloksista. Kuitenkin tuloksen
tarkkuus on hiukan tdtd parempi. Kdytetddn virherajan laskemisessa taulukon 2 F-tekijdd. Riippuen sii-
td, minkdlainen on tuloksen luonne, kirjoitetaan

x =3.24547 £ 0.00187 jos x on ldhtoarvo tai vdlitulos
x =3.245 = 0.002 jos x on lopputulos.

4.3 Pyoristiaminen

Pyoristyssddnnoiksi sovitaan seuraavat:

. Jos ensimmiinen poisjddavd numero on < 5, el viimeistd mukaan tulevaa numeroa muuteta.

. Jos ensimméinen poisjddvd numero on > 5, korotetaan viimeistd mukaan tulevaa numeroa yhdella.

3. Jos ensimmdinen poisjddvd numero on = 5, jota seuraa nollaa suurempi luku, korotetaan viimeisti
mukaan tulevaa numeroa yhdella.

4. Jos ensimmiinen poisjddvd numero on = 5, jota seuraa nolla tai el mitdédn, pyoristetddn viimeinen

mukaan tuleva numero ldhimpéén parilliseen numeroon.

N =

Sadnnot 1 ja 2 ovat luultavasti kaikille tuttuja ja sdéntojen 3 ja 4 kohdalla on olemassa myds muita
tulkintoja. Ei ole siis virheellistd pyoristdd ylospdin viimeisen numeron ollessa 5.
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Esimerkki 12. Seuraavat luvut on pydoristetty kolminumeroisiksi:

Luku PYOristys sddnto Luku pYOristys sddnto
12.3467 123 1 12.2503 123 3
12.251 123 2 12.250 12.2 4
12351 124 2 12.350 124 4

Taulukoissa kédytetddn usein ns. desimaalista tarkkuusilmoitusta, jossa taulukkoarvon epitarkkuutta ei
aina merkitd ndkyviin. Desimaalisessa tarkkuusilmoituksessa esim. x = 12.8 merkitsee, ettd x on vililld
12,75 <x < 12.85, jaarvo x = 12.80, ettd x on vililld 12.795 < x < 12.805. Tétéd voidaan kuitenkin pitdd
huonona tarkkuuden ilmaisutapana, ellei sitd ole erikseen ilmoitettu. Téhén liittyvit sanonnat: “n:n de-
simaalin tarkkuus” sekd ’n:n numeron tarkkuus” .

Toinen taulukkotiedoissa kaytetty (huomattavasti parempi) tapa on 12.80(3) tai 12.805, jossa suluissa
tai alaindeksiné oleva luku tarkoittaa lukuarvon viimeisen numeron suuruusluokassa annettua rajaa, siis
x = 12.80+0.03.

Lukuarvojen pyoristamisen perussddntd mittayksikkomuunnoksissa on seuraava: lukuarvojen sisil-
tamén informaation tulee sdilyd muunnoksissa. Yleensd muunnoksen seurauksena saatu uusi lukuarvo
sisdltdd "turhia" desimaaleja, jotka olisi karsittava. Tami kdy péinsd pyoristimélld muunnettu lukuarvo
siten, ettd muunnetun lukuarvon suhteellinen virhe on yhté suuri kuin alkuperdisen lukuarvon suhteelli-
nen virhe Ax/X.

Kéytidnnossd edelld mainittu menettelytapa on kuitenkin hankala. Kdytidnnollinen sdénto, jonka perus-
teella voidaan pyoristdd lukuarvot ja samalla noudattaa ainakin likimain edelld esitettyd periaatetta on,
ettd alkuperdisen lukuarvon ja muunnetun lukuarvon merkitsevien numeroiden lukuméérat valitaan yhti
suuriksi, jos muunnettu lukuarvo on suurempi kuin alkuperdinen. Jos muunnetun arvon numeroiden
muodostama luku on pienempi kuin alkuperdisen arvon numeroiden muodostama luku, otetaan muun-
nettuun lukuarvoon yksi merkitsevd numero lisdd.

Esimerkki 13. 5.5 hv on ilmaistava kilowatteina. (1 hv = 0.7355 kW).

Kilowatteina ilmaistavan suureen lukuarvo on x' = 0.7355 - 5.5 kW= 4.04525 kW. Koska alkuper<dii-
sessd lukuarvossa on 2 merkitsevdd numeroa, niin myos muunnettuun lukuarvoon otetaan ainakin 2
merkitsevdd numeroa. Koska kuitenkin niiden muodostama luku 4.0 on pienempi kuin alkuperdisen lu-
kuarvon numeroiden muodostama luku 5.5, otetaan muunnettuun lukuarvoon yksi lisinumero. Siis vas-
taukseksi saadaan 5.5 hv = 4.05 kW, jossa viimeinen numero on korotettu aikaisemmin esitetyn sdadnnon
mukaisesti.
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5 Suureiden vélisen riippuvuuden tutkiminen

Kokeellisessa fysiikassa ollaan yleensd kiinnostuneita paitsi tarkkojen mittaustulosten saamisesta,
my0s fysiikan teorioiden pitevyysalueiden testaamisesta kdytdnnossd. Téahin tarkoitukseen vakiona pi-
dettivissi olosuhteissa suoritettavat toistomittaukset soveltuvat huonosti. Tavallisesti koeolosuhteita ha-
lutaan nimenomaan aktiivisesti muuttaa, jotta mallin paikkansapitidvyyttd voidaan testata mahdollisim-
man laajasti.

Fysiikan laboratoriomittaukset pyritddn mahdollisuuksien mukaan suorittamaan siten, ettd vaihdel-
laan jonkin suureen x arvoja (esim. virtapiirin jdnnite) ja tutkitaan, miten tdmé vaikuttaa mitattavaan
suureeseen y (esim. piirissd kulkeva virta). Suureita x ja y yhdistdé toisiinsa malli y = f{x) (esim. Ohmin
laki). Tarkoituksena on tutkia
* noudattavatko mitatut y ja x mallin f mukaista kdyttdytymistd (esim. Ohmin lakia),

e madrittdd malliin f liittyvét fysikaaliset vakiot (esim. piirin sdhkovastus).

5.1 Mittaustulosten graafinen esitys
5.1.1 Graafisen esityksen laatiminen

Paras ja yleisimmin kéytetty tapa tutkia, noudattavatko mittaustulokset mallin ennustamaa kéyttay-
tymistd, on esittdd mittaustulokset graafisesti. Graafinen esitys on ilmaisuvoimainen tapa esittdd fysikaa-
lista riippuvuutta, koska sen avulla voi arvioida tutkittavan lain pétevyysaluetta, havaita systemaattisia
virheitd ja karkeaa virhettd siséltdvid mittaustuloksia, laskea mallin parametrien arvoja ja arvioida niiden
virheitdepétarkkuuksia. Hyvin tehty graafinen esitys nopeuttaa myos selostuksen laatimista. Jos esimer-
kiksi halutaan tutkia Ohmin lakia U=RI, mitattu jdnnite esitetdédn piirissd kulkevan virran funktiona. Mi-
kédli Ohmin laki on voimassa, mittauspisteet muodostavat origon kautta kulkevan suoran. Tdmén suoran
kulmakertoimesta saadaan lisdksi madritettyd vastuksen R arvo.

Oletetaan, ettd on mitattu suureet y ja x, joita yhdistda toisiinsa malli f siten, ettd y=f{x). Mittaukset on
suoritettu pisteittdin, joten tuloksena on arvopareja (x;, y;). Ensimmaiisend tehtivdni on arvioida mitattu-
jen suureiden virherajat Ax; ja Ay,. Nimi saadaan esim. valmistajan ilmoittamasta mittauslaitteen mitta-
ustarkkuudesta, mittareiden asteikkojen lukematarkkuudesta tai toistokokeen avulla lasketusta epitark-
kuuden arviosta. Jos tulosten kisittelyd varten tarvitaan jonkin mitatun suureen funktion epitarkkuus
(esim. x°), kiytetdiin luvussa 3 esitettyjd differentiaalin laskemiseen perustuvia menettelyjd (esim.
A(x)=2xAx).

Mitatut pisteparit (x;, y;) piirretddn koordinaatistoon kuvan 6 mukaisesti. Asteikot pyritdin valitse-
maan siten, ettd pisteiden muodostama suora kattaa koko kuva-alueen "kulmasta kulmaan". Mittauspis-
teisiin merkitddn myos virherajat Ax, ja Ay, vaaka- ja pystyviivoina pisteparin (x;, y;) kohdalle. Usein toi-
nen suureista x; ja y, on méiiritetty selvésti tarkemmin kuin toinen. Jos tarkemmin méiéritetyn suureen
virherajat ovat hyvin pienet, niiti ei tarvitse merkitd nékyviin.

Valitsemalla asteikot sopivasti voidaan useisiin erilaisiin malleihin y=f{x) liittyvéit pisteparit esittdd
suorana. Tamé on usein erittdin hyddyllistd. Esimerkiksi y=ax’ - riippuvuus on normaalisti vaikea erot-
taa y=ax’ :sta. Jos esim. tutkitaan riippuvuutta y=ax’ ja pyritdin méirittiméin vakio a, saadaan lineaari-

nen riippuvuus piirtamalld suure y suureen X ["p.jukko 5 Mahdollisuuksia koordinaatiston valintaan,
funktiona. Tilloin pisteet asettuvat (x°, y)- jos tutkittava riippuvuus on tunnettua muotoa

koordinaatistossa suoralle, jonka kulmaker-
roin on haettu vakio a. Taulukossa 5 on lue-

Riippuvuus pystyakselille vaaka-akselille

TR U, . y=ax y X
teltu muutamia lisdesimerkkejd siitd, kuinka y=ax’ y <3
tutkittava malli voidaan huomioida graafisen y=e" Iny X
esityksen laatimisessa. Mikéli ndissd esi- y=a/x y 1/x

merkkitapauksissa pisteet muodostavat suo-
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Kuva 6. Mitattujen pisteparien (x,y) sekd niiden virherajojen sijoittaminen koordinaatistoon. Vasemmanpuo-
lisessa kuvassa asteikko on valittu siten, ettd koko kuva-ala tdyttyy. Oikeanpuoleisesta kuvasta puuttuvat yk-
sikot asteikoilta sekd pisteiden virherajat. Asteikot on valittu huonosti ja pisteet on yhdistetty murtoviivalla.

ran, voidaan todeta, ettd tutkittava malli on koetilanteessa voimassa, ja malliin liittyvd verrannollisuus-
vakio a saadaan médritettyd suoran kulmakertoimesta.

5.1.2 Suoran kulmakertoimen ja sen epitarkkuuden méirittiminen suoraan kuvaajasta

Ennen vanhaan mittaustulokset piirrettiin millimetripaperille, ja pisteiden péélle piirrettiin viivoitti-
mella suoria. Vanha tapa on edelleen voi-
massa ja kayttokelpoinen, vaikkakin digi-
taalisten tietokoneiden yleistyminen on 4
ymmirrettdvisti muuttanut maailmaa. Kurs-
silla hyviksytddn sekd perinteinen ettd mo-

IIIIIIIIIIIIIIIIlllllllllllllllllllfl

/

k= Avias = 0,48 m/s®

derni tapa. Késitellddn aluksi edellisti. :m: 3 [
Otetaan ldhtokohdaksi kuvan 6 mittaus- .§

pisteisto. Piirretdén kuvaan silmdmééraisesti (72 0

pisteistod mahdollisimman hyvin kuvaava B 2 S

suora. Tdmé on tehty kuvassa 7. Nyrkki- 0. O

sddntond on, ettd suoran kummallekin puo- 2 CITJ

lelle tulisi jddda likimain yhté paljon pistei- 1
td. Karkeita virheitd (pisteitd, jotka ovat sel-
visti sivussa suoralta) ei suoraa piirrettdessi
tule ottaa huomioon. Pisteiden virherajat
otetaanhuomioon siten ettéipisteen vaiku- 0 Tl st byt byl
tus suoran sijaintiin on sitd pienempi mitd 2 4 6
suurempi virheraja ko. pisteeseen liittyy. AlKA (s)
Mikili mahdollista, piirrettdvéin suoran tuli- Kuva 7. Mittauspisteisiin parhaiten sopiva suora. Vir-

. e . . . hesuorat on piirrettu katkoviivoilla.
si kulkea kaikkien pisteiden virherajojen

sisalla.
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Piirrettdessd suoraa mittauspisteistoon on tiarkedd huomata, ettd suoraa ei saa pakottaa kulkemaan ori-
gon kautta, vaikka teoriassa se sieltd kulkisikin (esim. y = kx). Tdma johtuu ensinnékin siitd, ettd pisteis-
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toOn sovitettavan suoran kulmakertoimella ja siten suoran ja y-akselin leikkauskohdalla on jokin virhera-
ja, jolloin suoran ei tarvitse kulkea tdsméilleen origon kautta. Toiseksi, tuloksissa saattaa esiintyé syste-
maattisia virheitd, esim. jokainen mitattu y-arvo on méaérilld y, suurempi kuin todellinen arvo. Jos tdssi
tapauksessa pisteistoon piirrettdvad suoraa ei pakoteta kulkemaan origon kautta, saadaan suoran kulma-
kerroin méiritettyd oikein systemaattisesta virheestd huolimatta. Systemaattisen virheen ldsnéolo voi siis
nidkya siind, ettd suora ei kulje origon kautta.

Kun mittaustuloksiin on piirretty pisteistdd mahdollisimman hyvin kuvaava suora, suoran kulmaker-
roin voidaan méadrittdd. Madrittamistd varten valitaan piirretyltd suoralta kaksi toisistaan riittdvéan kauka-
na olevaa pistettd, jotka eivit yleensd ole mitattuja pisteitd. Fysiikassa kulmakertoimella on aina yksik-
ko, joka saadaan sijoittamalla edelld valittujen pisteiden lukuarvot yksikdineen kaavaan

p=22"N
Xp—x '

(29)

kuten kuvassa 7 on tehty.

Kulmakertoimen virheen epitarkkuuden laskemiseksi pisteistoon piirretddn virhesuorat eli jyrkin ja
loivin virherajojen puitteisiin sopiva suora. Ndmé antavat pienimmén ja suurimman mahdollisen arvon
mittaustuloksiin sopivan suoran kulmakertoimelle. Virhesuorat piirretdén toistensa kanssa ristiin, ja nii-
den tulee leikata toisensa ja varsinainen mittausta kuvaava suora pistejoukon painopisteessi tai sen la-
heisyydessa. Jos pisteistd on likimain tasavilinen ja yksittdisten pisteiden virherajat ovat likimain yh-
tdasuuret, painopiste sijaitsee riittdvéalld tarkkuudella pisteiston keskipisteessa.

Mikili pistejoukon painopisteen (x,y) médrittiminen silmdmaériisesti on vaikeaa, sitd voi arvioi-
da antamalla kullekin pisteelle painoksi sen epatarkkuutta kuvaavan laatikon pinta-alan. Télloin paady-
tadn laskennallisiin lausekkeisiin

E (Axi)Zyi )2 E (Ayi)in )2

e e b (30)

E (AxiAyi)2 E (AyiAxi )2

joilla voidaan paikkaa arvioida. Mikali toisen muuttujan virhe epétarkkuus on nolla, jitetddn sen suun-
tainen tekijd yllad olevista kaavoista pois. Yhtdlo (28) osoittaa, ettd painopiste sijaitsee aina pisteiston
alueella lahempina pisteitd, joilla on pienet virherajat.

Tiarkedd virhesuorien piirtamisessd on my0s se, ettd virhesuorien tulee kulkea kaikkien yksittdisten
pisteiden virherajojen sisélld aina kun se on mahdollista. Tdlloin virhesuorien kulmakertoimet usein
mdidraytyvit pistejoukon &ddripisteistd. Poikkeuksen muodostaa tilanne, jossa pistejoukon keskivaiheilla
mittaustarkkuus on selvésti parempi kuin pistejoukon déripdissd. Jos mittauspisteet poikkeavat suoralta
enemmin kuin virhearvionsa epitarkkuutensa verran, voidaan virherajojen sijaan piirtdéd virhesuorat pis-
teiston hajonnan mukaan.

Kun virhesuorat on piirretty graafiseen esitykseen, pisteistoon sovitetun suoran kulmakertoimen epi-
tarkkuudellelle voidaan laskea arvio. Virhesuorien kulmakertoimista saadaan kulmakertoimen maksi-
miarvo k,,,, ja minimiarvo k,,,, joiden avulla kulmakertoimen epétarkkuus Ak voidaan arvioida:

kmax — kmin

Ak =

(1)

Kuvissa 8-10 on esitetty muutamia yleisid, mutta védrid, tapoja piirtdd virhesuoria. Kunkin vaarilla
tavalla tehdyn kuvan vieressé on esitetty samaan pisteistoon piirretyt oikeat suorat.
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NOPEUS (m/s)

AIKA (s)

Kuva 8. Viirilld (vasemmalla) ja oikealla (oikealla) tavalla piirretyt virhesuorat. Vasemman puoleisessa kuvaa-

jassa virhesuorat on piirretty selvésti virheellisen pisteen kautta, vaikka kyseinen piste tulisi hylata.

NOPEUS (m/s)

Kuva 9. Viirilld (vasemmalla) ja oikealla (oikealla) tavalla piirretyt virhesuorat. Vasemman puoleisessa kuvaa-
jassa virhesuorat on pakotettu leikkaamaan origossa. Oikeanpuoleisessa kuvassa virhesuorat leikkaavat oikeaop-

pisesti pisteiston painopisteessi.
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NOPEUS (m/s)

AIKA (s)
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Kuva 10. Viirilla (vasemmalla) ja oikealla (oikealla) tavalla piirretyt virhesuorat. Vasemman puoleisessa kuvaa-
jassa virhesuorat eivit kulje kaikkien pisteiden virherajojen sisidpuolella.

Toisinaan saattaa olla tarpeellista méérittaa
myds vakion b arvo suoralle Y = kx +b . Esi-
merkiksi kuvan 11 tapauksessa néin saatu arvo
kuvaisi kappaleen alkunopeutta sen ldhtiessid
kiihtyvéén liikkeeseen. Vakion b arvo saadaan
suoran ja pystyakselin leikkauspisteen y-
koordinaatin arvona. Fysiikassa myos télld va-
kiolla on yksikkd.

Vakion b virherajat voidaan maadrittada vir-
hesuorien ja pystyakselin leikkauspisteistd,
mutta ndin tehden vakion virherajat tulevat
usein varsin suuriksi, varsinkin, jos mittaukset
on tehty kaukana tisté leikkauspisteestd. Mikali
vakiotermi tdytyy médrittdd suoran yhtdlostd,
on hyvé varmistua siitd, ettd mittauksia tehddin
teorian kannalta tarpeeksi ldhelld origoa.

IIII|IIIIIIIII|IIIIIIIII|IIII|IIII|II_I
s

NOPEUS (m/s)
N

I-l.l...llIIIIIIIIIIIIIIIII

7
ciaa b s by by by by g by a by

2 4 6
AIKA (s)

o

Kuva 11. Vakiotermin ja sen epitarkkuuden miérittdminen
suoran yhtdlostd kdy jatkamalla virhesuoria. Vakiotermin
arvoksi saadaan kuvasta 0.0+0.3 m/s.

Graafisen tarkastelun lopputuloksena on siis kulmakertoimen ja pystyakselin leikkauspisteen arvot
virherajoineen, k + Ak ja b + Ab. Lisiksi graafinen tarkastelu néyttdd, ettd testattava fysikaalinen malli
on koetilanteessa voimassa, mikéli mitatut pisteet muodostavat sopivasti valitussa koordinaatistossa suo-

ran.
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Yhteenveto graafisen esityksen laatimisesta :

Valitaan akselit siten, ettd tutkittava fysikaalinen malli saadaan esitettyd suorana, mikéli se on mah-
dollista.

Numeroidaan akselit siten, ettd kaikki mittauspisteet mahtuvat kuvaan ja suora jakaa kaytettdvissa
olevan tilan kulmasta kulmaan. Asteikkojen tdytyy olla helposti luettavissa, mutta niiden ei tarvitse
alkaa nollasta. Asteikoilla on yleensi jokin yksikko.

Piirretddn mitatut (lasketut) pisteet kuvaan.

Mairitetddn yksittdisten pisteiden virherajat ja piirretdéin ne kuvaan. Tarvittaessa kédytetddn virheen
kasautumismallia, jotta arvioiduista epétarkkuuksista saadaan mallia vastaavan muuttujan epétark-
kuus.

Piirretdén graafisen esityksen pisteistoon mahdollisimman hyvin sopiva suora. Suoran piirtimisessa
tulee pisteiden virherajat ottaa huomioon. Piirrettdvdn suoran on mahdollisimman hyvin kuljettava
kaikkien pisteiden virherajojen sisélld. Suoraa ei saa "pakottaa" kulkemaan koordinaatiston origon
kautta.

Lasketaan suoran kulmakerroin £ ja tarvittaessa pystyakselin leikkauspiste b mittauspisteisiin sovite-
tulta suoralta (ei yksittdistd pisteistd). Kulmakertoimen yksikko saadaan asteikkojen avulla.
Kulmakertoimen virherajan selvittdmiseksi piirretddn pisteistoon virhesuorat. Virhesuorien tulee lei-
kata pistejoukon painopisteessd ja kulkea mahdollisuuksien mukaan kaikkien pisteiden virherajojen
sisdpuolella.

Lasketaan arvio suoran kulmakertoimen epétarkkuudelle kdyttden kulmakertoimen maksimiarvoa ja
minimiarvoa.

Graafinen esitys viimeistellddn antamalla kuvalle otsikko ja merkitseméllda muut kuvan tunnistami-
seen tarvittavat tiedot.

5.1.3 Esimerkki graafisen esityksen kiytostéi

Katsotaan seuraavaksi millé tavalla parametrien arvoja vaihtamalla suoritettu koe ja toistokoe eroavat

toisistaan.

Esimerkki 14: Resistanssin mittaaminen systemaattisen virheen vallitessa I.

Laboratoriossa haluttiin mddrittdd tutkittavan sdhkovastuksen resistanssi R mittaamalla vastuksen yli

oleva jdnnite U ja sen ldpi kulkeva virta I. Vastuksen arvo mddritettiin mitatuista jdnnitteistd ja virrois-
ta Ohmin lain U = RI perusteella. Mittaus suoritettiin kuudella eri jdnnitteen arvolla, jolloin saatiin

taulukossa E3 esitetyt tulokset. Jdnnitteen ja virran virherajoik-
si jokaisessa yksittdisessd mittauspisteessd arvioitiin mittarien

Taulukko E3. Mitatut virran ja
Jjénnitteen arvot.

lukematarkkuuden perusteella AU = 04 V ja Al = 0.01 A.

Sdhkovirta I pystyttiin kokeessa mddrddmddn siis huomattavasti Mit- Jéinnite Virta
tarkemmin kuin jannite U. taus U (V) I(A)

Koska jokainen tdmdn esimerkin mittauksista suoritettiin eri 1 1,32 0,50
olosuhteissa eli eri virran ja jdnnitteen arvoilla, mittaustapah- 2 2,37 1,00
tuma ei ole toistokoe. Tulosten kdsittelyssd tulee tdlloin kayttdd 3 ol b2l
graafisia menetelmid. Koska tutkittavana on Ohmin laki U = RI, z zjz ggg
mittaustulokset voidaan esittdd kuvaajana tavallisessa lineaari- 6 6;20 3:00

sessa (I, U)-koordinaatistossa. Valitaan vaaka-akselille tar-
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kemmin tunnettu suure eli virta, ja piirretddn pystyasteikolle tietylld virran arvolla mitattu jdnnite virhe-
rajoineen.

Kuvasta 12 huomataan, ettd mittauspisteet muodostavat selvdsti suoran virta-jdnnite -
koordinaatistossa, joten Ohmin laki on mittausjdrjestelyssd voimassa. Seuraavaksi piirretddn kuvaajan
pisteistddn mahdollisimman hyvin sopiva suora sekd virhesuorat. Koska kuvaaja on (I, U) -
koordinaatistossa, Ohmin lain U = RI mukaan piirretyn suoran kulmakerroin on suoraan selvitettdvdind
oleva sdhkovastus R. Laskemalla kuvaajasta kulmaker-
toimet sekd sovitetulle suoralle ettd virhesuorille saa-
daan: R =198 Q R,, =173 QjaR,, = 2.19 Q. 6
Ndiden perusteella saadaan sdhkovastuksen epdtark-
kuus laskettua kulmakertoimen epdtarkkuutena:.

R - Rmin

max

AR = =0.23 Q.

JANNITE (V)

Lopputuloksena saamme siis sdhkovastuksen resis-
tanssin virherajoineen:

R=2.0%02) Q. 0
0.0051.0 1.5 2.0 253.0

Kuvasta 12 huomataan myd0s, ettd mittauspisteisiin VIRTA (A)
sovitettu suora ei kulje origon kautta, vaan leikkaa jan- o oo p L P —_—
niteakselin noin 0.3 V:n kohdalla. Taméa kertoo siitd,  ja sen perusteella méiriitty vastuksen arvo.
ettd mittauksessa on 0.3 V:n systemaattinen virhe, silld
Ohmin lain mukaan suoran tulisi leikata origossa. Téllainen systeemaattinen virhe voisi syntyé vaikkapa
kalibroimattomasta janniteasteikosta. Kdyttdmalld graafista esitystd vastuksen arvon médrittimiseen sys-
temaattinen virhe ei kuitenkaan viiristd saatua vastuksen arvoa. Esitelldéin seuraavaksi viaria tapa ana-
lysoida taulokon E3 mukaiset tulokset.

Taulukko E4. Taulukon E3
tuloksista Ohmin lain avulla
laskettu vastusarvo.

Esimerkki 15 (vairin): Resistanssin mittaaminen systemaattisen
virheen vallitessa I1.

Oletetaan, ettd ollaan saatu edellisen kaltaiset mittaustulokset ja

lasketaan jokaisesta taulukon E3 virta-jinnite -parista erikseen vas- Mit- | Vastus R
tuksen R arvo taulukkoon E4. taus (£

1 2,642
Nyt voidaan jatkaa tulosten késittelyd toistomittauksen tapaan ja 2 2366
laskea resistanssi R keskiarvona saaduista arvoista ja AR keskiarvon 3 2’09 S
keskivirheend, jolloin saadaan 4 2,116
R=(224%0.09) Q. 5 2,161
6 2,066

Tama tulosten késittelymenetelmé on kuitenkin véérin seuraavista syista:

Menetelmé on herkkd systemaattiselle virheelle. Taulukon E4 perusteella esimerkiksi ensimmaiisessi
mittauksessa voisi olla jokin vialla, koska sen tulos poikkeaa eniten muista. Tdma on kuitenkin vaard
paidtelmad, silld jokaisessa mittaustuloksessa on ldsnd sama systemaattinen virhe jdnnitteessd, jonka ta-
kia saatu vastuksen arvo on liian suuri.

Ohmin lain pétevyyttd ei todellisuudessa testata, silld vastuksen laskemisessa oletetaan sen pétevin.
* Mittaus ei ole puhdas toistokoe, silld virran ja jannitteen arvot muuttuvat eri mittausten valilla.
Taulukkomuotoisessa esityksessd ja toistokokeen tapaan suoritetussa tulosten kasittelyssd on hankala
25
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ottaa huomioon, jos jokin mittauspiste on virheellinen ja poikkeaa selvésti muista.
* Mittausten lukumééri on tilastollisesti pieni toistokoetta ajatellen.

5.2 Pienimman neliosumman menetelma

Luvussa 5.1 kuvattu suoran ja virhesuorien piirtiminen pisteistoon perustuu tulosten silmdmaéariiseen
arviointiin. Suoran (tai yleisemmin minké tahansa funktion) sovittamiselle pistejoukkoon on kuitenkin
olemassa useita erityyppisid laskennallisia algoritmeja. Yleisimmin kéytetty algoritmi on pienimmén
neliosumman menetelmi (PNS), joka 10ytyy valmiina useista tietokoneohjelmista ja ohjelmoitavista las-
kimista. Kurssilla vahvasti suositellaan opeteltavaksi ja kéytettdviksi titd menetelmad, silld se on myo-
hemmisséd opinnoissa ja erityisesti kdytdnnon eldméssd kdyttokelpoisempi kuin intuitiivinen "kuokka ja
Jussi" - menetelmid. PNS:4d kéytettdessd on muistettava, mihin oletuksiin menetelmé perustuu, ja osatta-
va valttad karkeiden virheiden teko sovituksessa.

5.2.1 Suurimman uskottavuuden menetelmi ja neliosumma

Tutkitaan funktion y = F(x, a, b, c¢), missd a, b ja ¢ ovat funktion parametreji, sovittamista pistejouk-
koon (y,, x;) ja tarkastellaan aluksi yksittdistd mittauspistettd y, tapauksessa, jossa systemaattista tai kar-
keaa virhettd ei ole lasnd. Koska funktion parametrien arvoja ei tunneta, arvoa y, voidaan pitdd satun-
naismuuttujana, jonka saamat mahdolliset arvot noudattavat jotakin tuntematonta jakaumaa, jonka tark-
ka muoto saadaan periaatteessa selville suorittamalla suuri mééré toistokokeita. Suurimman uskottavuu-
den menetelmén (engl. maximum likelihood method) perusajatuksena on olettaa tuo tuntematon ja-
kauma normaalijakaumaksi ja kysyi timin jilkeen “Jos parametrien arvot olisivat A, B ja C millé to-
dennikoisyydelld funktio olisi mittauspisteistodn parhaiten sopiva funktio ?” ja lopuksi maksimoida tuo
todenndkoisyys.

Normitetun Gaussin jakauman tapauksessa todennidkoisyys yksittdisen pisteen y, poikkeamalle tutkit-
tavan mallin mukaisesta todennikdisimmastd arvosta Y, = F(x;, A, B, C) saadaan lausekkeesta

_v)?

1 =
e 20 ) 32
J2no (32)

Huomattakoon, ettd kaavassa (30) on jokaiseen pisteeseen Yy, liitetty sama standardipoikkeama o. Jos
satunnaismuuttujat y, ovat toisistaan riippumattomia (pisteiden virherajat eivit riipu toisistaan), todenné-
koisyys sille, ettd malli y = F(x, a, b, c) kuvaa parhaiten koko pisteistdod, saadaan termien P, tulona eli
likelihoodfunktiona L:

Pi=

1

e TR

Parametrien a, b ja ¢ parhaat arvot valitaan nyt niin, ettd likelithoodfunktio L saa suurimman arvonsa.
Kaavan (31) perusteella tdmé vastaa eksponentissa esiintyvin neliGsumman

S=E(yi ‘Yi)z =E[yi ‘F(xi’“’b’c)]z (34)

minimoimista. Néin saadun funktion S = S(a,b,c) minimi 10ytyy tunnetusti sen derivaatan nollakohdista,
joten vakiot saadaan ratkaistuksi yhtdloistd

—=0 ja —=0 ja —= 35
J 7 J 5 (35)
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Kuva 13 Kiyrin sopivuutta pistejoukkoon voidaan mitata kunkin pisteen ja kdyrén vilisen erotuk-
sen nelididen summalla. Kuvassa titd erotusta on havainnollistettu keltaisella alueella. Mitd pie-
nempi neliGsumma, sitd paremmin kédyré sopii pisteistoon.

Edelld esitetty menettely voidaan yleistdd usean muuttujan funktiolle, eikd parametrien lukuméaaraa
ole rajoitettu kolmeen kuten ylld. Lisdksi menetelméssd voidaan huomioida se, ettd eri mittauspisteet
tunnetaan erilaisella tarkkuudella (virherajat erisuuret).

Kaava (34) johdettiin tilastomatematiikan avulla, mutta samaan yhtdloon voisi paédstd myos ldhtemél-
14 pisteiden hajonnasta sovitettavan kidyrdn ympdrilla kédyttden yhtdlod (4). Tatd on havainnollistettu ku-
vassa 13, missid samaan pisteistoon on sovitettu kolmea erilaista kiyrdad. Minimoitava suure on pisteiden
kéayréalta laskettujen poikkeaminen nelididen summa, jota on kuvassa kuvattu tummennetulla alueella.
Mitéd pienemmaéksi timé summa tulee, sitd paremmin kiyré seuraa pisteistod.

Samalla kun kuvassa 13 haettiin parasta mahdollista kdyrdn muotoa, haettiin luonnollisesti myds ky-
seisen kdyrdanmuodon sisélld parhaita nahdollisia arvoja parametreille. Mikili kdyrdanmuoto tunnetaan
valmiiksi jo teorian perusteella menetelméi voidaan tehokkaasti kédyttdd parametrien selvittimiseen.

5.2.2 Suoran sovittaminen pistejoukkoon, jossa virherajat ovat yhta suuret

Tutkitaan seuraavaksi PNS-menetelmiin antamia estimaatteja sovitettaessa suoraa pistejoukkoon, jos-
sa pisteilld ei ole virherajoja tai ne ovat kaikilla pisteilld yhtd suuret. Tami on yksinkertaisin tapaus, jo-
hon PNS menetelméi voi soveltaa. Télloin sovitettavassa funktiossa

F(x,kb)=kx+b (36)
on yksi muuttuja ja kaksi parametrid, ja minimoitava nelidsumma yhtdlon (34) perusteella on
2
S =2 (yi—kr, =b) . (37)

Yhtiloiden (33) perusteella neliosummaa S derivoidaan parametrien k ja b suhteen ja ratkaistaan sitten
ndin syntyvéstd yhtidloparista

_ %(NE =3xSy Ja (382)
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b= LD(E xizz Vi — 2 Xi E xiyi)’ (38b)

jossa apumuuttujana oleva D saadaan lausekkeesta

D=NSx~(3x) (39)

Epitarkkuudet parametreille k ja b lasketaan derivoimalla kaavoja (36) y;:n suhteen, jolloin saaduista
lausekkeista voidaan laskea k:n ja b:n standardipoikkeamat eli 68 %:n luottamusrajat:

Ak=‘,Nija

D (40)
_ /i o2

Ab = DE 2. @

Jos pisteilld on y-suuntainen vakiovirheraja Ay, kaavoissa (38) ja (39) voidaan samaistaa standardi-
poikkeaman nelidksi & = (Ay)’. Jos pisteiden virherajoja ei tunneta tai pisteiston hajonta poikkeaa sel-
visti arvioiduista virherajoista, voidaan arvio laskea pisteiden nelidllisistd poikkeamista sovitetulta suo-
ralta. Standardipoikkeama y-koordinaatille on télldin

2 1 2
Ay =N = =3 (k- ) @)

jota voidaan taas kiyttdd kaavoissa (38) ja (39).

5.2.3 Erisuuret y-suuntaiset virherajat ja painotettu nelicsumma x2

Jos pisteilld on erisuuruiset (y-suuntaiset) virherajat, niilld on myds erisuuruinen merkitys sovituksen
lopputulokseen siten, ettd tarkimmin tunnetut pisteet vaikuttavat voimakkaimmin. Matemaattisesti timéi
kuvataan liittdmalld yksittdisen pisteen y, poikkeaman todennikoisyyttd kuvaavaan termiin P, (kaava 32)
taméin pisteen oma standardipoikkeama ;. Kun niistd termien tulona muodostettu likelihoodfunktio
maksimoidaan, ongelmaksi tulee pelkdn nelibsumman sijasta painotetun neliosumman (engl. chi-
square)

2 i_kxi_bz
X =Eu (43)

O.

l

minimointi. Jélleen pisteen standardipoikkemaa voidaan arvioida pisteen epatarkkuudella eli o; = Ay;.
Parametreille k ja b saadaan nyt estimaatit

1 1 XY X my
“°D LE (Ay) 2 (Ayff "2 (Ay) 2 (Ayy )" -
_L{ Xiz Y _ X; X Vi \ .
g e eyt ves Dpes Bl “

2

1 x’ ( X, \
P2y 2T 2 “

Parametrien epitarkkuudet saadaan lausekkeista
1 1
Ak = /— y—=ia
D < (Ay;) (47)
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1 X2
b==>—=
D <~ (Ay;)

(48)

Virhelausekkeiden (47) ja (48) kiytto edellyttda kuitenkin, ettd pisteiden virherajat ovat todellisen ha-
jonnan suuruusluokkaa. Jos arvioidut virherajat poikkeavat selvésti pisteiston hajonnasta, voidaan koh-
dan 5.2.2. tapaan midrittdd virhearviot painotettujen nelidllisen poikkeamien avulla, jolloin parametrien
epdtarkkuudet saadaan lausekkeista

ja (49)

—_—t—, (50)

jossa

Ay,)
—5 X
E (x ¥’ ja x=—-"L

5.2.4 Erisuuret x- ja y-suuntaiset virherajat

Varsin tavallista fysikaalisissa mittauksissa on, ettd mittausmenetelméstd aiheutuvaa epétarkkuutta
esiintyy sekd mitattavassa suureessa y; ettd suureessa x;, jonka funktio mitattava suure on. Tédssi tapauk-
sessa yksikésitteistd PNS-sovitusta ei ole olemassa, ja on turvauduttava eriasteisiin approksimaatioihin.
Mikili esim. toisen koordinaatin virherajat ovat koko pisteistosséd selvisti pienemmaét kuin toisen, pie-
nemmit virherajat voidaan unohtaa ja edetd kohdan 5.2.3 mukaisesti.

Erds keino ottaa x-suuntainen virheraja huomioon y-suuntaisen lisdksi on kasvattaa y-suuntaista vir-
herajaa jollakin perustellulla tavalla ja timén jdlkeen olettaa x-suuntainen virheraja nollaksi, jolloin voi-
daan jilleen suorittaa kohdan 5.2.3 mukainen painotettu PNS-sovitus. Tdmé mittausvirheen siirtdminen
toisen mitattavan suureen virheseen voidaan tehdéd seuraavasti: Tutkitaan pisteen (x;, y;) ympérilld olevaa
aluetta (x; + Ax;, y; + Ay,) tavoitteena 10ytdd jana (x;, y; + Ay,.), joka tarjoaa suoran sovittamiselle yhta
paljon vaihtoehtoja kuin alkuperdinen alue pisteen ympdrilld. Testattavan mallin y = f{x) avulla voidaan
laskea x—koordinaatissa tapahtuvan Ax:n suuruisen muutoksen vaikutus y—koordinaattiin:
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missid derivaatta lasketaan pisteessd x;.
Jos sovitettava malli on suora, saadaan
Y, =kAx;, jossa kulmakerroin k on ar-
vioitava ilman painotettua sovitusta.
Uusi y-suuntainen virheraja saadaan nyt
soveltamalla tilastomatematiikasta saa-
tavaa standardipoikkeamien yhteenlas-
kusddntod

Ay, = J(Ayi )2 + (Ay,-,x)z .

5.2.5 PNS ja graafinen esitys

Pienimmén nelidsumman menetelmé
on puhtaasti matemaattinen algoritmi,
joka toimii tdsmaélleen samalla tavalla
rilppumatta siitd, onko tuloksista piirret-
ty graafinen esitys vai ei. PNS-
menetelmilld voidaan sovittaa suora
millaiseen datapisteistoon tahansa! Fy-
sitkan mittauksissa graafinen esitys on
kuitenkin vilttdmiton karkeiden ja sys-
temaattisten virheiden havaitsemiseksi
sekd toteamiseen, ovatko mittauspara-
metrit kdytettdvin teorian pitevyysalu-
eella. Jos sovittaa mittauspisteistoon
suoran PNS-menetelmilld, tulee olla
riittdvan varma siitd, ettd lineaarinen
malli kuvaa mitattua pistejoukkoa.
Téstd voi varmistua vain tekemalld en-
sin graafisen esityksen.

Havainnollistetaan muutamalla esi-
merkilld graafisen esityksen laatimista
yhdessd PNS-sovituksen kanssa. Sa-
malla saadaan lisdvalaistusta
hesuorien tilastolliseen merkitykseen.

vir-

Kuvassa 14 on esitetty kuvittellun
langan venytyskokeen tuloksia. Piste-
joukkoon on sovitetty PNS-
menetelmilld suora, joka on esitetty
katkoviivalla. Sovitusalgoritmi ei ker-
tonut minkéin olleen vialla, mutta piir-
retystd kuvasta ndhdiddn selvisti, ettd
noin 2 mm:n kohdalla venymai ei endi
ole verrannollinen vetdvivddn voimaan
— lanka alkaa ilmeisesti murtua. Yhte-
ndinen viiva taas on sovitus sille pis-

Voima (N)

Y-akseli
(]

Y-akseli

250

200

150
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50

1.0

2.0
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3.0

Kuva 14 Mittauspisteistoon sovitettu PNS-suora (katkovii-
va) ei ota huomioon teorian voimassaoloaluetta. Voimassa-
oloalueen voi helposti ndhdi graafisesta esityksesti.

Y-akseli

Y-akseli

X-akseli

X-akseli
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Kuva 15 Tutkittava havaintoaineisto, johon on lisdtty a) PNS-
menetelmilld sovitettu suora, b) PNS:std saatujen kulmakertoimen ja
vakiotermin virhearvioiden avulla piirretyt virhesuorat, c¢) kaavalla (50)
maidritetyt 95%:n luottamusrajat koko havaintoaineistolle ja d) vir-
hesuorien ja luottamusrajojen vertailu.

30



31

teiston alueelle, missé teoria on voimassa.

Tarkastellaan my6s kuvan 15 mukaista havaintoaineistoa, jossa jokaisen pisteen y-koordinaattiin liit-
tyy vakiosuuruinen virheraja. Kuvaan 15a on kohdassa 5.3.2 esitetyilld kaavoilla sovitettu pisteistod
parhaiten kuvaava suoray = kx + b.

Kuvaan 15b on tdmaén liséksi piirretty virhesuorat
v, =(b+Ab)+(k-Ak) x
v, = (b-Ab)+(k+Ak) x

perustuen PNS-sovituksesta saataviin parametrien k ja b virhearvioihinepétarkkuuksien arvioihin. Niista
suorista voidaan havaita, ettd silmidmaéérdisesti virhesuorat piirrettdisiin enemman toisistaan poikkeavik-
si, ts. silm@mééradinen arviointi tuottaa kulmakertoimen epétarkkuudelle suuremman luottamusrajan kuin
PNS:n antama 68 %.

Paitsi parametrien k ja b epitarkkuuksille, PNS-sovitetulle suoralle voidaan tilastomatematiikassa
johtaa analyyttisesti my0s koko suoran 100(1-a) %:n luottamusrajat. Luottamusrajat antavat vaihteluvé-
lin, jonka sisdédn y:n odotusarvo annetulla x:n arvolla asettuu todennidkoisyydelld /-c, ja ne saadaan kaa-
vasta
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missi ¢,.,,(N-2) on t-jakauman ylemmin (/-a/2)-pisteen arvo kun vapausasteiden mééréd on (N-2) ja o on
kaavan (41) antama standardipoikkeama. Huomattakoon, ettd koska luottamusrajat ottavat huomioon
koko aineiston, yksityisen mittauspisteen y-koordinaatin /00(1-a) %:n luottamusrajat ovat kauempana
suorasta kuin kaavan (50) antamat luottamusrajat. Kuvaan 15¢ on piirretty havaintoaineistoon sovitetun
suoran 95 %:n luottamusrajat. Ne rajaavat alueen, jonka sisdlldi 95 %:n todennédkoisyydelld PNS-
sovitettu suora kulkee. Luottamusrajat eivit ole suoria, vaan muistuttavat enemmaénkin hyperbelid, kaar-
tuen kauemmaksi toisistaan kuljettaessa poispdin havaintoaineiston painopisteestd. Virhesuorien ja luot-
tamusrajojen vélistd suhdetta havainnollistaa kuva 15d, josta ndhddin, ettd virhesuorat edustavat liki-
mddrdisesti ddrimmdisid luottamusrajojen sisddn sopivia suoria.
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