2 Johdanto

Talla kurssilla tutustumme vektoreihin ja matriiseihin jotka ovat térkeéd osa matematiikan
ja tieteellisen laskennan peruskieltd. Kayttamalla vektoreita ja matriiseja voidaan moni-
mutkaisia geometrian kasitteitd, yhtaloryhmia ja lineaarisia kuvauksia kirjoittaa lyhyesti
sekd manipuloida helposti. Oikealla "kielelld" kirjoitettuna monet muuten monimutkaiset
késitteet muuttuvat yksinkertaisiksi ja niiden taustalla olevat matemaattiset ideat tulevat
selvasti nakyviin.

Yksinkertaisimmillaan vektori on n-alkion lista, esimerkiksi

a=(1,3,1) ja b=(1,4,2,5,6).

Vektori eroaa listasta siten, ettd kahden saman kokoisen vektorin vilille on maaritelty yh-
teenlasku ja vektoria voidaan kertoa skalaarilla s. Vektoreilla voidaan esittda hyvin erilaisia
asioita, vaikkapa polynomin kertoimia tai koordinaatiston pisteitd. Kaytetadn seuraavassa
vektorin a alkiosta ¢ merkintdtapaa a;.

Maaritelma 2.1. Olkoot s mielivaltainen reaaliluku ja (z1,...,2), (Y1, ..., yn) kaksi n-
alkion vektoria. Tdlloin

(1, Tn) + (Yay e Yn) = (X1 + Y1y ooy T+ Yn)
ja
(1, xn) = (8T, .0, Xy).

Esimerkki 2.1. Mielivaltainen ensimmdisen asteen polynom:
p(z) = ag+ a1

voidaan esittad vektorina
(ao , 1 )

Vektorien yhteenlasku vastaa talloin kahden polynomin yhteenlaskua ja skalaarilla kerto-
minen polynomin kertomista skalaarilla.

Matriisi on kaksiulotteinen n x m-alkion taulukko, esimerkiksi

10 2
A=10 1 2
11 -1
Kaytetaan seuraavassa matriisin A alkiosta ij merkintatapaa a,;. Matriisien avulla voidaan

esittdd mm. yhtaloryhmia tai funktioita jotka liittdvat kuhunkin vektoriin toisen vektorin
ja ovat lineaarisia. Kuten vektoreja, matriiseja voidan myds kertoa seké laskea yhteen.

Esimerkki 2.2. Olkoot f funktio, joka vastaa tason kiertoa 0-astetta. Funktio f saa argu-
mentikseen koordinaatin (z1,x2) ja palauttaa pisteen (yi,ys2) johon (1, x2) kuvautuu, kun
tasoa kierretidn 0-astetta. Piste (y1,y2) voidaan mddrittid helposti geometrisen argumentin
perusteella.



Esimerkki 2.3. Tarkastellaan yhtdloryhmad

1+ To + T3 =0
$1+2$2+£[)3 =1
$1+ZE2+2$3 =3.

Kaikky tahdn yhtaloryhmdadn lListtyvd informaatio on muuttujien x1,xs9, x3 kertoimissa ja
yhtdlon oikeassa puolessa. Muuttujien kertoimet voidaan esittdd taulukkona

11
A=11 2
11

N = =

ja yhtalon otkea puoli vektorina
b=(0,1,3).

Taulukko A ja vektori b voidaan helposti kirjoittaa tietokoneen muistiin ja yhtdloryhmd
votdaan ratkaista kdayttamdlld sopivaa menetelmdd. Matlabissa tama onnistuu seuraavien
komentojen avulla

A= [111,;121,; 11 2];
b= 1[0 ;1 ;3];
x = A\b

vektori @ sisdltaa muuttujien xq, xo, x3 arvot.

2.1 Esimerkki kaytannon ongelmasta: lammonjohtuminen seina-
rakenteessa

Tieteellisessé laskennassa matriiseja ja vektoreita tarvitaan eritysesti kun kiytannon ongel-
masta muodostettu matemaattinen malli halutaan ratkaista tietokoneella. Jos kéytettava
malli on lineaarinen, muodostetaan tietokoneen muistiin suuri yhtaloryhmaé jolle etsitaén
ratkaisu. Saadusta tuloksesta voidaan piirtdd kuva tai laskea késiteltdvin ongelman kan-
nalta tarkeitd tunnuslukuja.

Ongelmanratkaisu tieteellisessé laskennassa voidaan jakaa karkeasti seuraaviin vaihei-
siin :

1. Mallin muodostaminen kiytidnnon ongelmasta
2. Mallin ratkaiseminen tietokoneen avulla
3. Saatujen tulosten kisittely

Tamén kurssin materiaali on tarkeda kaikkien yllaolevien vaiheiden kannalta. Ensimmai-
nen ja viimeinen askel vaativat kuitenkin tutkittavan ongelman syvéllistd ymmartamista,
joten emme juurikaan kasittele niita talla kurssilla. Jotta voimme paremmin tieteelliseen



laskentaan liittyvia haasteita tarkastellaan esimerkin lampoétilan muuttumista rakennuksen
ulkoseinan sisalla.

Olkoot huonetilan lampdétila T;, ja ulkotilan lampdtila T,,;. Olemme kiinnostuneita
lampdotilasta ulkoseinén sisilla sekéd seinédn lépi virtaavan lampdenergian maarasta. Kos-
ka seindrakenne on suuri ja tasomainen voimme olettaa ettd lampotila rakenteen sisalla
sdikyy vakiona kun liikutaan seinédn tasossa. Kyseessd on siis yksiulotteinen lammaonjoh-
tuvuusongelma. Kiinnitetdén origo seindn sisédpinnalle ja etsitddn seuraavassa lampotilaa
u(r) seindn sisélla, jossa x on etdisyys seinén sisdpinnasta ulkopintaan péin.

Ulkoseinén sisdlla tapahtuu lampdenergian siirtymistd asunnon sisétilasta ulkotilaan.
Tekemiemme yksinkertaistusten vuoksi lampoenergiaa ei siirry seinén tasossa. Lampoener-
gian siirtymista kuvataan lampdvuon avulla. Yksinkertaistetusti, lampovuo kertoo mika on
lampoenergian siirtymisnopeus pinta-ala yksikkoa kohde.

Seinén sisélla lampovuo ¢ noudattaa Fourierin lammonjohtumislakia,

q(r) = —ku'(z)

jossa k on materiaalille ominainen lammonjohtumiskerroin ja « on lampétila. Kun tarkas-
telemme tasapainotilaa lampovuo on (tuntematon) vakio koko seinérakenteessa,

q(z) = qo

Olkoot z; seindrakenteen materiaalirajapinnan i etéisyys sisdseinésta ja k; lammonjohtu-
vuuskerroin materiaalissa 7. Kussakin materiaalissa 1 < ¢ < N pétee siis

sz;(ZE) =q XEc& (:Eiaxi—i—l)- (1)
Rajapinnoilla ¢ = 1, N lampdétila on tunnettu, eli
w(z;) =T;,i=1,N

Yhtélostd (1) seuraa, ettd u on kussakin seindrakenteen materiaalissa ensimméisen as-
teen polynomi. Esitetdén u(x) sen solmuarvojen u(z;),i = 1,..., N avulla. Talloin vélilla
(75, w41) pitee

Tip1 — T T, —T

u(z) = u(xz)xiJrl = + u(mzﬂ)xi —
Joten lampovuo valilla (x;, z;41) on

() = bula) ——— + kulzi)—

x) = ku(z;) — u(x; .

4 Tit1 — T4 i Ty — Ti4+1
Lampdvuon on jatkuva, joten kullakin rajapinnalla i = 2,..., (N — 1) pétee
lim ¢(z) = lim ¢(z).
Eli,
ki1 ki1 k; k;
Z; xzfluwlil) - Ti—1 — %u( l) B Tig1 — %U(xl) * Ty — l’iﬂu(xlﬂ)



Kaytetaan merkintdd h; = x;41 — x;, joten saadaan

ki, kfz; k@ kz
hiiiu(l'i,l) — (hzi + h,_l) u(xl) + h_iu($i+1) =0.
Huonetilan ja ulkotilan lampétila huomioidaan rajapintoihin ¢ = 2 ja i = (N —1) liittyvissa
yhtéloissé,

]{'1 k’Q k'Q o kl

oy Fno1 ks Fv1
— - — == _—Tou
oy (EV-3) (hN_l * hN—z) R L

Kyseessé on lineaarinen yhtéloryhma joka koostuu N — 2 yhtalosta.

20

Kipsilevy I

Hoyrysulku

Kivivilla

/ Ulkovuoraus 10 b H

lampétila (C)

0 50 100 150
etéisyys sisaseinasta (mm)

Kuva 1: Oikealla esimerkki yksinkertaisesta seindrakenteesta. Vasemmalla lampdotila seiné-
rakenteen sisélla, kun T}, = 20 ja T,,; = —20.

Tarkastellaan esimerkin vuoksi seindrakennetta, jonka rakenne on seuraava :
1. 16 mm Kipsilevyé, k; =0, 2

2. 1 mm Hoyrysulkumuovi, &y = 0.33

3. 100 mm Kivivillaa, k3 = 0,045

4. 25 mm Puinen ulkoverhous k5 = 0.12.

Sisdlampotila on T;, = 20 astetta ja ulkolampdtila T,,, = —20 astetta. Lampotila seinédn
sisalla voidaan ratkaista yllaolevan menettelyn avulla ja oheisen Matlab-ohjelman avulla.
Néin laskettu lampotila u(x) on esitetty kuvassa 1.
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o\

Maaritellaan seinarakenne
= [0.2 0.33 0.045 0.127;
[16 1 100 25];

o

[

% Maaritellaan ulko ja sisalampotila
Tin = 20;
Tout = -20;

o

lasketaan materiaalirajapintojen koordinaatit

x = [0 cumsum(h)];

N = length(x);

% Muodosta yhtaloryhma
A = zeros(N-2,N-2);

b = zeros(N-2,1);

for i=1: (N-2)

A(i,i) = —( k(1)/h(i) + k(i+l)/h(i+1));
switch (1)
case 1
A(i,i+1l) = k(i+1)/h(i+1);
b(i) = -k (i)/h(i)*Tin;
case N-2
A(i,i-1) = k(i)/h(i);
b(i) = -k (i+1l)/h(i+1l)*Tout;
otherwise
A(i,i-1) = k(i) /h(i);
A(i,i+1l) = k(i+1)/h(i+1);
end

end

o

Ratkaistaan lampotila u

u = [Tin ; A\b ; Tout];
% piirretaan u

P = plot(x,u);

set (P, "linewidth',1);

3

% Lasketaan lampovuo sisalta ulos
g 01 = u(l)*k(1l)/h(1) - u(2)x*k(1l)/h(1);



3 Vektori

Vektorilla voidaan tarkoittaa montaa eri asiaa. Lukiossa vektoreihin tutustutaan seké fy-
sitkan ettd matematiikan kursseilla. Fysiikassa vektoreilla kuvataan suureita, esimerkiksi
voimaa, nopeutta tai liikeméadrad, joilla on sekd suuruus ettd suunta. Lukiossa vektoria
ajatellaa geometrian kautta, eli taustalla on ajatus paperille piirretystd nuolesta. Talla
kurssilla vektori késitetdin aikaisempaa abstraktimmassa mielessa.

Fysiikassa kaytettavien vektorien laskutoimitukset on méaritelty siten etta ne vastaavat
niilla esitettdvien suureiden kokeellisesti méarattya kayttaytymistd. Esimerkiksi kahden
vektorin a ja b yhteenlasku mééritellidn puolisuunnikassddnnon kautta : Olkoot A, B, C
tason pisteité ja vektori a = AB ja b = BC'. Téll6in summavektori a+b = AC, katso Kuva
2. Yhteenlaskun mééritelmé on puhtaan geometrinen, eli se voidaan suorittaa paperilla
piirtamalla kaksi vektoria perdkkdin. Summavektori saadaan yhdistdmalla ensimmaéisen
vektorin alkupiste toisen vektorin loppupisteeseen.

ai

Kuva 2: Geometristen vektorien yhteenlasku ja vektorin a jako kantavektorien ¢ ja j sum-
maksi.

Lukion matematiikan kursseilla vektoriin tormétaan analyyttisessé geometriassa, jossa
vektori esitetddn yksikkovektorien avulla. Olemme tottuneet kirjoittamaan kolmiulotteisen
avaruuden vektorit muodossa

a = at+ by + ck,

jossa t, 7, k ovat x,y, z-akselien suuntaiset yksikkdvektorit ja a, b, ¢ niiden kertoimet, katso
Kuva 2. Kun vektorit esitetdén téssa muodossa, voidaan moni geometrian tehtéva ratkaista
algebrallisesti, ainoastaan vektoriin liittyvien kertoimien avulla. Siirtyminen puhtaasti geo-
metrisesta vektorista yksikkovektorien avulla esitettyyn vektorin on ollut aikanaan erittéin
merkittdvd matemaattinen edistysaskel.



Esimerkki 3.1. Kolmiulotteisen avaruuden taso voidaan mdadaritelld kolmen vektorin a,b
ja ¢ avulla muodossa
{c+ta+sb|teR,seR}.

Talloin esimerkiksi kysymys: "kuuluuko piste x tasoon 2”7 - voidaan muotoilla uudelleen :
onko olemassa t ja s siten ettd
ctlta+sb=x?

Alkuperdinen kysymys on siis ekvivalentti ylldolevan yhtdléryhmdn ratkaisun olemssaolon
kanssa.

Matematiikassa vektori ymmaérretdén aikasempaa yleisemmaéssa mielessa. Termié vek-
tori kiytetadn, kun annetun joukon alkioden vélille on méaritelty yhteenlasku seké ska-
laarilla kertominen. Joukon alkiot voivat esittdd mitd vain, kyseessé voi olla vaikka joukko
funktioita. Kyseessé on matematiikassa laajasti kiiytetty perusrakenne, jolla voidaan taata,
etta tietyt laskutoimitukset toimiva odotetulla tavalla.

3.1 Avaruuden R%:n vektorit

Aloitetaan mééritteleméllsd vektoriavaruus R2. Loyhisti madriteltynd vektoriavaruus on
matemaattinen rakenne, joka koostuu

(). Vektorien joukosta V.
(ii). Vektorien yhteenlaskusta.

(iii). Vektorin ja skalaarin tulosta.

Tallaisen rakenteen ajatuksena on taata, ettd skalaareilla opitut laskutoimitukset toimivat
odotetulla tavalla kun késitelladn esimerkiksi n-alkion listoja ja laskutoimitukset maééritel-
laén kuten Luvussa 2. Kyseessd on hyvin formaali rakenne, jota harvoin tarvitaan kaytan-
non laskennassa. Vektoriavaruuksia tarkastellaan tarkemmin matematiikan jatkokursseilla.

Vektoriavaruuksista puhuttaessa laskutoimitukset ajatellaan kuvauksina joukon V' al-
kioilta toisilleen. Esimerkiksi yhteenlasku voidaan tulkita kuvauksena f, joka liittaa ku-
hunkin joukon V' alkioon yhden V:n alkion. Formaalisti plusmerkki tulee "lukea"muodossa

a+b= f(a,b).

Vektoriavaruus on suljettu yhteenlaskun ja skaarilla kertomisen suhteen, eli ndméa ope-
raatiot tuottavat jalleen avaruuden V alkion. Jokaiselle skalaarille s ja alkiolle a,b € V
patee

a+beV ja sacV.

Yhteenlaskun ja skalaarilla kertomisen tulee olla maéritelty jarkevalla tavalla, esimerkiksi
yhteenlaskun tulee olla assosiatiivinen ja kommutatiivinen, eli jokaiselle a, b, c € V' pitee

a+b=b+a and (a+b)+c=a+(b+c).
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Ajatuksen on taata, ettd vektoriavaruudessa suoritetut laskutoimitukset kdyttaytyvit sa-
malla tavalla kuin skalaareille. Kahdella joukon V" alkion tulolla ei tyypillisesti ole jarkevaa
tulkintaa tai se ei endd kuulu joukkoon V. Téasta syysta vektoriavaruuden alkioiden vilille
ei ole maaritelty tuloa.

Vektoriavaruus R? rakentuu jirjestettyjen parien joukosta

V= { (1'1,.’132) | T € ]R,.TQ eR },
jossa yhteenlasku ja skalaarilla kertominen on maaritelty seuraavalla tavalla :

Maéritelmi 3.1. Olkoon s mielivaltainen reaaliluku ja (ay, as), (ag, by) € R2. Tdlldin
(al, bl) + (CLQ, bg) = (a1 + aag, bl + bg)

ja
s(a1,b1) = (saq, sby).

Kyseessa on yleinen matemaattinen rakenne, jota kdyttdmélld voidaan helposti esittda
useita erilaisia asioita, esimerkiksi ensimmaisen asteen polynomeja.

Esimerkki 3.2. Mielivaltainen ensimmdisen asteen polynom:
p(z) = apg + arx

voidaan esittad vektorina
(ao , 1 )

Vektorien yhteenlasku vastaa tilloéin kahden polynomin yhteenlaskua ja skalaarilla ker-
tominen polynomin kertomista skalaarilla. Télldistd esitystapaa kaytetddn polynomien esit-
tamiseen esimerkiksi MATLABissa. Huomaa, ettd kahden ensimmdisen asteen polynomin
kertolaskun on toisen asteen polynomi, joten tulon puuttuminen avaruuden R? mddritel-
mastd on tdssd esimerkissd tdysin luonnollista. Itse asiassa ensimmdisen asteen polynomat
muodostavat itsessddn vektoriavaruuden jolle pitee V- = {ag + a1z | ap,a1 € R }. Po-
lynomien avaruudessa yhteenlasku ja skalaarilla kertominen on madritelty luonnollisella
tavalla.

Kiytetiain seuraavassa avaruuden R? vektoreista merkintitapaa a € R?. Vektorin kom-
ponenteilla a; ja as tarkoitetaan tarkoitetaan jérjestetyn parin a ensimméisté ja toista al-
kioa, eli,

a = (ay,as).

Merkitédn nolla-vektoria (0, 0) lyhyesti 0:1la ja kiytetddn merkintdtapaa
—a = (—ay,—asy).
Kahden vektorin a, b € R? viillinen vihennyslasku tulkitaan laskutoimituksena,

a—b:a+(—b):(al—bl,ag—bg).
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Avaruuden R? alkiot voidaan samaistaa geometrisiin vektoreihin. Tét# varten tarvitaan
kaksi geometrista vektoria a ja b joiden tulee poiketa nollavektorista ja jotka eivit saa olla
yhdensuuntaisia, eli

a,b#0 ja a#\b VIeR
Kayttamalla naita kahta vetoria, tason geometriset vektorit voidaan esittdd muodossa
{za+yb|z,yeR}.

Kayttamalla yllaolevaa esitysté, kukin tason vektori voidaan samaistaa tiettyyn avaruuden
R2:n alkioon. Niin vektorien viliset laskutoimitukset voidaan suorittaa tiysin algebralli-
sesti. Esimerkiksi kahden pisteité (z1,y1), (22, y2) vastaavan tason vektorin summa voidaan
laskea helposti :

(@1, y1) + (22, 92) = (21 4+ 22, Y1 + v2),
joka vastaa laskutoimitusta

(r1@ +1b) + (220 + y2b) = (21 + 22)a + (y1 + y2)b.

Kun kiinnitetdan origo O ja valitaan tason vektorit a ja b siten ettd niiden pituus on
yksi ja ne ovat toisiinsa nihden suorassa kulmassa voidaan avaruuden R? alkiot samaistaa
tason pisteiden kanssa. Tillin R?:n vektori (z,y;) on vastaavan pisteen koordinaatti.

3.2 Tason geometriaa

Edellisessi, luvussa miirittelimme vektoriavaruuden R?. Avaruuden méiritelmin taustalla
oli ajatus geometriselle vektorille méaéritellyisté laskutoimituksista. Suurin osa vektoriava-
ruuksiin méaritellyista toimituksista pohjaa samalla tavalla geometrisiin késitteisiin. Tésséa
luvussa kiydéaan lapi Euklidiseen tasoon méariteltyja operaatioita, jotka yleistimme myo-
hemmin muihin vektoriavaruuksiin. Seuraavassa samaistamme avaruuden R? Euklidiseen
tasoon, eli tulkitsemme vektorin (z1, z5) muodossa

xli + x2j7

jossa 2,3 ovat x- ja y-akselien suuntaisia yksikkovektoreita.

3.3 Vektorin pituus
Maééritelldén vektorin & € R? pituus tutulla tavalla,
| = (a2 +22)".

Taméan maaritelmén taustalla on vektorien geometrinen tulkinta sekd Pythagoran lause,
katso Kuva 3. Midritelmisti seuraa suoraan kolmioepiyhtild: olkoot @,y € R2. Tilloin

|z +y| < x|+ |y|.
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Kuva 3: Vektorin @ jako komponentteihin. Vektorin pituus voidaan laskea Pythagoran
lauseen avulla.

Kolmioepéayhtdlo voidaan perustella geometrisen argumentin avulla. Vektorit ¢,y ja * +vy
muodostavat kolmion, katso Kuva 4. Oletetaan nyt, ettd kolmioepayhtalo ei pade. Talloin
kolmion kahden sivun pituuksien summa on pienempi, kuin kolmannen sivun pituus. Kos-
ka talldistd kolmioa ei voi olla olemassa, kolmioepayhtélon tulee olla totta. Todistamme
kolmioepéayhtalon myohemmin algebrallisesti.

Xty

Kuva 4: Vektorien x, y,  + y muodostama kolmio.
Suoraan méaaritelméastd ndhdaan miten vektorin pituus kayttaytyy kun sitd kerrotaan
mielivaltaisella skalaarilla A. Saadaan,

1/2

x| = ((Ax1)? + (M\z,)?) " = M|z
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Kyseessd on vektorin pituudelle luonnollinen ominaisuus : kun mitattava vektori kasvaa
kaksinkertaiseksi, kasvaa myos sen pituus kaksinkertaiseksi. Suoraan maaritelmaéstéa seuraa,
ettd vektorin pituudelle pétee

| =0=x =0,

eli ainoastaan nollvektorin pituus on nolla. Témén liséksi |x| > 0, # 0.
Y14 olemme méaritelleet erddn tavan mitata vektorin pituutta, jolla on nelja tarkead
ominaisuutta:

(i). |Ax| = |A||x| (Skaalaus)

(ii). |x| > 0, # 0 (Positiivisuus)
(iii). || =0 =2 =0 (Nollan pituus on nolla)
(iv). |2 +y| < |z| + |y|. (Kolmioepayhtlo)

Toinen ldahtokohta vektorin pituusmitan maéarittelyyn on ajatella sitd kuvauksena, joka
liittdd jokaiseen avaruuden R? pisteeseen skalaarin. Talldistd kuvausta kutsutaan normiksi,
jos se tayttaa ehdot (i)-(iv).

Esimerkki 3.3. Tarkastellaan kuvausta f : R* — R,
f(x) = maz{|xy|, |z2]}

Todistataan ettd f toteuttaa ominaisuudet (i)-(iv) eli on normi. Aloitetaan skaalausomi-
naisuudesta (i). Suoraan laskemalla,

[Azi|  [Azi| = A2y
|>\ZE2| ,l)\[E1| < |)\ZE2|

f(Ax) = maz{|Axq]|, | Axa|} = {

Itseisarvon laskusddntdjen nojalla saadaan

Al|z2| |71 < |22

Allzy| 21| > |
) = {' il A2y ool = 67 @),
Ominaisuus (i) seuraa helposti mddritelmdstd. Oletetaan, ettd x # 0. Kdasitellian erikseen
tapauksia: x1 # 0 tai x9 # 0. Suoraan mddritelmdstd néahdddn, ettd
f(x) > |z1] >0, kun 1 A0 ja f(x) > |xe| >0, kun xs # 0.

Eli, f(x) > 0, kun & # 0. Ominaisuus (iii) seuraa suoraan mddritelmdastd. Todistetaan
vield kolmioepdayhtdlo (iv). Tutkitaan kaksi vaihtoehtoista tapausta, f(x +1vy) = |x1 + 1| ja
f(x+1y) = |z2 + yo|. Iteseisarvon laskusdidntdjen nojalla

1+ | < x| + | o oo 4 yo| <z + yel

Koska |x;| < max{|zi|,|z2|},i = 1,2 ja |y;| < max{|yi1],|y2|},i = 1,2 kolmioepdyhtilé
patee.
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Sopiva normi vektorin pituuden mittaamiseen voidaan valita tutkittavan tilanteen mu-
kaan. Esimerkiksi geometrisia vektoreita kannattaa mitata eri tavalla kun vektoreita, jotka
on samaistettu ensimméisen asteen polynomeihin. Normin laskusddnnot mahdollistavat
tiettyjen perustulosten todistamisen ilman tietoa siitd, mitd konkreettista normia kasitel-
laan.

Esimerkki 3.4. Tarkastellaan ensimmdaisen asteen polynomeja. Yksi mahdollinen mitta
polynomin suuruudelle on sen nelidintegraali valilli (0,1),

/0 1 p*(t) dt.

Esitetddn polynomi muodossa p = oy + ayx. Sijoittamalla tamd ylldolevaan lausekkeeseen
saadaan

1
1
/ ap + 20pant + 3t dt = af + agay + ga%.
0

Valitaan ylldolevan mukaan R?:n pituusmitaksi

1
f(x) = 22 + z129 + gxg

Myéhemmin todistamme, ettd timda kuvaus toteuttaa ominaisuudet (i)-(iv) eli on normi.

3.4 Vektorin polaarimuoto

Kukin avaruuden R? vektori o voidaan esittéié polaarimuodossa sen pituuden r ja suun-
nan avulla. Vektorin suunnaksi valitaan yleensa sen x-akselin kanssa muodostama kulma
0 € [r, —m). Polaariesityksesta tuttuun komponenttiesitykseen voidaan siirtya kdyttadmalla
trigonometristen funktioiden méaritelmia. Néin saadaan,

x =rcosbi + rsindy.

Tédmé& muunnos voidaan tehdd myos toiseen suuntaan. Kéytannon haasteena on valita
kulman merkki oikein.

Polaariesitysta kiyttdmaélla voidaan helposti todistaa joitan tason vektoreihin liitty-
vid perustuloksia. Insin6orityossé téallaistd esitysmuotoa kiytetddn, kun mallinnetaan sy-
linterinmuotoisia kappaleita, esimerkiksi pyoreitd johtimia. T&lldin esimerkiksi a-sdteinen
ympyré voidaan esittda helposti joukkona

{xeR*|r=a}.

3.5 Pistetulo

Maaritellaan kahden vektorin x ja y valinen pistetulo tutussa muodossa,
T Y = T1Y1 + T2Y2.
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Kuva 5: Vektorin esitys polaarikoordinaatistossa. Vektorin @ pituus on |x| ja se muodostaa
kulman o z-akselin kanssa.

Geometrisesti pistetulo jakaa vektorin & vektorin y suuntaiseen seké sitd vastaan kohti-
suoraan komponenttiin, katso Kuva 6. Vektorin & y:n suuntaista komponenttia kutsutaan
ax:n kohtisuoraksi projektioksi y:n suuntaa, ja se voidaan laskea muodossa
Ty
y[?
Vektorin & y:n suuntaa vastaan kohtisuora komponentti saadaan vektorien yhteenlaskua
kayttamalla muodossa

Y.

x-y

|y

Pistetuloon littyvi geometrinen tulkinta voidaan todistaa avaruudessa R? kiyttimills
vektorien polaariesitysta.

Y.

Lemma 3.1. Olkoot x,y € R? ja 6 niiden vilinen kulma. Télloin pitee
-y = |z||y| cosb.

Todistus. Kirjoitetaan vektorit & ja y polaarikoordinaatistossa. Talloin,

x = (x| cosa, |x|sina) ja y = (Jy|cosp,|y|sinp).

Pistetulolle pétee
x -y = |z||y| (cosacos B+ sinasin F).

Trigonometriasta tiedetdén, ettd cos (o« — ) = cosacos f + sin asin 3, joten
x -y = |z|[y|cos (a — B),

jossa a— (3 on vektorien @ ja y vilinen kulma. Kosinifunktion ominaisuuksista seuraa, ettei
kulman a — 8 merkilld ole ylldolevassa lausekkeessa vélid, joten kulma voidaan valita aina
positiiviseksi. O
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Kuva 6: Pistetulon geometrinen tulkinta.

Pistetulon projektio-ominaisuus voidaan myo6s kirjoittaa toisella tavalla. Huomataan,
ensin etti Euklidisen normin ja pistetulon vililli on yhteys |z|? = @ - . Lisiiksi pistetulon
maaritelméan mukaan pétee, etté

(). -y =y x (Symmetria)
(ii). (ax+ PBy) -z = ax - z + Py - z (Bilineaarisuus)

Tarkastellaan nyt minimointitehtavaa,

z—al (2)

min
1yl

aeR

Minimi voidaan laskea derivoimalla ylldolevaa lauseketta a::n suhteen. Minimi saavutetaan,
kun o = £¥. Minimointitehtavi (2) on vaihtoehtoinen mééritelmé vektorin & kohtisuoralle
projektiolle vektorin y suuntaan.

Kuten pituusmitan tapauksessa, voidaan pistetulo yleistaé skalaarituloksi. Téalloin tar-
kastellaan kuvausta (-,-) : R? x R? — R joka liittd4 kahteen avaruuden R? vektoriin re-
aaliluvun. Skalaaritulota vaaditaan ominaisuudet (i)-(ii). Jotta skalaaritulo voi méaéaritella
normin lausekkeen

lz]* = (=, z) (3)
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kautta, vaaditaan silté lisdominaisuudet
(iii). (x,x) > 0, # 0 (Positiivisuus)
(iv). (z,x) = 0= x = 0 (Vain nolla projektio itselleen on nolla)

Jotta yhtélo (3) médrittelee normin, tulee sille todistaa ominaisuuksien (iii)-(iv) lisiksi
todistaa skaalausominaisuus seké kolmioepayhtéld. Nama todistetaan tdméan luvun loppu-
puolella.

Esimerkki 3.5. Samaistetaan R?:n vektorit geometristen vektorien kanssa siten etti x €
R? wvastaa geometrista vektoria
T1a + 12b,

jossa a,b # 0 ja a # \bYX € R. Tissd tapauksessa luonnollinen valinta R?:n sisituloksi
on vastaavien geometristen vektorien pistetulo. Olkoot .,y € R? ja valitaan

(,y) = (r1a + 22b) - (1@ + y2b) .

Laskuharjoituksissa tarkistamme, ettd ylldoleva kuvaus toteuttaa ehdot (i)-(iv) ja on ndinol-
len skalaaritulo. Mychemmin kurssilla todistamme, ettd kaikki avarvuden R? skalaaritulot
voidaan muodostaa valitsemalla kaikki mahdolliset geometriset vektori a,b.

Ehdot (i)-(iv) tayttaville kuvaukselle voidaan todistaa samankaltainen projektio-ominaisuus
kuin pistetulolle. Tarkastellaan minimointitehtavaa

2

y

r— o—
Y|

min
acR

Derivoimalla ylldolevaa lauseketta, nahddin ettd minimi saavutetaan kun o = <ﬁ2’fﬁ>. Ky-
seessd on eras vektorin « projektio vektorin ¢y suuntaan. Voidaankin sanoa, ettd yleistetty
sisdtulo maarittelee, mité tarkoitetaan kun kaksi vektoria ovat toisiaan vastaan kohtisuo-
rassa.

Skalaaritulon projektio-ominasuudesta seuraa Cauchy-Schwartzin epéyhtélo. Téma epéyh-
talon tulkinta on, etté jarkevésti méaritellyn projektion tulee aina olla alkuperaista vektoria

lyhyempi.

Lemma 3.2. Olkoot (-,-) sisdtulo ja ||-|| sithen liittyvi normi. Tdlldin jokaisella x,y € R
patee
| (@, ) | < [lz|[][y]-

)l [ly

2
_ min (1 Lo _2a<i,i>)
a€R? | |yl
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Todistus. Tarkastellaan sisatuloa <i ﬁ> Normin maéaaritelméasta seuraa, etta

Yy

. T
0<minf|——a——:
lzll [yl

T acR?




Koska minimointitehtéavan ratkaisu on a = <i L>, saadaan yllaolevasta

(|7 [yl

2
0<1-— <i, L> '
]| [|y]]

2
(@,y)” < [lzlI* [yl

Eli,

]

Ominaisuudet (i)-(iv) yhdessé skaaritulon ja vektorin normin vélisen yhteyden kanssa
ovat erittéin tarkeitd identiteettejd joiden avulla voidaan todistaa helposti useita vektori-
laskennan perustuloksia. Esimerkiksi kolmioepayhtélon todistus seuraa suoraan laskusaan-
noisté sekd Cauchy-Schwartzin epayhtalosta.

Lemma 3.3. Olkoot (-,-) sisdtulo ja ||| sishen liittyvi normi. Télldin jokaisella z,y € R*
patee
|z +yl| < llz| + [yl

Todistus. Kayttamalla sisdtulon ja normin vélistd yhteytta seké laskusdantoja (i)-(ii) saa-
daan
|l +y* = [|l]* + 2 (z,y) + [|ly[|*,

Arvoimalla sisdtuloa kdyttdmalla Cauchy-Schwartzin epéyhtélod saamme

lz +yl* < llzl” + lyll* + 2l yll = (ol + lyl)*.

3.6 Suora

Lukiossa tason suorat esitettiin muodossa
ay +br +c=0. (4)

Kun tata esitysmuotoa kiytetdan geometristen tehtavien ratkaisuun, tulee erikoistapauksia
kuten y = 0 tai = 0 kasitelld erikseen. Erikoistapaukset voidaan yleensa sivuuttaa, kun
avaruuden R? suorat esitetdin muodossa

{ta+b|teR},
jossa a,b € R,

Esimerkki 3.6. Tarkastellaan suoraa (4). Etsitidn suoralta kaksi pistettd. Oletetaan, ettd
a # 0 ja asetetaan x = 0 sekd x = 1. Tdlloin saadaan
_c—b

c )
y=- Jja y= :
a a
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vektorin a voidaan kirjoittaa muodossa

e (157)- 0.2 - (+-)
b:<0,§).

Kukin suoran piste voidaan siis esittdda muodossa
b
{1(1-2)+ (02) |rer}.
a a

Kun b = 0, origon kautta kulkeva suora

V={ta|teR},

ja vektori b muodossa

yhdessi normaalien R? :n laskusiintdjen kanssa muodostaa itsessiiin vektoriavaruuden.
Talldista avaruutta kutsutaan aliavaruudeksi. Koska muodostettu voidaan samaistaa ava-
ruuden R kanssa, sanotaan ettd sen dimensio on yksi. Aliavaruuksiin térmétdan matema-
tiikassa usein.

3.7 Avaruuden R" vektorit

Koska avaruuden R? vektorit eivit suoraan liity geometrisiin kisitteisiin, tdmé vektoriki-
site voidaan helposti yleistdd korkeampiin ulottuvuuksiin. Avaruus R" koostuu n alkion
jarjestetyista listoista,

V={(21,...,2,) |z1,...,2, € R }.
Laskutoimitukset maéaritellddn avaruudessa R™ seuraavalla tavalla

Maaritelma 3.2. Olkoot s mielivaltainen reaaliluku ja (x1,...,2,), (Y1,...,yn) € R™.
Tdlloin
(xlu"'7xn) + (3/17---7911) = (3:1 +yla---7$n+yn)
S(T1y .oy xn) = (ST1,. .0, Tn).

Tapauksessa n = 2 ylldoleva méaritelméa vastaa yhteenlaskun ja skaarilla kertomisen méaa-
ritelméd avaruudessa R2. Samalla tavalla kun avaruus R?, voidaan avaruus R” samaistaa
esimerkiksi n — 1-asteisten polynomien kanssa

Esimerkki 3.7. Kuten aikaisemmassa esimerkissd (3.2) voidaan n—1 - asteen polynomit

p(z) = i a;z' !
i=1

samaistaa avaruuden R™ vektorien kassa. Tdlloin polynomit esitetdan muodossa
a=(ay,...,a,).
Kuten atkaisemmin, mdariteman 3.2 mukaiset laskutoimitukset vastaavat polynomien yh-

teenlaskua tai skalaarilla kertomista.
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3.8 Vektorien lineaariyhdistely, lineaarinen riippumattomuus ja
kanta

Lineaarialgebrassa tutkitaan usein korkeaulotteisen avaruuden osajoukkoja, aliavaruuksia.
Tarkastellaan vektoriavaruutta, joka koostuu vektorien joukosta V' sekd yhteenlaskun ja
skalaarilla kertomisen méaritelmista. Olkoot W C V. Jos W on suljettu V:ssé maaritellyn
yhteenlaskun ja skalaarilla kertomisen suhteen, kyseessa on V:hen liittyvan vektoriavaruu-
den aliavaruus.

Olkoot x1,...,xy € R" ja ay, ..., ay skalaareita. Talloin vektorien @y, ..., xy lineaa-
rikombinaatio tai lineaariyhdistely on vektori

N
Z oIT; € R"™.
=1

Lineaariyhdistelya apuna kayttamaélla voidaan esittda avaruuden R™ aliavaruuksia. Maéri-

telladan R™ - osajoukko,
N
{Zaiwi ]al,...,aNER}.
i=1

Téamé osajoukko on selvisti suljettu R™ yhteenlaskun ja skalaarilla kertomisen suhteen
joten se on R™:n aliavaruus. Vektorien xy, ...,y muodostamasta joukosta kiytetdan li-
neaarialgebrassa merkintaé

N
span{a:l,...,ch}::{Zaiwi\al,...,aNeR}.
i=1

Esimerkki 3.8. Tarkastellaan 2 -asteen polynomiavaruutta. Polynomit, joiden vakiotermai
on nolla voidaan esittid vektorien

(1,0,0) ja (0,1,0)
lineaarikombinaationa.

Esimerkki 3.9. Tarkastellaan 2 -asteen polynomiavaruutta. Kaikki polynomit, jotka voi-
daan kirjoittaa muodossa 5(x — 2)(x — «) voidaan esittid vektorien

(1,-2,0) ja (0,1, —2)
lineaarikombinaationa.

Vektorien xy,...,xy lineaariyhdistely saattaa tuottaa saman vektorin eri kertoimilla
ai,...,ao. Talloin vektoreita kutsutaan lineaarisesti riippuviksi. Aliavaruudet esitetdan
ldhes aina kayttamalla lineaarisesti riippumattomia vektoreita.
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Maaritelma 3.3. Vektorit xq,...,xxy € R™ ovat lineaarisesti risppumattomia, jos pditee

N
Y ami=0=q¢;=0 Vi=1. N (5)

=1

Esimerkki 3.10. Olkoot a,b € R?. Tutkitaan, milld ehdolla a ja b ovat lineaarisesti
rigppumattomia. Ehto (5) voidaan kirjoittaa muodossa

aa+asb=0=a;=0 ja ay=0.
Tdmda yhtaloé mddrittid kahden origon kautta kulkevan suoran,
{aa|as €R} ja {ab|azeR}
letkkauspisteen. Tehtdvd voidaan ratkaista geometrisesti :
(i). Suorat leikkaavat vain origossa
(i1). Suorat ovat yhdensuuntaiset ja leikkaavat kaikissa pisteissa.

Ndinollen, vektorit ovat lineaarisesti risppumattomia, jos ehdot a,b # 0 ja a # A\b VA €
R pdtevdt.

Palaamme my6hemmin lineaarisen riippumattomuuden késitteeseen ja liitdmme sen yh-
téaloryhmén ratkaisun olemassaoloon. Seuraavassa esitimme R™ vektorit usein tietyn kanna
avulla. Kannalla tarkoitetaan n lineaarisesti riippumatonta vektoria, joiden lineaarikombi-
naationa voimme kirjoittaa kunkin R™ alkion.

Yksinkertaisin R™ kanta on ns. luonnollinen kanta, eq, ..., ey, jolle patee

(e;) L i=

e;); = :

e 0 muulloin
Kyseessé on selvisti lineaarisesti riippumaton joukko vektoreita.

3.9 Sisatulo ja normi

Miirittelimme aikaisemmin avaruudessa R? vektorin pituuden geometrisen argumentin
kautta. Ajatellaan téssd vektorin pituutta kuvauksena, joka liittdd kuhunkin avaruuden
R™ alkioon reaaliluvun. Jotta kyseessd on jarkeva pituusmitta, vaaditaan taltd kuvauksel-
ta samat ominausuudet (i)-(iv) kuin Luvussa 3.3. Kuten aikaisemmin télldistd kuvausta
kutsutaan normiksi.

Talla kurssilla tarvitsemme kidytdmme padasiassa Euklidista normia, joka on geomet-
risesti maéaritellyn vektorin pituusmitan yleistys. Euklidista normia kaytetdan, kun ei ole
tietoa siitd mihin késiteltavat vektorit liittyvét.
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Maaritelma 3.4. Vektorin @ € R™ Euklidinen normi || - ||z : R" — R on kuvaus

Jaflo = (32 2) "

Tapauksessa n = 2 Euklidinen normi vastaa avaruudessa R? médriteltys vektorin pi-
tuusmittaa. Kun maaritellddn ensin maaritelladn pistetulon yleistys Eulkidinen sisétulo,

(z, y>2 = Z TiYi,

Voidaan Normilta vaadittavat ominaisuudet (i)-(iv) voidaan todistaa samalla menettelyll4,
kun luvussa 3.5. Koska kiytdmme seuraavassa ldhes ainoastaa Fuklidista sisdtuloa, kiyte-
tédn siitd tdstd ldhtien merkintéé (-, -). Kuten avaruudessa R?, sisétulon tehtévini on luoda
avaruuteen R" kohtisuoruuden kasite. Kun n = 2, vastaa ylldoleva maaritelma pistetuloa.
Kuten aikaisemmin, Euklidisen normin ja sisatulon vililla on yhteys

Izl = (. y).
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4 Matriisi

Kuten vektorilla, matriisilla on monta erilaista kidyttotarkoitusta ja tulkintaa. Matriisi
voi esimerkiksi toimia lineaarisen yhtaloryhmén “kirjoitusmuotona” tai esittda avaruuksien
R" ja R™ vilisia lineaarikuvauksia. Aloitetaan matriiseihin tutustuminen tarkastelemalla
yhtaloryhmaa

1101 + a19x9 + ... + A1mTm = b1
a1 + Ao9xs + ... + Qop®,y, = by

. (6)
121 + Ap2T2 + ... + QT = bn

joka koostuu n-yhtélosta ja m-tuntemattomasta x;. Kaikki yhtéloryhmén (6) sisaltdméa
informaatio voidaan lukea tuntemattomien i, zo, ... x,, kertoimista seké oikean kiden ar-
voista. Yhtaloryhmé (6) voidaan siis esittda esimerkiksi kaksiulotteisen n x m - taulukon
ja n - alkion listan

ay;y a2 ... QAim b1

21 A22 ... QA9m bg
A=1| b=

Ani Ap2  --. Qpm by,

avulla.

Matriisien avulla voidaan esittdd lineaarisia kuvauksia avaruuksien R™ ja R™ valilla.
Tallaiset kuvaukset liittavat kuhunkin R™:n vektoriin R™:n vektorin seka toteuttavat Maa-
ritelman 4.1 mukaiset ominaisuudet.

Maaritelma 4.1. Olkoot kuvaus f : R" — R™ lineaarinen. Tdlloin jokaisella x,y € R"
ja reaaliluvulla o, B pditee

flaz + By) = af(x) + Bf(y).

Esimerkki 4.1. Tarkastellaan kuvausta f : R? — R2, joka kiertid koordinaatistoa 0-
astetta. Tallainen kuvaus on havainnollistettu Kuvassa 7. Kierrossa piste (1, x2) kuvataan
pisteeksi (y1, ya). Koordinaatiston kierrossa nditd kahta pistettd esittivien vektorien vdlinen
kulma sekd pituus sdilyy, el

(f@).fy) =(x.y)  jo  [f@) ==l lf@]=yl Vo yecR: (7)

Todistetaan, etta koordinaatiston kierto on lineaarinen kuvaus.

Lause 4.1. Olkoot f : R®™ — R™ kuvaus siten, ettd

(f(@), f(y) = (=, y)  ja  [f(@) =l If)I =yl Ve, yeR" (8)

Talloin f on lineaarinen.
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Kuva 7: Koordinaatiston kierto : 0, 45 ja 90 astetta.

Todistus. Ehto kuvauksen f lineaarisuudesta on yhtapitédvaa ehtojen

If(x+y)— f(®) - fII°=0 Va,yeR" (9)
ja
||f(oza:)—ozf(ac)||2:0 Ve € R", a € R. (10)

kanssa. Koska tieddmme téssé vaiheessa kuvauksesta f ainoastaan ominaisuudet (8) sovel-
tuvat yllaolevat ehdot lineaarisuuden maaritelméa paremmin tahan tehtaviaan. Maéaritel-
mén perusteella saadaan

If(x+y) = fl@) = f@)I” = If (@ + )" = 2{f(=+y), f(x) + f(y) + |If () + f(W)]*

Kéyttamélld ominaisuuksia (8) sekd normin laskuséént6ja ndhdéén, etta

1f (@ +y)l* = llz + |
(fz+y). fl@)+f)=lz+yl’
If(z) + f@)* = [l +y]*.

Joka todistaa ehdon 9 . Ehto 10 voidaan todistaa saman kaltaisella laskulla. O

Kaikki avaruuden R™ sekd R™ vektorit voidaan esittdd kantavektorien lineaarikombi-
naationa. Olkoot {e;} avaruuden R™ luonnollinen kanta ja {v;} avaruuden R™ luonnollinen
kanta. Talloin kukin avaruuden R™ vektori voidaan kirjoittaa vektorien {e;} lineaarikom-

binaationa,
n
r = E €Ti€;.
i

Huomataan, ettd pétee (x,e;) = x;, eli vektorin @ i:s kompontti saadaan laskemalla vek-
torin @ sisdtulo vektorin e; kanssa. Toinen tapa kirjoittaa R™ - vektorit on

n

x = Z(m,e» e;. (11)

i
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Tama esitystapa pétee aina, kun kiytetadn luonnollista kantaa. Kun vektoriin & operoidaan
lineaarikuvauksella f saadaan

f(x) = f(z rie;).

Kayttamalla funktion f - lineaarisuutta n — 1 - kertaa saadaan
f(®) = Z zif(€;).
i=1

Kun tdmé vektori esitetddn R™:n luonnollisessa kannassa kéyttdmalld esitysmuotoa (11),

saadaan
m n

fl@) ="z (fle),v)) ;.

j=1 i=1

Lineaarikuvaus f tunnetaan téysin, kun tunnetaan alkiot (f(e;),v;). Luonnollinen tapa
esittda lineaarikuvausta on jélleen m x n- taulukko

(fler),v1) (f(ex),v1) --- (f(en),v1)

(F(er)vm) (f(e2)tm) -+ (F(en) vm)

Kun maérittelemme lineaarikuvauksia esittavien taulukoiden vélille yhteenlaskun, skalaa-
rilla kertomisen ja kertolaskun, voimme muodostaa lineaarikuvausten summia sekd yhdis-
tettyja kuvauksia helposti. Tarkastellaan seuraavassa kaksiulotteisista n x m-taulukoista
koostuvan vektoriavaruutta R™*. Tamén avaruuden alkioita kutsutaan matriiseiksi. Ta-
vallisten vektoriavaruuden operaatioiden lisiksi méaarittelemme matriisien vélisen tulon.
Matriisien véliset laskuoperaatiot ovat luonnollisia, kun samaistamme R"*" matriisit ava-
ruuksien R™ ja R™ vélisten lineaarikuvausten kanssa.

Esimerkki 4.2. Tarkastellaan koordinaatiston kiertoa 0-astetta. Olemme aikaisemmin to-
distaneet, etti kyseessi on lineaarinen kuvaus f : R? — R2. Kiertoon liittyvi matriisi
A € R**? woidaan mddrittid laskemalla arvot

f((1,0))  ja f((0,1)).
Ndmd arvot voidaan laskea geometrisen argumentin avulla, Kuva 8. Saadaan
f((1,0)) = (cosb,sinf) and f((0,1)) = (—siné,cosh).

Kierto voidaan kirjoittaa matriisimuodossa:

cosf) —sind
sinf cos@ |’
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sin 0
= \
-7 \
e \
e \
\
- 7Ho) s NG
/// ’ \ cos 6
- F(0, 1)
< (1,0) \
~\0 E \
cos 6 \ 09
1

Kuva 8: Vektorien (1,0) ja (0,1) kierto m/6-astetta.

Maaritelma 4.2. Olkoot A € R™™ ja B € R™*P. Tadlldin matriisien tulo AB € R™P on
mdaritelty siten ettd

k=1

Yllaolevaa méaritelméd ei yleensd kidytetd matriisien tulon laskentaa. Téméan sijaan
kaytetadn muistisaantéja. Madritelmé 4.2 on hyodyllinen, kun todistetaan matriisituloon
liittyvid ominaisuuksia.

Maaritelma 4.3. Olkoot A, B € R™™™ ja s mielivaltainen reaaliluku. Tdlloin A + B €
RnXm

(A+ B);; = Aij + Byj.

ja
(SA)” = SAZ']‘ .

Matriisitulon maéritelmé on valittu siten, ettd sen avulla voidaan muodostaa helposti
yhdistettyja kuvauksia.

Lemma 4.1. Olkoot f, g lineaarikuvauksia joita esittivdt matriisit A ja B. Tdlloin yhdis-
tetty kuvaus f o g on lineaarikuvaus, jota esittid matriisi

AB

Yhdessa Maaritelman 4.3 kanssa matriisit muodostavat vektoriavaruuden. Matriisien
yhteenlasku ja skalaarilla kertominen “toimivat” kuten reaaliluvuilla. Sama ei pédde kahden
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matriisin kertolaskulle. Olkoot A, B € R™*™ ja C' € R™*P seké «, f € R. Talloin pétee
(A + BB)C = a(AC) + B(BC).
Matriisitulo ei kommutoi. Olkoot A, B € R™*". Télloin
AB = BA

ei pade jokaisella A, B.

Avaruuden R™ vektorit voidaan esittiid joko avaruuden R™ ! tai R'" matriisena. T#l-
16in puhutaan joko sarake- tai rivivektoreista. Tassé luentomonisteessa vektorit esitetaén
tastd ldhtien sarakevektoreina. Monessa tilanteessa matriisien véliset operaatiot voidaan
ymmartad helpommin, jos matriisit A € R™*™ kirjoitetaan sarakevektorien avulla muo-
dossa

A= [al as ... an} (12)

jossa kukin a; € R™ !, Matriisitulon mééritelmésti seuraa suoraan, tulkinta matriisin ja
vektorin valiselle tulolle,

Ax = Z a;z;. (13)
Kyseessaan on matriisin A sarakevektorien lineaariyhdistely.

Esimerkki 4.3. Matriisin ja vektorin tulo (13) on helppo muistaa matriisin sarakevekto-
rien lineaariyhdistelyna. Kun lasketaan matriisi-matriisi tuloja, voidaan kdyttdda seuraavaa
menettelyd. Olkoot A € R™™ ja B € R™*P.

A:[al am} ja B:[bl bp]
Matriisi-Matriisi tulolle (harjoitustehtivd) pdtee
AB = [Ab; ... Ab,].

Ylldoleva tarjoaa yhden muistisadnnon matriisitulon laskentaan.

Esimerkki 4.4. Olkoot

o~ o
= R )
o,
S
oy
Il
—_—
oo
oo

Talloin
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Lasketaan ylldolevat matriisi-vektorin tulot. Esimerkikst,

0 1 0 2 2
Al =0(0] +1 (1| +1|1| =12
1 1 0 0 0
Saadaan,
2 01 1 00
AB=12 2 0| ja BA=1|1 2 4
00 1 1 0 2

Koska AB # BA, matriisitulo ei kommutos.
Kuhunkin matriisiin A liittyy sen transpoosi A7

Maiiritelmé 4.4. Olkoot A € R™ ™. Tlloin A:n transpoosi on matriisi AT € R™*" | siten
etta
Al=4; i=1...mjaj=1...n

Kahden vektorin @,y € R" vilinen pistetulo voidaan kirjoittaa transpoosin sekd mat-
riisitulon avulla muodossa
(z,y) =2y.
Vektorin Euklidiselle normille pétee siis, ||z||? = @’ . Matriisin transpoosi liittyy sisitu-
loon. Olkoot A € R™™ x € R", y € R™. Talloin pétee

(Ax,y) = <:c,ATy> )

Matriisin ja vektorin tulo voidaan tulkita sarjana pistetuloja. Kirjoitetaan matriisi muo-

dossa
T
a;
aj
A=
T
a’m

jossa kukin a; € R™*!. T4lloin matriisitulo vastaa operaatioa

T
a,x

alz

Ax =

al x
Kyseessé on siis kaikkien matriisin A rivivektorien ja vektori @ vilisistd pistetuloista.
Osalla matriiseista on erityinen tulkinta. Avaruuksien R" ja R™ viliseen identiteetti-
kuvaukseen liittyvad matriisia merkitdan symbolilla /. Kyseessd on matriisi jolle pétee
I € R™" I;; = d;;. Merkitéén nollalla matriisia jonka jokainen alkio on nolla. Kyseessd on

yhteenlaskun nolla-alkio. Identiteettialkiolle patee,
Al =TA=AVA e R™".

Matriisia A € R™" kutsutaan symmetriseksi, jos A = AT,
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5 Lineaarisen yhtaloryhméan ratkaiseminen

Olkoot A € R™™ ja b € R". Téssé luvussa tarkastellaan yhtéaloryhmén : Etsi @ € R” siten
etta
Ax =0 (14)

ratkaisemista. Tutustumme ensin Gaussin eliminaatiomenetelméén, jossa alkuperdisesté
yhtéaloryhmasta muodostetaan uusi, helposti ratkaistava yhtaloryhmé. Témén jélkeen kes-
kustelemme ratkaisun olemassaolosta, LU-hajotelmasta seké singulaarisen yhtaloryhmaéan
ratkaisemisesta.

5.1 Gaussin eliminaation

Gaussin eliminaatio on algoritmi lineaarisen yhtaloryhmén ratkaisemiseen. Algoritmi muun-
taa alkuperdisen yhtaloryhmén (14) helposti ratkaistavaan muotoon : Etsi & € R™ siten,
etta

Ux =0,
jossa kerroinmatriisi U € R"*" on yldkolmiomatriisi ja beR"

Maaritelma 5.1. Matriisi U € R™" on yldkolmiomatriisi jos
Uz'j =0, kuni > j.

Yhtaloryhmét, joiden kerroinmatriisi on yldkolmiomatriisiin voidaan ratkaista kaytta-
malld takaisinsijoitus-menettelya. Kirjoitetaan matriisi U blokkimuodossa,

U U2 | 1| b
0 U922 T b2
jossa Za, by ja uge ovat skalaareja, U € RO=DX(=1) ja 4y @y, by € R* L. Muuttuja z,
voidaan ratkaista yhtéloryhmésta suoraan. Saadaan,
by
U22'

To =

Suorittamalla vetorin ja blokkimatriisin tulo saadaa
{le + 962“12] _ {51]
ToU22 ba
Ensimmainen yhtalé voidaan kirjoittaa muodossa
U:vl =b; — Uy
Kyseessd on uusi yhtdloryhmi, jonka kerroinmatriisi U € R®=1D*(=1 op ylikolmiomat-

riisi. Tama yhtaloryhma voidaan ratkaista toistamalla ylldolevaa menettelyé. Esimerkiksi
Matlabissa takaisinsijoitus voidaan toteuttaa muutamalla rivilla,
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function x = triu_solve (U, Db)

N

size (U, 2);
x = zeros(N,1);

for i=N:-1:1

x(i) = b(1)/U(i,1);

b(l:(1i-1)) = b(l:(i-1)) - U(l:(i-1),1)*x(i);
end

Tarkastellaan Gaussin eliminaatioa yhtaloryhméan

a1, + ajoxs + a13x3 + . oot amT, = bl
a1T1 + AT + A23%3 + ... + ATy = by

a3y + 32T + a33T3 4+ ...+ A3mTm — b3_

Ap1T1 + Ap2To + Ap3T3 + ... + QT = bn

ratkaisemiseksi. Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd a;; # 0. Lukiossa yhtéaloryhmén
ratkaisemiseksi kaytettiin joko sijoitus- tai yhteenlaskumenetelméé. Sijoitusmenetelmassa
ratkaisemme ensin yhtalosta 1. muuttujan z; muodossa

m
by a1j
xr=—— —x;.
an o a1
j_

Kayttamalla tata lauseketta muuttuja x; voidaan eliminoida yhtéloista 2, ..., n. Talloin
saadaan uusi yhtaloryhmé,

a1 + 199 + a13T3 + ...+ A1mTm — b1

aélz)xg + a%)xg + ...+ ag,)lxm = bgl)

a%)xg + a%)xg +...F aéﬁxm = bg

a%)xg + a,%)xg + ...+ a%xm = b;U,

(1)

jonka kertoimet a;;" ovat

1 Qi1 ..
Q- = Qg5 — aalj 1,9 > 1.

Y& suoritettu operaatio voidaan my6s ymmartaa siten, ettd yhtaloryhméan yhtalo 1 on
kerrottu termilld —a; a7 ja laskettu yhteen yhtilon i kanssa. Huomaa, etteivat yhtilot
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2,...,mriipu endd muuttujasta x;. Muuttujat z, . . ., x,, voidaan ratkaista yhtaloryhmésta
a%)xg + a%)xg +...+ aéﬁbazm = bgl)

a:ng).TQ + a%)xg +...+ aéﬁazm = bgl)

a%)xg + 0/1(113)1‘3 +...+ a,(lln)lxm = bg),
Taman jalkeen muuttuja x; ratkaistaan yhtalostéa
a1r1 = b1 — (CLIQI'Q + a13x3 4+ ...+ &1m$m> .

Olemme suorittaneet yhden askeleen Gaussin eliminaatioa. Oletetaan, etté a%) # 0 ja
jatketaan sijoitusmenettelyéd yhtélosta 2. Muuttuja xo voidaan ratkaista muodossa

) Ia)

2i

22 i=3 (22

Kuten edelld, muuttuja z, voidaan eliminoida yhtéloista 3, ...,n. Uudet kertoimet laske-
taan kuten edella : @
2 1 a; .o
agj) = az(j) - %a% 1, > 2
(g2

Jos oletetaan, etta a%) # 0 toistamalla téatd menettely, yhtaloryhméa voidaan muunta muo-

toon :
a1 + A12T2 + 1373 + ...+ A1mILm = bl

a%)xg + a%)xg + ...+ aéln)lxm = bg)

ag?xg +...+ agi,)lxm = b:(f)

Dz, = B

Ylldolevan yhtaloryhméan diagonaalialkioita kutsutaan seuraavassa tukialkioiksi. Gaussin
eliminaatioa suoritettaessa ei yleensa kirjoiteta muuttujia x4, ..., x, vaan eliminaatio suo-
ritetaan matriisimuodossa.

Esimerkki 5.1. Tarkastellaan yhtdloryhmda
T+ X9 + 23 =0

x|+ 2562 -+ 4373 =1
T+ 31’2 + 21’3 =1.

Tdmd yhtdiléryhmd voidaan kirjoittaa matriisimuodossa: Etsi x € R? siten, ettd

1 11 0
Ax =b, jossa A= |1 2 4| ja b= |1
1 3 2 7
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Kun Gaussin eliminaatioa suoritetaan kdsin, matriisi A ja vektori b kirjoitetaan samaan
taulukkoon rinnakkain.

—_ =
W DN
DN e =
)

Eliminaatiossa suoritetut rivioperaatiot merkitddan matriisin vasemmalle puolelle.

1 11
013
0 21

g = o

11 1
- (101 3
0 0 =5

ot — O

Gaussin eliminaation tuottama yhtdaloryhmda voidaan ratkaista takaisinsijoitusta kayttdaml-
ldi.
11 110
01 3|1
0 0 5

x3:1{1 111
-5

01 4]%4[1—3}%%:—3.

Alkuperdisen yhtdloryhmdn ratkaisu on ndinollen x = [—3 4 —1}T.

Gaussin eliminaatio on helppo toteuttaa esimerkiksi Matlabissa.

o\

o\

Gaussin eliminaatio.

o\

function [A,b] = gauss(A,Db)
for 1 = 1l:size (A, ?2)
for 3 = (i+l) :size(A,2)

[

% kerroin riville j
cof = A(]j,1)/A(i,1);

A(j,i:end) = A(j,i:end) - A(i,i:end)*cof
b(j) = b(j) - b(i)*cof
end
end
5.2 Tuenta

Gaussin eliminaatiossa tukialkio voi saada arvon 0, vaikka yhtaloryhmalld on olemassa
ratkaisu. Kun néin tapahtuu, suoritetaan rivien tai sarakkeiden vaihto.
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Esimerkki 5.2. Tarkastellaan yhtdloryhmad

1+ To + T3 =0
ZL‘1+ZL’2+4ZE3 =3
r1+ 31y +2x3 =T.

Tamd yhtaloryhmd voidaan kirjoittaa muodossa

1 110
1 1 4|3
1 3 2|7

Suoritetaan ensimmdinen askel Gaussin eliminaatioa :
1 1 110 1 1 10
-Y1 11413 ]| — 00 3|3
1 3 2|7 0 2 1|7

Koska tukialkio on nolla, vathdetaan rivien 2 ja 3 paikkaa.

Alkuperdinen kerroinmatriisi on nyt muunnettu ylikolmiomuotoon ja yhtdloryhmda voidaan
ratkaista takaisinsijoituksella.

Matriisin A € R™*™ rivien tai sarakkeiden vaihto on helppo esittdd matriisimuodossa.
Tallaista esitysta kiyytetdan esimerkiksi Matlabissa. Huomataan ensin, ettd matriisin A i:s
sarake ja j:s rivi voidaan laskea operaatiolla

. T
Ae; ja ej A
Vektorin x alkioiden p ja ¢ vaihto on lineaarikuvaus

Tg 1=0Dp
f(w)l =\ 7Tp 1= q
z; muulloin

Talldiseen kuvaukseen liittyvad matriisia P kutsutaan permutaatiomatriisiksi. Matriisin
rivien p ja q paikka voidaan vaihtaa permutaatiomatriisin P avulla. Matriisille AP pétee

Ae, 1=p
APe; = Af(e;) = { Ade, i=gq

Ae;, muulloin
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Samalla tavalla matriisin A sarakkeet voidaan permutoida operaatiolla PT A.

elA i=p
e PTA= (Pe;)’ A=< elA i=q

e’ A muulloin

Esimerkki 5.3. Esimerkissd 5.2 vathdoimme 3 X 3-matriisin rivien 2 ja 3 paikkaa. Tdamd
vastaa lineaarikuvausta f : R3 — R3,

f(x) = |3

Permutaatiomatriisi P on tdlloin,

o = O

1 0
P = [f(€1) f(es) f(es)] =100
01

Esimerkissa 5.2 Gaussin eliminaatio suoritettiin sits yhtdloryhmdlle
PT"Az = P"b.

Gaussin eliminaatiossa rivien ja sarakkeiden vaihto voidaan tehdd ennen rivioperaa-
tioden suorittamista tai niiden aikana. Molemmat tavat johtavat samaan lopputulokseen.
Yleensa ajatellan, ettd Gaussin eliminaatio suoritetaan matriisille

PTAQ

jonka kaikki tukialkiot ovat nollasta poikkeavia.

Rivien ja sarakkeiden vaihtoa Gaussin eliminaatiossa kutsutaan tuennaksi. Uusi tukial-
kio voidaan valita monella eri tavalla. Tukialkion valinta vaikuttaa Gaussin eliminaation
tuottaman ratkaisun tarkkuuteen, kun algoritmi totutetaan aéreelliselld tarkkuudella esi-
merkiksi Matlabissa. Kun vaihdetaan ainoastaan matriisin A riveja tai sarakkeita, kyseessa
on rivi- tai saraketuenta. Rivituennassa askeleella k etsitdén j = k, ..., n siten, ettd etta
|a§.],z)| saa suurimman arvonsa. Tédmén jalkeen vaihdetaan rivien k ja j paikkaa.

Kun kiytetadn adreellista tarkkuutta, paras ratkaisu saadaan suorittamalla seké rivien
ettd sarakkeidan vaihtoja. T&ll6in puhutaan téi(ystuennasta ja tukialkio valitaan siten, etté
askeleella k etsitadn ¢ > k,j > k siten etta ]a;)] saa suurimman arvonsa. Taystuennassa
vaihdetaan seké rivien ¢ ja k ettéd sarakkeiden j ja k paikat.

Késin laskettaessa voidaan tukialkio valita helpoimalla mahdollisella tavalla.

Esimerkki 5.4. Tarkastellaan Esimerkin 5.2 yhtdloryhmdad

11
11
1 3

O
N w o
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Suoritetaan ensimmdinen askel Gaussin eliminaatioa :
1 1 110 1 1 110
-Y1 11 43| — 0 0 3|3
1 3 2|7 02 1|7

Taystuennassa etsitidn ylliolevasta matriisista suurin alkio |a;l, 1,7 = 2,3. Suurin alkio
on asz = 3 joten vaihdetaan sarakkeiden 2 ja 3 paikkaa. Saadaan

11 1[0

03 0|3

01 2|7
Suoritetaan nyt viimeinen askel Gaussin eliminaatioa,

1110 11
03 0[{3] =103 (15)
01 2|7 0 0

N O =
S W O

Suoritettu sarakkeiden permutaatio voidaan kirjoittaa matriisin

1
P=10
0

_ O O
o = O

avulla. Tdamdn esimerkin tapauksessa Gaussin eliminaatio suoritettiin matriisille AP. Eli
yhtdloryhmd (15) voidaan kirjoittaa muodossa

UPx =b
Takaisinsijoituksella ratkaistaan vektori y siten, ettd
Uy = b.

Yhtdaloryhmdan ratkaisu voidaan lukea yhtdlostd Px = y.

5.3 Ratkaisun olemassaolo

Kéytannon kannalta on téarkeda tietdd, koska yhtaloryhmalla (14) on olemassa ratkaisu ja
koska tamé ratkaisu on yksikasitteinen. Naihin kysymyksiin voidaan vastata kdyttamalla li-
neaariyhdistelyn késitetta seké vektorien lineaarista riippumattomuutta. Olkoot A € R™*™.
Matriisi-vektoritulo Az voidaan kirjoittaa muodossa

n
Ax = E T;Q;.
=1
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Kyseessd on matriisin A sarakevektorien a; lineaariyhdistely. Sarakevektorit muodostavat
aliavaruuden, jota kutsutaan matriisin A rangiksi,

R(A) =span{a;,i=1,...,n}.

Jotta yhtéloryhmalld (14) voi olla ratkaisu tietylld b € R", tulee péted b € R(A). Talloin
b voidaan muodostaa matriisin A sarakevektorien lineaarikombinaationa. Yleensé ollaan
kiinnostuneita tapauksesta, jossa ratkaisu on olemassa jokaisella b € R™. Téalloin tulee
patea

R(A) =R".

Tarvitsemme seuraavassa Lausetta, joka voidaan todistaa kiyttdmélla apuna Gaussin eli-
minaatioa.

Lause 5.1. Olkoot x+,...,x, € R" lineaarisesti risppumattomia. Talloin
R™ = span{x;,i=1,...,n},

Ratkaisun yksikésitteisyytta voidaan tutkia homogeeniyhtélén Ax = 0 avulla. Idea on
seuraava : Olkoot y,,y, € R" tehtdvin (14) ratkaisuja. Télloin,

Jos matriisiin A liittyvélla homogeeniyhtalolla on olemassa vain nollaratkaisu, pétee
Y=Y,

Kyseesséd on perustekniikka ratkaisun olemassaolon tutkintaa. Maérittelemme toisen ava-
ruuden A vektoreihin liittyvéan aliavaruuden.

NA) ={zeR" | Az =01},

jota kutsutaan matriisin A nolla-avaruudeksi. Nolla-avaruuden avulla voidaan esittaé kaikki
yhtaloryhmén (14) ratkaisut. Jos péatee N(A) = {0} sanotaa, ettd nolla-avaruus on triviaali.
Télloin yhtélolle (14) 16ytyy yksikésitteinen ratkaisu.

Lause 5.2. Olkoot A € R™" ja b € R™. Talloin yhtdloryhmdlld
Ax =0b
on olemassa yksikdsitteinen ratkaisu jokaisella b € R™ jos ja vain jos
(i). R(A)=R"
fii). N(4) = {0}

35



Todistus. Oletetaan, ettéd (i) on totta. Télloin on olemassa x; € R™ siten, etta
Ax;=e;,i=1,....,n.
Olkoot aq, ..., a, € R siten etti

n
0= E OGL;.
i=1

Kerrotaan ylldoleva matriisilla A. Saadaan,

n n
0= E OéiAiBi = E ;€;.
i=1 =1

Koska luonnollinen kanta on lineaarisesti riippumaton, ainoa ratkaisu on a; = 0,71 =
1,...,n. Vektorit @; ovat siis lineaarisesti riippumattomia ja muodostavat Lauseen 5.1
perusteella R™ kanna. Tutkitaan matriisin A nolla-avaruutta.

Ax = 0.

Kirjoitetaan x vektorien a1, ..., x, muodostamassa kannassa,

n
i=1

Eli

Az = zj;ﬁiAmi = zj;ﬁiei-

Koska luonnolliset kantavektorit ovat lineaarisesti riippumattomia N(A) = {0} ja tehta-
valla on olemassa yksikésitteinen ratkaisu.
Oletetaan, ettéd (ii) patee. Télloin

Az =0=x =0,

Eli matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia. Lauseen 5.1 perusteella R(A) =
R™ ja voidaan kdyttdd kohdan (i) tulosta.

Todistetaan seuraavaksi viite toiseen suuntaa. Oletetaan, ettd yhtaloryhmalla on ole-
massa yksikésitteinen ratkaisu jokaisella b € R™. Talloin

Ay=0=9y=0.

eli, N(A) = {0}. Koska A:n sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, Lauseen 5.1 pe-
rusteella R(A) = R™. O
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Esimerkki 5.5. Tarkastellaan lineaarikuvausta f : R™ — R" siten, ettd
T — o 1>k

jossa 1 < k <n jaa; € R Lineaarikuvaus f listty Gaussin eliminaatiossa suoritettaviin
rivioperaatioihin. Olkoot A € R™™ kuvauksen f matriisimuoto, eli f(x) = Ax. Matriisin
A nolla-avaruudelle pdtee,

xeNA) < f(x)=0.

ri—ore=0 1>k

Tiedetdan, ettd x; = 0,0 =1,..., k. Kun v > k pdtee

Saadaan,

x; — oz =0
Koska x, = 0= z; = 0,k < 0 < n. Ndinollen, N(A) = {0} ja yhtdloryhmdilli Ax = b on
olemassa ratkaisu jokaisella b € R™.
Jos matriisin A nolla-avaruus N(A) on ei-triviaali ja b € R(A) 16ytyy yhtéloryhmalle

(14) ddreton madra ratkaisuja. Nama ratkaisut voidaan méaarittad, kun tunnetaan matriisin
A nolla-avaruus.

Lause 5.3. Olkoot A € R™" ja b € R(A). Tdllgin yhtiloryhmdlld Ax = b on olemassa
ratkaisu. Oletetaan lisiksi, ettd y on yksi yhtdloryhmdan ratkaisu. Tdlloin kaikki ratkaisut
votdaan kirjoittaa muodossa

{y+zlze N }. (17)
Todistus. Tehdaan vasta-oletus. Oletetaan, ettd b € R(A), mutta tehtévilld ei ole ratkai-
sua. Talloin ei ole olemassa kertoimia vy, ..., y, siten etta

=1

Maéritelmén mukaan talloin pétee b ¢ R(A), joka on ristiriita. Eli yhtalolld on olemassa
ratkaisu y.

Oletetaan, ettd yhtéalolla Ax = b on ratkaisu w, eli
Aw = b.
Oletusten perusteella tiedetédén, ettd y on ratkaisu. Néinollen saadaa
Alw—y) =0
Maéritelmén mukaan w —y € N(A), eli 3z € N(A) siten etta
w=2z+Yy.
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5.4 Kaanteismatriisi ja kianteiskuvaus

Matriisiin A € R™" liittyva kddnteismatriisi B € R™*" on madritelty siten etté
AB = 1. (18)

Jokaiselle matriisille A ei 16ydy kdénteismatriisia. Jos kdénteismatriisi B on olemassa, mat-
riisia A kutsutaan sdannolliseksi. Matriisin A saédnnollisyys liittyy yhtaloryhmén ratkaisun
olemassaoloon. Kirjoitetaan B sarakevektorien avulla muodossa

B=1[b; by ... b,].
Talloin yhtélon (18) mukaan pétee
[Abl Ab2 . Abn} = [61 €y ... en] .

Eli

’

Abi:ei, ,zzl,...,n.

Lauseen 5.2 perusteella sddnnolliselle matriisille A tulee péted R(A) = R”. Talloin yll&-
oleva yhtaloryhma maérittad kunkin vektorin b; yksikésitteisesti, joten kidanteismatriisi B
on yksikisitteinen. Kéytetiin seuraavassa matriisin A kidnteismatriisista merkintaa A=t
Ka#nteismatriisille patee,

Lemma 5.1. Olkoot A, B € R™"™ sddnndllisid matriiseja. Tdlloin pitee
(i) A ' A=1

fii). (AT)H = (AN

(u1). (AB)™' =B 1A7!

Todistus. (i). Olkoot C' € R™ " siten ettd, CA = I. Talloin méaritelméd (18) antaa :
Al =TA"1=CAA ' =C.

(ii). Kéiidnteismatriisin méiritelmédn mukaan AA™! = I, joten (A™1)TAT = [. Téll6in
kohdan (i) perusteella, (AT)~1 = (A~1)T.
(iii). Kotitehtava. O

Kaanteismatriisi on padasiassa teoreettinen tyokalu. Kédanteismatriiseja ei kaytannossa
koskaan muodosteta kun n > 2.
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5.5 Rivioperaatioiden matriisimuoto

Tassa luvussa todistamme, ettd Gaussin eliminaation tuottaman yhtéloryhmén ratkaisun
on sama kuin alkuperéisen yhtaloryhméan

Ax =0

ratkaisu. Gaussin eliminaatiossa suoritetut rivioperaatiot voidaan esittéé vektoreihin Ax ja
b operoivina lineaarikuvauksina. Tata ndkokulmaa kayttamalla ndméa operaatiot voidaan
esittda helposti matriisimuodossa. Askeleella k rivi k& kerrotaan sopivalla termillé ja laske-

taan yhteen rivien k£ + 1, ..., n kanssa. Kyseesséa on vektoriin Ax operoiva lineeaarikuvaus
fk(m)l = al® . .
T — S5z 1>k
Ak

Kun tukialkiot ag}? ovat nollasta poikkeavia, kuvaus f; on kiddntyva. Kadnteiskuvaus voi-
daan kirjoittaa muodossa

i (x); = *) , .
e (@) T+ Bhxy 0>k
Ak
Gaussin algoritmin ensimmaéinen askel voidaan siis kirjoittaa muodossa

Olkoot F; € R™™ siten ettd fi(x) = Ejx. Ensimmaéinen askel voidaan kirjoittaa myos
muodossa

E, Az = E4(b)
Yhtaloryhmén saattaminen alakolmiomuotoon vastaa télldin operaatioa
f(Az) = f(b). (19)

jossa f on yhdistetty kuvaus f = f,_j0... fi. Kdyttdmalla lineaarikuvauksen matriisimuo-
toa saadaan
En—l Ce EQElAiL‘ = En—l e EQElb.

Kuvauksen f lineaarisuuden perusteella yhtalé (19) voidaan kirjoittaa muodossa
f(Az —b) =0
Matriisimuodossa tadmé vastaa yhtéaloa

En—l e E2E1<ACL' — b) =0

Koska kukin matriisi F;,2 = 1,...,n — 1 on sdannollinen, myos matriisi £, ... FoE; on
saannollinen. Talloin, N(E,_; ... ExEy) = {0}, joten Gaussin algoritmi ei siis muuta alku-
peraisen tehtavin ratkaisua. Eliminaatiomatriiseja E1, ..., E,_; tai niiden tuloa ei yleensa

muodosteta. Ne toimivat Gaussin eliminaatiossa muodostetun muunnoksen kirjoitusasuna
ja mahdollistavat menetelmén formaalin tutkimisen.
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5.6 LU-hajotelma

Tarkastellaan seuraavassa sadnnollisia matriiseja A € R™*"™. Olkoot P, ) € R™*™ permutaa-
tiomatriiseja, siten ettid Gaussin eliminaation muokkaa matriisin P7 AQ ylikolmiomuotoon
ilman tuentaa. Edellisen luvun merkinnoilla,

U=EFE, 1 - E;E PTAQ. (20)
Lineaarikuvausten fj ja f, ! mésritelmistéd seuraa, etti
(Ep)ij =0,i>37 ja (E;Y;=0,i>]

Talldisia matriiseja kutsutaan alakolmiomatriiseiksi. Olemme aikasemmin todistaneet, etta
kahden ylédkolmiomatriisin tulo on yldkolmiomatriisi. Vastaava tulos pétee alakolmiomat-
riiseille. Ninollen E,_; --- E>E; ja sen kifinteismatriisi £, 'E, ' --- E. ', ovat molemmat
alakolmiomatriiseja. Yhtélo (20) voidaan kirjoittaa muodossa

(Bp_1---EyB) U = PTAQ.
Merkitdén seuraavassa L = (Ey - - EoEy) 1. Ylldolevan perusteella pitee
LU = PTAU.

Kyseessé on matriisin A LU-hajotelma. Matriisihajotelmalla tarkoitetaan tapaa, jolla mat-
riisi voidaan kirjoittaa kahden tai useamman "erityis-matriisin tulona. Tieteellisen lasken-
nan algoritmit perustuvat ldhes kaikki erilaisiin matriisihajotelmiin. T&lla kurssilla tutus-
tumme LU - hajotelman lisdksi matriisin ominaisarvohajotelmaan, jossa tietyt matriisit A
voidaan kirjoittaa muodossa A = X DX !, jossa D on diagonaalimatriisi.

Matriisin LU-hajotelmaa voidaa kayttdd, esimerkiksi lineaaristen yhtaloryhmien rat-
kaisussa. Olkoot A € R™*" siten, ettda A = LU. Tehtava

Ax =0b
voidaan ratkaista kahdessa osassa
Ly=b ja Ux=y.

Tallaistd menettelya kiytetdan, kun sama yhtaloryhmaé ratkaistaan usealla eri vektorilla b.
Matriisi L € R™"™ on helppo muodostaa Gaussin eliminaation aikana lasketuista ker-
toimista.

Lemma 5.2. Olkoot ap; € Ry #0,k=1,....,n,0=1,...,n ja

. <k
fk(m)i:{w S M P
T; + QT 1>k
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Olkoot tamdn lisiksi Ey, € R™™ siten, etti fy(x) = Exx. Tdlldin

1
—Q12 1
E'E;t B = | a3 —aoy ]
__aln —Q2p ... —On-1)n ]-_

Todistus. Todistetaan lause kdyttamalla induktioa parametrin n-suhteen. Lineaarikuvauk-
sen f; kidanteiskuvaus on

; <k
f,;l(a;)i:{“’ = k=1.n
X, — o, 1>k

Perustapaus : n = 2 . Viite seuraa suoraan lineaarikuvauksen f; méaritelmasta, eli
patee
1 0
—1 —
f 1 |:_ Q19 O:|

Induktio-oletus : Viite on totta, kun n =m Eli, matriisitulo
E'E;Y BT
on haluttua muotoa.

Induktio-askel : todistataan, viite, kun n = (m + 1) Lineaarikuvausten maééritel-
masta seuraa, etta

1 0
-1 _ R _
E " = [0 Ek_lj , k=2...,(m+1)
jossa Ej_, € R™™ on eliminaatiomatriisi. Nainollen pétee
1 0
—1 -1
Lineaarikuvauksen f; ' matriisimuoto on
10
-1
5o
jossa a € R™1 a = [alg oz e aln}T ja I € R™ ™ Suorittamalla blokkimatriisien

tulo saadaan

o o [t oo]r 0 [ 0
Ly Em—i-l_[a Il 10 El—l...E—l T la El_l---E_l

m

Joka on toivottua muotoa.

41



5.7 Singulaarisen yhtaloryhman ratkaisu

Taystuettua Gaussin eliminaatioa voidaan kiyttda singulaaristen yhtéloryhmien ratkai-
suun. Aikaisemmassa luvussa todistimme, etteivat rivioperaatiot muuta matriisiyhtdlon
ratkaisuja. Matriisin nolla-avaruudelle péatee

Ax = 0.

Taystuetussa Gaussin eliminaatiossa matriisin A rivien ja sarakkeiden jérjestysta muute-
taan. Voidaan ajatella, ettd eliminaatio suoritetaan matriisille

PTAQ,
jossa P ja @) ovat permutaatiomatriiseja. Nolla-avaruudelle pétee
Az =0 < PTAQ(Q"x) = 0.
Eli

Y

N(A) ={xz eR" |z =Qy,y € N(PTAQ)}.
Koska rivioperaatiot eivit muuta yhtéloryhméan ratkaisua, saadaan
E,...EE,PTAQx = 0= PTAQz = 0.

jossa p < n. Téystuetussa Gaussin eliminaatiossa singulaarinen matriisiin P AQ muuntuu
muotoon,

E,...B,E,PTAQ = {U” U”}

0

jossa Uy; € RP*P on ylakolmiomatriisi. Koska Uy, diagonaalialkiot ovat tukialkiota ja néai-
nolle poikkeavat nollasta, on Uj; kidéntyvi matriisi. Kukin matriisin P7 AQ nolla-avaruuden
vektori voidaan kirjoittaa muodossa

Jossa, x5 € RP ja
~1
r|1 = _Ull Ulgwg.

Gaussin eliminaation avulla voidaan siis maarittaa matriisin A nolla-avaruus. Saadaan
N(A) = { Q [

Tarkastellaan singulaarisen yhtéléryhmén ratkaisua. Yksi yhtaloryhmén ratkaisu saadaan
muodossa

Ty

x :| e R" ‘ Ty € Rk and x; = —Ul_llUlgiBQ }
2

v=q|

Lauseen 5.3 nojalla kaikki yhtaloryhmén ratkaisut saadaan muodossa

U,'PTh,
0 :

y+z, jossazée N(A).

Ylla esitettyd menettelyd voidaan kiyttdd myos kun ratkaistaan yhtéloryhmia joiden ker-
roinmatriisi A € R™*" ' m < n tai A € R"™" A ei ole sdannollinen.
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6 Matriisin determinantti

Matriisin determinantti on kuvaus, joka liittdd kuhunkin R™*™ matriisiin reaaliluvun. De-
terminantin taustalla on geometrinen ajatus matriisin sarakevektorien muodostaman suun-
nikkaan tilavuudesta. Kun determinantilta vaaditaan tilavuusmitalle luonnolliset ominai-
suudet osoittautuu, ettéd kyseessd on yksikésitteinen funktion.

Kuva 9: Vektorien a ja b maarittdman suunnikas seka sen korkeuden laskenta.
Aloitetaan tarkastelemalla 2 x 2-matriiseja. Sarakevektorien muodostama suunnikas P

on esitetty kuvassa 9. Suunnikkaan pinta-ala | P| on sen kanta kertaa korkeus. Suunnikkaan
korkeus voidaan laskea kidyttamaélla apuna pistetuloa.

h? =

Néin pinta-alan nelioksi saadaan
P> = [b*|h* = |a|?|b]* — (a - b)?
Joka voidaan sieventaa muotoon

|F)|2 = (a1b2 — a2b1)2.
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Maéritelladn 2 x 2-matriisin determinantti ylldolevan lausekkeen mukaisesti,

a; b

det |ia2 b2:| = albg — Clgbl.

Determinantti liittyy suunnikkaan pinta-alaan siten, etta
|P| = |det Al.

Determinantin merkki riippuu vektorien a ja b vilisestd kulmasta. Kéytetdan seuraavassa
yksinkertaisuuden vuoksi merkintdtapa

V(ay,as,...,a,) = det [al as .. .an]

Maarittelemémme 2 x 2-determinantti toteuttaa seuraavat laskusaannét :

(i) V(ai,as) = —V(aq, ay)

(ii) Determinantti saa arvon nolla, jos matriisin A sarakkeet ovat lineaarisesti riippuvia.

(iii) 2 x 2 - matriisin determinantti on bilineaarinen kuvaus.

(iv) det I =1
Laajennetaan ylla olevia sdéntojé (i) siten, etta :

Viai,,....,a;...,a;,...,a,) = =V(ai,,...,a;,...,Q;,...,a,)

Téamén lisdksi n X n-matriisin determinantti on multilineaarinen kuvaus.

Maaritelma 6.1. Olkoot V wvektoriavaruus ja f : V. x V... xV — R Tdalléin f on
multilineaarinen, jos pitamdlld kuinitettynd kaikki muut argumentint kuin @ kyseessd on
lineaarinen kuvaus.

Voidaan todistaa, etté yllaolevat laskusdannot méaarittelevit yksikasitteisen kuvauksen.
Tatéa kuvausta kutsutaan matriisin A determinantiksi. Pétee

n n n n
V(al, c ,an) = V(Z Ai11€475 -y Z ainneil) = Z ce Z Ay - - .ainnV(eil, ce ,e,-n)

=1 in=1 =1 ip=1
Kayttamalla determinantin laskusdantoja, suurin osa yllaolevista termeista saa arvon nolla.
Jaljelle jaavit ainoastaan kantavektorien permutaatiot. Determinantin laskusddnnon (ii)
mukaan, pétee

‘/(ei17 ey 61‘") = {
ylldolevaa kuvausta merkitdan yleensa symbolilla o, ;, ;. . Nédinolle determinantille patee

V<a17 cee 7a'n> = E Qi1 - - AipynOiyig..in

Jossa summa lasketaan kaikkien indeksien 1,...,n permutaatioiden yli. Koska n - alkion
permutaatiota on n! kappaletta, on tdméd summan termien lukumé&éard. Koska n! kasvaa
huomattavan nopeasti n - funktiona ja ylldoleva kaava on vaikea muistaa, ei sitd kiyteta
yleensd determinanti laskennassa.

—1  kun paikanvaihtoja on pariton méaara

1 kun paikanvaihtoja on parillinen maara
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6.1 Determinantin laskusaannoja

Determinantille voidaan todistaa useita hyodyllisid identiteettejd. Aloitetaan tutkimalla
matriisien A ja B tulon determinanttia,

det AB.

Tulon determinanttille 16ytyy geometrinen tulkinta. Aloitetaan tarkastelemalla kaksiulot-
teista tilannetta. Olkoot e;, e; avaruuden R%m luonnollinen kanta. Tarkastellaan yksikko-
neliod R = (0,1) x (0, 1), joka voidaan kirjoittaa vektorien e; ja e; avulla muodossa

R={te;+sey|0<t,s<1}.
Lineaarisuuden perusteella matriisi AB kuvaa joukon R joukolle
ABR = { tAB€1+8AB€2 ’ 0 S t,S S 1}

Aikaisemman perusteella determinantti liittyy tdmén joukon pinta-alaan siten, etta [ABR| =
| det AB|. Kuvaus AB voidaan suorittaa kahdessa vaiheessa, kuvataan ensin joukko R jou-
kolle

BR={tBe; +sBey |0<t,s<1}

jonka jélkeen B R kuvataan joukolle ABR. Joukon B R pinta-ala on aikasemman perusteella
|BR| = | det B|. Approksimoidaan joukkoa BR neli6illd R; Kuvan 10 mukaisella tavalla.
Kukin nelio R; voidaan lausua muodossa

Ri={te;+ses+b;|0<t,s<eb, e R} =€cR+D,.
Determinantin bilineaarisuuden perusteella kunkin joukon AR; pinta-alalle pétee
|AR;| = | det [ea; eas]| = €| AR].
Ja joukon ABR pinta-alalle

Ne Ne
. H | — : 2 _
|ABR| = 15%2 |AR;| = | det A llgolze | det A|| det B|.

Joten | det AB| = | det A|| det B|. Determinantin ominaisuuksista ldhtien voimme todistaa
seuraavan tuloksen:

Lemma 6.1. Olkoot A, B € R™". Talldin pdtee

det AB = det Adet B.
Determinantin tulosddnnon avulla voimme todistaa seuraavat térkeat ominaisuudet,
Lemma 6.2. Olkoot A € R™*™. Tdlloin pditee

(1) det AT = det A.

¥ -1 _ _1
(i) det A= = 1=
Todistus. Tarkka todistus jatetddn harjoitustehtaviksi. Vihje : molemmissa kohdissa voi-
daan kéyttdd determinantin tulosdéntod. Kohdassa (i) matriisin A LU-hajotelma saattaa
olla hyodyllinen. 0
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Kuva 10: Suunnikkaan BR pinta-alan laskenta aproksimoimalla suunnikasta pienilla ne-

ligilli R;.
6.2 Determinantin laskenta kasin
Kun determinatteja lasketaan késin kdytetdén joko muistisdantoja (n < 3) tai ali - deter-
minattikehitelmad (yleensd kun n > 3). Kun n = 2 determinantti lasketaan kaavan

ai; a2
det = — .
€ LL21 a ] 11022 — A12021
avulla. Tapauksessa n = 3 kiytetddn Sarruksen sddntod. Sarruksen sddnndssd matriisin
rivit kiroitetaan uudelleen matriiisn perddn ja piirreetddn diagonaaliset viivat oheisen ku-
van mukaisesti. Viivoilla kohtaavat matriisialkiot kerrotaan keskenéén ja lasketaan yhteen
toistensa kanssa. Alhaalta ylos piiretyilla viivoilla kidytetdan negatiivista merkkia.

Nain laskemalla saadaan
= (11022033 + (12023031 + Q13021032 — A31A22013 — A32023011 — (33021012

ailz aiz Aais

det |a21 age ass
azy as2 ass

Determinantti voidaan aina laskea kdyttdmaélla alideterminanttikehitelméé. Olkoot A €

R™*"_ Seuraavassa merkinnilli [A]; ; tarkoitetaan R™=D*(=1) matriisia, joka saadaan kun

matriisista A poistetaan rivi ¢ ja sarake j.
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Kuva 11: Sarruksen saanto

Esimerkki 6.1. Olkoot
ail a2 Aais
A= |ax ax ag3

az1 azz Gas3
Talloin

32 Aa3s3 a3; Aass azyp ass

(Al = {am aﬂ Al = [Cm aQ?’} [Als = {am 122

Aloitetaan todistamalla seuraava tulos

Lemma 6.3. Olkoot A € R™*™ siten, ettd

10
1=l )

jossa Agy € R=DX(=1) " Tgligin det A = det Agy.
Todistus. Seuraa permutaatiokaavasta.
Kayttamalla Lemma 6.3 voidaan todistaa seuraava tulos

Lemma 6.4. Olkoot A € R™". Tdlloin pdtee
det A = Zn:(—l)ilaﬂ det [A]; 1
i=1
Todistus. Kaytetdan determinantin n-linearisuutta. Péatee
det A=V(ay,...,a,) = V(i ai1€;,. .., Q)

Joten,

det A = Z aﬂV(ei, e ,an)
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Suoritetaan nyt matriisin A rivien permutaatio siten ettd permutoidun matriisin rivit ovat
jarjestyksessa i,1,...,4—1,i+1,...,n. Permutaatioita tarvitaan yhteensé (i — 1) kappa-
letta. Téalloin determinantille pétee

Viewo0 — 0 a2 ]

0 [Alia]”

jossa bj = a;(j4+1). Kdyttdmalld determinantin n-lineaarisuutta saadaa saadaan

Lemman 6.3 avulla saadaan
V(e,-, ey an) = (—1)i_1 det [A]i,l'
Joka todistaa viitteen. O

Kayttamalla yllaolevaa teoreemaa rekursiivisesti voidaan laskea n x n-matriisien detr-
minantteja.

Esimerkki 6.2. Olkoot

oo O W
S O =N
S N O O
—_

o @ oo

Tdlloin
4 0 5 3
detA=1-det |6 7 0| —2-det |0
0 0 10 8

Kayttamalla ali-determinanttikehitelmdd saadaan

)
0].
0

S N O
—

7 0
0 10

4 0 5 6 7
det [6 7 0| =4det { } + 5det {O 01 = 280
0 0 10

Matriisin [A]y determinantti voidaan laskea kiyttamdlla samaa menettelyd. Ndin ollen
saadaan det [A]1 2 = —70 ja det A = 420.

Koska det A = det AT ali-determinanttikehitelmé voidaan kehittéé rivin tai sarakkeen
mukaan. Permutoimalla matriisia A, kehitelmé voidaan laskea minké vain matriisi rivin tai
sarakkeen mukaan. Saadaan,

dot A = (~1P7 3 (~1)ayy det [A],
=1
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Tal vastaavasti

det A = (1)) (=1)""aj; det [A];;
=1

Determinanttia laskettaessa kiytettava kaava valitaan yleensd sen mukaan, mikd matriisin
rivi sisaltaé eniten nollia. Nain kasin laskenta yksinkertaistuu huomattavasti.
Kun kiytetddn tietokonetta apuna, voidaan determinantti laskea muodostamalla ensi
matriisin LU - hajotelma ja kiyttamalla tatd hajotelmaan determinantin laskennassa.
Kayttamalla apuna ali-determinanttikehitelméé, voidaan todistaa seuraava lause

Lemma 6.5. Olkoot U ala- tai ylikolmiomatriisi. Talloin,

i=1

Olkoot A = LU. Kayttamalla determinantin tulosééntod, saadaan
i=1

6.3 Determinantti ja yhtaloryhman ratkaisun

Determinanttia voidaan kiyttaa sekd yhtaloryhmaén ratkaisemiseen ettd yhtaloryhmén rat-
kaisun olemassaolon tutkimiseen. Yhtaloryhmaén ratkaisu olemassaololla ja determinantilla
on seuraava yhteys.

Lemma 6.6. Yhtdloryhmalli (14) on olemassa yksikdsitteinen ratkaisu jos ja vain jos
det A #0

Todistus. Jos det A # 0, ovat matriisin A sarakkeet lineaarisesti riippumattomia. T&ll6in
R(A) = R", joten yhtéloryhmélla on Lauseen 5.2 nojalla olemassa yksikésitteinen rat-
kaisu. Jos yhtaloryhmélle ei ole yksikésitteistd ratkaisua, sarakkeet eivét ole lineaarisesti
riipppumattomia ja det A = 0. ]

Yhtéloryhmia voidaan myos ratkaista determinantin avulla, kdyttdmalla ns. Cramerin
sdantod. Cramerin sddntod ei kdytetd kun tehtavid ratkaistaan tietokoneen avulla, mutta
se on hyddyllinen tyokalu kun matriisin alkiot ovat symbolisia lausekkeita.

Lemma 6.7. Olkoot A € R™"™ b € R". Tdlléin yhtdloryhmdn Ax = b ratkaisulle pdtee

V(al, ey ai,l,b, iy, -- Cl,n)
det A

xT; =
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Todistus. Suoraan laskemalla saadaan
zV(ay,...,a,) =V(ay,...,za;,...,a,)

Determinantin n-lineaarisuuden ja ominaisuuksien perusteella péatee, etta
n
I’iV(Cl,l, R ,G,n> = V((Il, cey E Z;Qj, ..., an)
Jj=1

Koska Az = b saadaan

zViay,...,a,)=V(ay,...,Azx,...,a,) =V(ai,...,b,... . a,).

6.4 Ristitulo R3:ssa

Determinanttiin liitty R3:ssa mééritelty kuvaus, ristitulo. Ristitulo on kuvaus R?* x R? — R3
joka liitté#s kahteen vektoriin a,b € R3 niiden méirittiman suunnikkaan pinta-alan seki
normaalin. Ristituloon térmétaan tulevilla matematiikan ja fysiikan kursseilla erityisesti,
kun lasketaan integraaleja. Historiallisesti ristitulo on maéaritelty ensimmaista kertaa kun
on tutkittu tetraedreja. Tarkastellaan seuraavassa suuntaissarmioa,

S={ta+sb|tse[0,1]}.
Téamén suuntaissdrmion pinta-ala voidaan laskea samalla tavalla kuin aikaisemmin,
S| := |af*[b]* — (a - b)*.

Lasketaan seuraavassa vektorien a, b virittdmaén tason yksikkonormaali . Yksikkonormaa-
lille patee
n-a=0 n-b=0 n-n=1 (21)

Kun a, b # 0 ja a, b eivit ole yhdensuuntaisia, yllaolevalla yhtaloryhmaélla on kaksi ratkai-
sua. Yhtilot a”’n = 0 ja b'n = 0 voidaan ymmértis ehtona

a; ag as
neN(lbl : bD

Kun vektorit a,b téyttivit niille asetetut ehdot, kyseessi yksiulotteinen R? aliavaruus
span{c}. Néinollen tehtdviiksi muodostuu etsia skalaari «v siten etté

n = ac

toteuttaa ehdon |n| = 1. Normin mééritelméstd seuraa, ettd ehdon téyttéavia ratkaisuita
on kaksi, o ja —a.
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Kootaan yhtélot (21) yhtéloryhméksi

a; Qa9 as n1
by by b3 na| =
ny N2 N3 n3

_ o O

Merkitéan ylldolevan yhtaloryméan kerroinmatriisia A:lla. Vaikka kyseessé ei ole lineaarinen
yhtaloryhma, voidaan se silti ratkaista Cramerin sddnnolla. Saadaan

0 as as
det |0 by b3
_ 1 ny ng _aghz — boas
" det A  detA
seka,
a1bs — bias . arby — boay
2= det A Ja s = det A

Determinantin ominaisuuksien perusteella tiedetdén, ettd det A on vektorien a, b, n virit-
tdmén kuution tilavuus. Koska n on yksikkovektori, patee

det A = £|S5],

Eli, determinantti on verrannollinen suunnikkaan S pinta-alaan. Méaritelldan ristitulo siten
etta

CLng — b2a3
axb= a1b3 — b1a3
(Zlbg — bgal

Ristitulo antaa siis suunnikkan S normaalivektorin jonka pituus on sen pinta-alaa. Merkki
on valittu oikean kiden sdénnén mukaan.

Ristitulon kaava voidaan muistaa, kun "venytetdin"hieman determinantin méaritelméa
ja kirjoitetaan :

€1 € e3
det ay ag ag| = (a2b3 — b2a3>€1 + ((llbg - b1a3)62 + (a1b2 — bgal)eg.
by by by

7 Matriisin ominasarvot

Matriisin A € R™*" ominaisarvoilla ja ominaisvektoreilla tarkoitetaan yhtélon : Etsi (A, @) €
C x C", x # 0 siten etté
Az = \x (22)

ratkaisuja. Ominaisarvoja ja vektoreita laskettaessa kiytamme kompleksilukuja C. Vekto-
rit, joiden alkiot ovat kompleksilukuja muodostavat avaruuden C", jossa laskutoimitukset
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on madritelty samalla tavalla, kuin avaruudessa R". Léahes kaikki aikaisemmin késittele-
méamme teoria yleistyy avaruuden C" vektoreille. Erotuksena on muutos Eulkidiseen sisé-
tuloon ja normiin,

(xy) ==y |zl = Voo

jossa x-on konjugaattitranspoosi,

x* =T,

Ominaisarvoja kiytetaén insinooritieteissa ja matematiikassa monessa eri kdyttotarkoi-
tuksessa. Esimerkiksi rakenteiden varahtelyt voidaan ratkaista ominaisarvotehtiavien avul-
la. Talld kurssilla kiytdmme ominaisarvoja matriisiarvoisten funktioiden, matriisin potens-
sin ja eksponentin laskentaa. Naitd funktioita voidaan soveltaa rekursio- tai osittaisdiffe-
rentiaaliyhtaloiden ratkaisemisessa.

Yhtélo (22) voidaan kirjoittaa muodossa : Etsi (A, x) € C x C", x # 0 siten etté

(A= M)z =0.

Kun A € C on matriisin A ominaisarvo matriisilla (A — AI) on ei-triviaali nolla-avaruus.
Kayttamalla determinantin ja nolla-avaruuden valistd yhteyttd, voidaan ominaisarvo rat-
kaista yhtalosta

det (A —AI)=0.

Tamé yhtalo ei riipu ominaisvektorista . Kun ominaisarvot tunnetaan, niihin liittyvét
ominaisvektorit ratkaistaan maérittdmalld matriisin (A — AJI) nolla-avaruus. Yhtélo (22)
madrittadd ominaisarvon A € C yksikésitteisesti, mutta kutakin ominaisarvoa vastaa déret-
tomédn monta ominaisvektoria, € N(A — AI).

Esimerkki 7.1. Olkoot
. 1 2
1201

Matriisin A ominaisarvot ovat yhtdlon
det (A—AI)=0
ratkaisuja. El,
1-Xx 2 | 9 B
det[ 5 1_)\}—(1—/\) —4=0

Ndinollen matriisin A ominaisarvot ovat Ay = —1 ja Ay = 3.
Lasketaan seuraavaksi ndaihin ominaisarvoihin liittyvdt ominaisvektorit, elt mddritetddn
avaruudet N(A — M\ I) ja N(A — X\aoI). Saadaan

2 2 ) -2 2
A—)\J:[z 2] ja A—)\ZI_{Q _2]

Tamdn esimerkin tapauksessa nolla-avaruus voidaan lukea suoraan matriiseista. Saadaan:
1 , -1
N(A—)\ll):span{ {J } ja N(A—)\gl)zspan{ [1] } (23)
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Kuten esimerkissé 7.1, ominaisarvotehtévin (22) ratkaiseminen johtaa polynomi nolla-
kohtien laskemiseen. Olkoon matriisiin A € R"*" karaketristinen polynomi

pa(N) = det (A — AI).
Alideterminanttikehitelmén avulla ndhdéén, ettd ps on enintdén n-asteinen polynomi.
Lemma 7.1. Olkoot A € R™™. Tdilldin pa(\) = det (A — AI) on n-asteen polynomi.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla matriisin dimension suhteen.

Perus-askel n = 2: Suoraan laskemalla ndhdéén, ettd det (A — A\I) = {@1;— A a 12 )J =
21 22 —

(an - )\)(GQQ - )\) — Q12G21.-
Induktio-oletus : viite on totta, kun n = k.

Induktio-askel Olkoot A € RF+Dx(k+1) Kehitetiifin determinantti matriisin ensimméi-
sen sarakkeen suhteen kdyttamalld ali-determinanttikehitelmaé

k
pa(A) = (a11 — A)det [A = Al + ) (=1)""az det [A — AT (24)
=2
Kullekkin alideterminantille péatee

det [A — /\]]i71 = det ([A]z,l — )\]),

Jossa I on R*** identiteettimatriisi. Induktio-oletuksen mnojalla det ([A];; — AI) on k-
asteinen polynomi, joten yhtélon (24) nojalla p4 on k + 1 asteen polynomi. O

Koska matriisin ominaisarvot ovat siihen liittyvin karakteristisen polynomin juuria,
voidaan ominaisarvoja tutkia tutkimalla karakteristisen polynomin ominaisuuksia.

Lemma 7.2. Olkoot A € R™™. Tdlloin matriisilla A on enintddn n erillistd ominaisarvoa.

Todistus. Matriisin A ominaisarvot ovat sen karakteristisen polynomi p, juuria. Koska
polynomi p4 on astetta n silld on algebran peruslauseen nojalla korkeintaan n juurta. [J

Matriisin ominaisarvo voi olla karteristisen polynomin monikertainen juuri. Olkoot mat-
riisin A € R™" ominaisarvot Aq,..., \,. Télloin karakteristinen polynomi voidaan kirjoit-
taa muodossa

paA) = (=1)" [ [(x =A™

k
=1

Lukua 75 kutsutaan ominaisarvon algebralliseksi kertaluvuksi. Kuhunkin ominaisarvoon
liittyy ominaisvektorien avaruus

Ey = N(A = AI.
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Téamén avaruuden dimensioa (lineaarisesti riippumattomien kantavektorien lukumé&éras)
kutsutaan ominaisarvon A geometriseksi kertaluvuksi.

Esimerkki 7.2. Tarkastellaan matriisia

Lasketaan A:n ominaisarvot.

33— -1

detA—/\I:det[ 1 1

}:(3—)\)(1—)\)+1:0

Saadaan,
B=N1-XN)+1=X—4\+4=(\—-2)~

Joten A = 2. Koska pa voidaan kirjoittaa muodossa pa(\) = (A — 2)?, kyseessi on kak-
sinkertainen ominaisarvo. Lasketaan seuraavaksi ominaisarvoon 2 littyy ominaisavaruus

N(A - 21). o {1 _1}
1 1|

Ominaisavaruus N(A — \) = span{ [ﬂ } Ominaisarvon 2 geometrinen kertaluku on siis
ykst.

Matriisin eri ominaisarvoihin liittyvéat ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumatto-
mia.

Lause 7.1. Olkoot A € R™™"™ ja Ai,..., A\ matriisin A erilliset ominaisarvot. Tdlloin er:
ominaisarvothin litttyvat ominaisvektorit ovat lineaarisesti riippumattomaia.

Todistus. Todistetaan vaite induktiolla ominaisarvojen lukuméaaran suhteen.

Perusaskel: Yleisyyttd menettdméatta voidaan tarkastella ominasarvoja A; ja Ay. Olkoot
Ty, xo € C" siten, ettd

A.’El = )\1:131 ja Awg = )\ng.
Tehdaén vasta-oletus: Ominaisvektorit a1 ja @5 ovat lineaarisesti riippuvia, eli on olemassa

a € C, a # 0 siten ettd
L1 — Ly = 0 tai L1 = ALo.

A
Ax; = aAxy  siten, ettd xq = )\—Qan.
1

Josta seuraa, etta

Eli, Ao = \;, joka on ristiriita.
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Induktio-oletus: Oletetaan, ettd ominaisarvoihin Ay, ..., \,,_1 liittyvit ominaisvektorit ovat
lineaarisesti riippumattomia.

Induktio-askel: Olkoot @x;,7 = 1,...,, ominaisvektoreihin \q, ..., \,, liittyvid ominaisvek-
toreita. Tehd&dn vastaoletus : @; ovat lineaarisesti riippuvia. Eli, on olemassa o € CF siten
etta

k

jos a; = 0 jollain ¢ véite seuraa suoraan induktio-oletuksesta. Joten, voimme olettaa, etté
a; #0,0=1,..., k. Kerrotaan yhtdlo (25) matriisilla A. TAmé& antaa

i
[lman yleisyyden menetysté, voimme olettaa, ettda \; # 0. Joten,
k
Ai
a1y = o —;.
141 ; 2)\1 7

Yhtélon (25) mukaan oy = Zsz a; \;x;, joten

k \
0= (073 1-—- —= ;.
200
Koska induktio-oletuksen mukaan x;,7 = 2, ..., k ovat lineaarisesti riippumattomia ja
a; # 0 tulee péted (1 — i—l) = 0, joka on ristiriita. ]

Eri ominaisarvoihin liittyvien vektorien lineaarinen riippumattomuus johtaa matriisin
A ominaisarvohajotelmaan. Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa kunkin ominaisarvon geo-
metrinen ja algbrallinen kertaluku ovat yksi. Kootaan matriisin A € R"*" ominaisvektorit
matriisin X € C™*" sarakkeiksi

X = [:nl :vn] )
Lasketaan matriisitulo AX
saadaan

Tama voidaan kirjoittaa muodossa
AX = XA
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jossa A € C™*" on siten, ettd

Lauseen 7.1 nojalla matriisin X sarakkeet ovat lineaarisesti riippumattomia, joten matriisi
X on sddnnollinen. Saadaan
A=XAX""

Kyseessd on matriisin A ominaisarvohajotelma. Ominaisarvohajotelman avulla voidaan
madritelld matriisiarvoisia funktioita, kuten matriisin potenssi tai eksponentti. Esimerkiksi

matriisin potenssille
Ak — I kun £ =0 '
AAPT kun k>0

patee
Lemma 7.3. Olkoot A € R™ "™ siten ettd
A=XAX",

jossa X € C™™ on sddnnollinen matriisi ja A € C"™ on diagonaalimatriisi. Tdlloin
jokaisella k € N pdtee
AF = XAFX

Todistus. Todistetaan véite induktiolla.
Induktio askel, k= 1 : Viite seuraa suoraan oletuksista.
Induktio-oletus : Viite on totta, kun £k =m

Induktio-askel : Todistetaan viaite, kun k =m + 1
AT = AA™,
Induktio-oletuksen ja oletusten perusteella

A" = XAXTIXA™X = XA™HTEX L
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Matriisin potenssin avulla voidaan méaritelld funktioiden sarjaesityksen kautta mat-
riisiarvioisia funktioita. Esimerkiksi matriisin eksponenttifunktio méaritelldd eksponentti-

funktion sarjaesityksen
> _n

.
n!

n=0

avulla. Olkoot A € R™™. Matriisin A eksponenttifunktio on talloin

00 An
€A = ZF

n=0
Sarjan summalle pétee
oA
>y = dm >
n=0 n=0

Télla kurssilla emme ole keskustelleet, siitd miten matriisien suuruutta mitataan. Formaa-
listi ylldoleva raja-arvo tulee tulkita € — d-maaritelmén kautta: Vo > 0 on olemassa Ns € N

siten, etta
[e%S) n N An
PR Dy
“~nl =l

jossa || - || : R™™™ — R on jokin matriisille méaéritelty normi. Matriisinormi on kuvaus,
joka liitttd kuhunkin matriisiin reaaliluvun seké toteuttaa Luvussa 3 vektorinormille vali-
tut ominaisuudet. Jotta matriisin eksponenttifunktio voidaan maéritella formaalisti, tulisi
matriisinormista keskustella tarkemmin - jatetddn tdmaé tuleville matematiikan kursseilla.

Diagonalisoituvan matriisin eksponenetti voidaan laskea sarjaesityksen avulla. Olkoot
A € R™™ siten, ettd

S(S v NZ?’M,

A=XAX"!

jossa X € R™" on sdénndllinen ja A € R™" diagonaalimatriisi. Matriisin A potenssille
patee

A" = XA" XL
Kayttamalla tata esitysta saadaan
N Ak
k=0 &I
N N Xk
» o Ar=X k=0 K Xt
n=0 e
N )k
k=0 k!

Matriisinormin ominaisuuksista seuraa (ei todisteta), ettd raja arvo voidaan viedd diago-
naalimatriisin alkioiden sisdan.

. N b
oo Do 7

: N X

By o0 g 7 -1

. N )k
NN 00 D ko T
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Laskemalla raja-arvot saadaan

e =X . Xt (26)

€>\"

Diagonaisoituvan matriisin A eksponenttifunktio on mééritelty ylldolevan esityksen avulla.

Esimerkki 7.3. Lasketaan Esimerkin 7.1 matriisin
1 2
=[5 7]

eksponentti. Esimerkin 7.1 nojalla pdtee,

on 2]l R

Matriisiarvoisia funktioita kiytetddn esimerkiksi differentiaaliyhtdloita ratkaistaessa.
Esimerkiksi matriisn eksponenttifunktio antaa tehtavin: Etsi (t) : [0,00) — R" siten etté

Z'(t) = Az(t) x(0) = x. (27)
ratkaisun. Ratkaisuksi saadaan
x(t) = ey,

Tarkastetaan, ettd @(t) on tehtévin (27) ratkaisu. Vektorin x(t) aikaderivaatta voidaan
laskea suoraan méaritelman avulla:
x(t+ h) — x(t) et Az, — etix

/ 1 1
w0 = T

Miiritelmistd (26) seuraa, ettd eM4 = eh4etd. Kiyttamilld matriisieksponentin sarjae-
sitysta saadaan

(t+h)A A tA
i © x To _ (hA+ O(h))et

h—0 h h—0 h

0—€t

= Aetx,

Joten x(t) on tehtdvin (27) ratkaisu. Laskuharjoituksissa tehtévd (27) ratkaistaan muut-
tujanvaihdon avulla.

7.1 Hermiittiset matriisit

Tassa luvussa kasittelemme hermiittisia matriiseita. Jokainen hermiittinen matriisi A €
C™*™ voidaan kirjoittaa muodossa

A= QAQ",

jossa @ € C™™ on unitaarinen matriisi ja A € C"*" diagonaalimatriisi.
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Maaritelma 7.1. Olkoot U € C™" unitaarinen matriisi. Talloin U on sddannéllinen ja
Ul =Ur.
Esimerkki 7.4. Olkoot

Talloin U on unitaarinen matriisi.

Koska hermiittiset matriisit ovat aina unitaaridiagonalisoituvia, ne muodostavat erit-
tain tarkedn matriisien ryhmén. Hermiittisilla matriiseilla on myos muita térkeitd ominai-
suuksia, esimerkiksi hermiittisen matriisin ominaisarvot ovat reaalisia ja eri ominaisarvoi-
hin liittyvat ominaisvektorit ovat aina ortogonaalisia.

Lemma 7.4. Olkoot A € C"*" siten, ettd A = A*. Tdlloin kaikki matriisin A ominaisarvot
ovat reaalisia.

Todistus. Olkoot A ja v siten, etté
Av = .

Patee
v Av = Mot

Matriisin A symmetrisyyden nojalla pétee,

v*Av = (Av)'v = (\v)*v = A|v|%

Néinollen
A=N|v*=0
Eli
2ImA|v|* = 0

]

Lause 7.2. Olkoot A € C™*" siten, etti A = A* ja q,,q, € C" siten, ettd

Ag, = Mg, Agy = Mg,
jossa Ay # Ay € R. Tdlldin g5q, = 0.
Todistus.
Mqiq; = Mi(Mgy)" g = q1Ag,
Toisaalta
A2q1q; = q1(X2q5) = q1AQ,.
Eli
(A2 — A1)gig, = 0.

Koska Ao # Ay, tulee péted gjg, = 0.

]
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Lause 7.3. Olkoot A € C" " siten, ettdi A = A*. Tdlloin on olemassa unitaarinen () €
C™ ™ ja diagonaalimatriisi A € R™™ siten, ettd

A=Q*AQ.

Todistus. Perusaskel : n = 1 Viite on selvasti totta.
Induktio-oletus: viite on totta, kun n = k.

Induktio-askel: Jokaisella matriisilla A € C*TDx(*+1) o aina vihintiéin yksi ominaisar-
vo A ja sitd vastaava ominaisvektori q, |g| = 1. Olkoot @ € C*+1*F siten, ettd Q*q = 0
ja Q*Q = I. Tarkastellaan matriisia

* _|g*Aq q*AQ| |\ 0
@ @ ala Q=850 8521 =10 ool

Koska matriisi Q* AQ) on hermiittinen, Induktio-oletuksen nojalla on olemassa unitaarinen
Q. € CF** ja diagonaalimatriisi A € R¥** siten, etté

QAQ = Q1M Q.
Eli, péatee

e @ Alg Q= B Q*{RQJ - Ll) c(z)i} B /ﬂ {(1) CSJ'
sl ally oo Xl o)t o

@y o o o)l @ =1

Joka todistaa vaitteen. O]

Néinollen,

Koska pétee

7.2 Singulaariarvohajotelma

Jokainen matriisi A € C™*™ voidaan hajottaa kahden unitaarimatriisin sekd diagonaali-
matriisin tuloksi. Kyseessd on matriisin singulaariarvohajotelma,

A=UXV".

jossa U € C™" V € C™*™ ovat unitaarisia matriiseja ja > € R™*™ on diagonaalimatriisi.

Kunn <m
01
02
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kun n > m,
01
02

On

Singulaariarvohajotelma ei ole yksikdsitteinen, vaan matriisit U,V ja ¥ voidaan valita
usealla eri tavalla. Redusoidussa singulaariarvohajotelmassa matriisin U nolla-singulaariarvoja
vastaavat sarakkeet poistetaan. Tama johtaa hajotelmaan

A=U%V",
jossa U, € C™*™ V € C™*™ ja diagonaalimatriisi X, € R™*™ ovat siten, ettd
g1
UU, =1 VV=1 u.=|

Om

Singulaariarvohajotelma voidaan kirjoittaa muodossa (laskuharjoitustehtévi)

m

*

A= E o;u;v;.
=1

Jokaisella matriisilla A on olemassa redusoitu singulaariarvohajotelma.

Lause 7.4. Olkoot A € C™™, m < n, Tdlloin on olemassa U, € C™*™ V € C™™ ja
diagonaalimatriisi 3, € R™*™ siten, ettd

A=UXV"™.
jossa U*U =1, V*V =1 ja X on diagonaalimatriisi, jonka alkiot o; > 0.

Todistus. Konstruoidaan matriisi V' ja muodostetaan > sekd U tdmén avulla. Jos matriisilla
on olemassa singulaariarvohajotelma pétee,

AA=VYISV =V ' vV

Koska matriisi A*A on hermiittinen ja néinollen unitaaridiagonalisoituva, etsitddn matrii-
sia V' A*A ominasvektoreista ja singulaariarvoja o;; vastaavan ominaisarvon neliGjuurina.
Olkoot V' € C™*™ ja diagonaalimatriisi A € R™*™ siten, etté

ATA=VAV™.
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Néaytetddn ensin, ettd kaikki matriisin A* A ominaisarvot ovat positiivisia. Pétee,
VFATAV = A

Eli

Oletataan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd N(A*A) on triviaali. T&éll6in pétee lisdksi \;; # 0
eli \;; > 0. Nainollen
ATV ATAVAT? = 1

Eli, matriisi U = AVA~'/? on unitaarinen. Kéintamalld matriisit V' ja A~Y/? saadaan
A=UANPV =UnV*™.
O

Singulaarihajotelma voidaan muodostaa laskemalla matriisien A*A ominaisarvot ja
ominaisvektorit. Matriisi U saadaan muodossa U = AX"1/2V . Kiytinndssi matriisin sin-
gulaariarvohajotelma voidaan lasketaan ainan numeerisesti.

Singulaariarvohajotelma eroaa ominaisarvohajotelmasta siten, ettd se on olemassa jo-
kaiselle matriisille A. Singulaariarvohajotelmaa ei voi kiyttaa esimerkiksi matriisin potens-
sin laskentaa, vaan silld on erilaisia kdyttotarkoituksia. Singulaariarvohajotelmaa kiytetdan
esimerkiksi matriisin pakkaamiseen, matriisin nolla-avaruuden sekd rangin méaarittamiseen.
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