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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Harjoituksen aiheet

e Satunnaismuuttujien ja todennikoisyysjakaumien kertaus
e Tilastollinen estimointi

e Monte Carlo -simulointi

Oppimistavoitteet

e Ymmartaa periaatteessa kuinka Monte Carlo-simulointia voi

kiyttad systeemien analysoinnin tukena

e Monte Carlo -simuloinnin perusidea ja toteuttaminen Matlabilla
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Satunnaismuuttujan todennikoisyysjakauma

e Satunnaismuuttuja X on satunnaisilmion tulosvaihtoehtoihin
liitetty reaaliarvoinen funktio X :  — R. Se liittd4 reaaliluvun

jokaiseen tapahtuma-avaruuden alkeistapahtumaan w € (.

- Esim. Noppien silmélukujen summa,
X :{(1,1),...,(6,6)} - {2,...,12} s.e. X(w) = w1 + wo
e Todennikoisyysjakauma P(X € B) kertoo milla todennékoi-

syydelld satunnaismuuttuja saa arvon joukosta B C R.

S P(X=2) =4, P(X<3)=P(X=2)+P(X=3) =2

e Satunnaismuuttujan X kertyméafunktio
F(zx) =P(X <x)

kuvaa todennédkoisyysmassan kertymista argumentin x kasvaessa.
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Tiheysfunktio f(x)

e Jatkuvat satunnaismuuttujat

- Satunnaismuuttuja X on jatkuva, jos sen arvoalue on jokin

reaaliakselin osavéli (tai jotkin osavilit).
f0) = Fa) = Fo)=P(X<2)= | f(o)i

e Diskreetit satunnaismuuttujat

- Satunnaismuuttuja X on diskreetti, jos sen arvoalue on
diskreetti joukko eli muodostuu erillisisté reaaliakselin

pisteista

fl@) = P(X =2) = F(z)=P(X <2)= 3 f(1)

t<x

- f(x):44 kutsutaan usein myos pistetodennékoisyysfunktioksi
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Jatkuvan satunnaismuut. tiheys- ja kertyméfunktio

>> x = -5:0.1:5;

>> tiheys = normpdf(x,0,1); % N(O,1)-normaalijakauman tiheysfunktio
>> plot(x,tiheys)

>> kertyma = normcdf(x,0,1); % N(O,1)-normaalijakauman kertym&funktio
>> plot(x,kertyma)

Normaalijakauman tiheysfunktio Normaalijakauman kertyméfunktio
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0.35¢
0.8
0.37
0.25¢1 0.6}
0.2}
0.15} | 0.4}
0.1¢
0.2}
0.05¢
0
-5 0 5 -5 0 5
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Diskreetin satunnaism. tiheys- ja kertyméfunktio

>> 7 Tehdddn n=20 toistoa, onnistumistodenn&koisyys p=0.25

>> k = 0:1:20; %» Onnistumisia 0-20 kpl

>> tiheys=binopdf (k,20,0.25); 7% binomijakauman tiheysfunktio
>> stem(k,tiheys);

>> kertyma=binocdf (k,20,0.25); 7 binomijakauman kertymafunktio
>> stairs(k,kertyma) ;

Tiheysfunktio Kertymafunktio
0.25 : : - 1 - :
i Q ] i
0.2 o 0.8
®
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MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot



Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Tilastollinen estimointi

e Tilastollisen tutkimuksen tarkeimpiéd osatehtavid on estimoida eli
arvioida havaintojen perusteella havainnot generoineen

todennikoisyysjakauman tuntemattomat parametrit.

- Esim. havaintojen keskiarvo on jakauman odotusarvon
estimaatti (ks. Liitteet 1 ja 2)

e Havaittujen arvojen jakauma eli frekvenssijakauma voidaan
esittdd histogrammina (jatkuvat satunnaismuuttujat) tai
pylvisdiagrammina (diskreetit satunnaismuuttujat)

- Frekvenssi: esiintymiskertojen lukuméaara

- Vastaa tiheys- tai pistetodennékoisyysfunktiota
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Histogrammi jatkuvalle jakaumalle

>> 7 Generoidaan 1000 satunnaislukua normaalijakaumasta, jonka

>> 7 odotusarvo on 3 ja varianssi 4

>> y=normrnd(3,2,1000,1);

>> 7, Muodostetaan histogrammi, lasketaan keskiarvo ja keskihajonta

>> hist(y); keskiarvo=mean(y); keskihajonta=std(y);

4\ Workspace l =N |&J 300
Eile Edit View Graphics Debug » M 2501
Bl = &g [£) Select data to plot
200t

MName Value
1 keskiarvo 3.0765 1501
1 keskihajonta 2.0110
1y =1000x1 double=

100}

501
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Pylvasdiagrammi diskreetille jakaumalle

>> 7, Generoidaan 1000 satunnaislukua binomijakaumasta, jossa
>> 7, toistojen lkm. n=20 ja onnistumistodenndkdisyys p=0.25
>> y=binornd(20,0.25,1000,1);

>> 7 Muodostetaan pylvadsdiagrammi ja lasketaan keskiarvo

>> stem([0:1:20] ,histc(y,[0:1:20])); mean(y)

ans = 4.9060

200 —

150

100

50

Frekvenssi eli havaintojen |km.

OO U I
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Monte Carlo -simulointi

Motivointi: Paatoksentekija haluaa ymmartaa kuinka systeemin
suorituskyky (performance / output) riippuu paiatoksentekijén
kontrollissa olevista muuttujista (decision variables / inputs). Liséksi
systeemiin liittyy satunnaisuutta.

Esimerkiksi: Kuinka monta kassaa tarvitaan pankkikonttoriin, jotta
asiakkaat saadaan asiallisesti palveltua? Asiakasméiri vaihtelee
palvan mittaan satunnaisesti.

e Analyysié varten tarvitaan matemaattinen malli tutkittavasta
systeemisti seké siithen liittyvistd satunnaisista muuttujista

e Monte Carlo simulointi hyva tyckalu kun syotteet (input) ja
ulostulot (outputs) satunnaisia

e Ulostulon todennikoisyysjakauman péaattely syotteen funktiona
voi olla kiytdnnossa liian vaikeaa "analyyttisesti”
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Monte Carlo -simulointi

e Monte Carlo (MC) -simuloinnissa malli ajetaan useita (tuhansia)

kertoja kiyttiden syotteend tietokoneen luomia satunnaislukuja

= Saadaan tuhansia havaintoja ulostulosta. Néiden jakaumia
voidaan havainnollistaa kuvin tai estimoida kiinnostavia

tilastollisia tunnuslukuja.

e MC-menetelmié kaytetddn hyvin laajasti esim. fysiikassa,
tilastotieteissi, todennakoisyyslaskenntassa, laskennallisessa

biologiassa, taloustieteissa, ...

e MC-menetelmié varten tulee pystyé generoimaan satunnaislukuja

halutusta todennikdisyysjakaumasta
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Monte Carlo —esimerkki: Satunnaiskively

for mc=1:1000 % Tuhat k&velya
x(mc,1)=0; % Lahtépiste origossa
for t=2:100 7% Simuloidaan yksi k&vely
x(mc,t)=x(mc,t-1)-1+2*rand; 7 x-siirtymd tasajakautunut [-1,1]
end
end
subplot(1,2,1); plot(x(1,:),[1:1:100],’r.-’); title(’Er&ds polku’)
subplot(1,2,2); hist(x(:,100)); title(’Padidtepisteen jakauma’);

Eras polku Paéatepisteen jakauma
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Monte Carlo —esimerkki: Satunnaiskively

Satunnaiskively on perusmalli esimerkiksi biologiassa
(mikroskooppisten asioiden liike) ja investointiteoriassa (porssikurssin
kehitys)

Eras polku Paatepisteen jakauma
100 - 250 - - -
80 200
B
60 2 150
o
- <
40 ¢ © 100¢
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20 ¢ 50
0 ' ' 0
-4 -2 0 2 4 -20 -10 0 10 20
X(t) x(100)
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Tehtiava A: Log-normaalijakauma

Moniin luonnonilmi6dihin seké teknisiin ja sosiaalisiin systeemeihin
liittyy log-normaalisti jakautuneita suureita.
(https://en.wikipedia.org/wiki/Log-normal_distribution)

Jos satunnaismuuttuja X on normaalijakautunut, niin e* on

log-normaalijakautunut.

1. Generoi 500 lukua N(0,1)-normaalijakaumasta. Eli
normaalijakauman parametreina odotusarvo 0 ja keskihajonta 1.
Kéayta randn-funktiota.

2. Tee luvuille eksponenttimuunnos. Esimerkki: Luvun 3
eksponenttimuunnos: exp(3)=20.0855.

> Piirra histogrammit sekd normaalijakautuneista luvuista seké
niiden eksponenttimuunnoksista. Kayta histogrammissa 20
luokkaa. #» Kuvaile histogrammeja sanallisesti.
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

3. Estimoi log-normaalijakauman parametrit kiyttden kohdassa 2
luotuja lukuja. Kéyta funktiota lognfit. Selvitd parametreille

95%-luottamusvilit.

(Parametrien tulisi olla ldhelld arvoja 0 ja 1, silld ldhdimme

litkkeelle N(0,1)-normaalijakaumasta.)

4. Toista tyovaiheet 1, 2 ja 3 (kuvia ei tarvitse piirtda uudestaan).

Generoi talla kertaa vain 100 lukua.

# Miten parametreille estimoidut 95%-luottamusvélit muuttuvat,

kun estimointiin kdytetdan pienempéd otosta?
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Tehtiva B: Palvelujonon Monte Carlo simulointi

Pankinjohtaja on palkannut sinut konsulttina selvittamé&&an, kuinka
monta kassaa pankissa tulisi olla, jotta jonon pituus pysyisi

kohtuullisena.

e Asiakkaita saapuu pankkiin satunnaisesti, siten ettd kahden
asiakkaan saapumisen vélinen aika noudattaa
eksponentiaalijakaumaa, jonka odotusarvo on 3 minuuttia (ks.
Liite 3).

e Kullakin kassalla yhden asiakkaan palvelemiseen kuluva aika
noudattaa exponentiaalijakaumaa, jonka odotusarvo on 5
minuuttia. Merkitddn kassojen lukuméaaraa muuttujalla .

e Saapuessaan pankkiin uusi asiakas siirtyy kassalle, jos sellainen
on vapaana, tai jonoon, jos kaikkilla kassoilla on asiakas. Kun
asiakkaan palvelu on valmistunut hin ldhtee pois pankista.

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Kassat (3, tdynna)
Esimerkkitilanne \

lono (2) |‘ III‘

\

Uudet asiakkaat -+ \

>/ N [ ol
N

7 Yhteensa 5 asiakasta
Yksittdisen kassan
palveluaika keskimaarin 5

minuuttia
Palvelu

valmistuu (
Jono (1) ¥
el

Uusi asiakas Kejsklm.aarm kerran 3 -

minuutissa ~ _ _ -/
saapuu >~ — -
s
-
= A -
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Kuvan tekijd: Teemu Seeve

Yhteensa 6 asiakasta
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Tehtava B: LammittelyaA...

1. Eksponentiaalisesti jakautuneita satunnaismuuttujia saat

matlabista komennolla exprnd.

# Milld komennolla saat pystyvektorin, jossa on 15
eksponentiaalijakaumasta arvottua satunnaislukua? Kéayta

eksponentiaalijakauman odotusarvona lukua kolme.

2. While-rakenteen kaytto asiakkaiden kertymisen mallintamiseksi.
Luo while-rakenne, jossa asiakkaat saapuvat yksitellen pankkiin

ja kukaan ei poistu. Paivitd ajanhetkeé ¢ kunnes 8 tuntia tayttyy.

while t<8%60 ¥Simulointi pa&dttyy kun pdivédn kesto minuutteina ylitf

t=t+. .. sPadivitd uusi ajanhetki.

Piirrd kuva asiakkaiden lukumé&éran kertymisesta.
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Tehtiva B: Simuloinnin perusrakenne kun
asiakkaita poistuu

Simuloinnin perusrakenne kun kassoja on useita ja asiakkaita poistuu:

e Pankin ovien avautuessa ajanhetkelld £ = 0 minuuttia pankissa

on a = 0 asiakasta.

e Ajanhetked t pdivitetddn kidyttden while-silmukkaa.
Kassatilanteen simulointi jatkuu kunnes ¢ ylittda péivan keston.

e Jokaisella iteraatiolla arvotaan: (i) seuraavan uuden
asiakkaan saapumisajanhetki seki (ii) ajanhetket jolloin

kaytossi olevien kassojen palvelut valmistuvat.

e Piivitd uudeksi ajanhetkeksi pienin néistd ajanhetkistd. Muut

ajanhetket voi jattda huomiotta. Paivita asiakasméarara.
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Tehtiva B: Simulointi yhdelld kassalla

2. Simuloi ensin jonon pituutta kun kassoja on tasan yksi.

while t<8%*60;
hseuraavan asiakkaan saapuminen

seuraava_asiakas_saapuu=

hpalveluiden valmistumiset

kassoja_kaytossa=

if kassoja_kaytossa > 0 Ypalvelu voi valmistua vain jos kassojz:

hon kaytdssa

palvelut_valmistuu=

else 7jos kassoja ei k&ytossd, niin palvelu ei valmistu koskaar
palvelut_valmistuu=Inf;

end

hpdivitd seuraavaksi ajanhetkeksi pienin n&distd ajanhetkisti...
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

e Piirrd kuva jonon pituuden kehittymisesti. Kayta komentoa

stairs(). Huom! kassoilla olevat asiakkaat eivét ole jonossa.
e Piirrd paillekkéni 10 aikasarjaa jonon kehittymisesta.

# Perustele parilla lauseella miksi exp-jakauman unohtamis-

ominaisuus mahdollistaa yllakuvatun simulointimallin kayton.
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Tehtava B: Simulointi usealla kassalla

3. Laajenna mallia toimimaan tapauksessa, jossa kassoja on useita.
Tuo mukaan muuttuja k, joka kertoo kassojen lukumé&aran.

4. Simuloi 10 jonon pituutta kuvaavaa (8h) aikasarjaa, kun kassoja

on k£ =1,...,6 kappaletta. Simulaation perusrakenne on esitetty
kalvolla 17.

& Liitd vastauksiisi kuusi kuvaa (subplot(3,2,k)), kussakin 10
aikasarjaa tietylld kassojen lukumééralla. Nimeé akselit ja aseta
otsikoksi kassojen lukuméara (strcat (num2str(k), ’ kassaa’)).

# Laadi parin lauseen pituinen padtdssuositus, jossa tuottamiisi
kuviin tukeutuen perustelet optimaalisen kassojen lukumééran
pankinjohtajalle.

# Muuttaisitko paatossuositusta, jos toimeksiantajana olisi pankin
padluottamushenkil6?
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Kotitehtava: Newsvendor-malli simuloiden

Tausta: Pankinjohtaja on kehunut osaamistasi kalakaverilleen
Venlalle, joka tilaa sinulta uuden konsultointiprojektin.

1. Venlalla on vekottimien jalleenmyyntiyritys. Vekottimet tulevalle
myyntijaksolle tilataan tehtaalta etukateen tietamatta todellista
kysyntaa. Vekottimet ovat muotituotteita ja niilla ei ole kiyttoa
myyntijakson jilkeen: jos Venla tilaa liikaa vekottimia, ylim&a-
raiset heitetdén roskiin. Jos Venla tilaa liian vahin hdn menettaa

potentiaalista myyntia.

- Kysyntd D on tasajakautunut vélilla [0, 300] kpl

- Yhden vekottimen tilauskustannus on ¢ = 30 euroa ja

myyntihinta p = 120 euroa.

# Kirjoita arvauksesi optimaalisesta tilausméaarastéa q.
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Kotitehtava: Newsvendor-malli simuloiden

2. Laadi Matlab-funktio, joka palauttaa n havaintoa myyntivoitosta
annetulla tilausméaralla ¢ (VINKKI: generoi n satunnaista
kysyntaa D-vektoriin ja kidytd esim. min-komentoa laskemaan
myyntivoitto)

#v Mika on todennékoisyys, ettd myyntivoitto on negatiivinen
kun tilausméédrd on ¢ = 1507 (Vinkki: find)

3. Laadi Matlab-scripti, joka estimoi myyntivoiton odotusarvon
tilausmaarilla 0, 1,...300 kayttden 2.-kohdan funktiota.

Liita vastauksiisi kuva odotetusta myyntivoitosta tilaus
madrén funktiona (nimeé akselit, otsikoksi oma nimi).

# Laadi parin lauseen pituinen paatossuositus, jossa kuvaan

tukeutuen perustelet optimaalisen tilausméairén Venlalle.
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Kotitehtava: Newsvendor-malli

4. Venla on huomannut ettd tehdas ei aina toimita kaikkia h&nen
tilaamiaan vekottimia. Laajenna malliasi siten, ettd se estimoi
myyntivoiton odotusarvon eri tilausméérilla kun toimitettujen
vekottimien osuus tilausméadrastd Z on tasajakautunut valille

0, 1] (Venla tietysti maksaa vain toimitetuista vekottimista).

& Liitd vastauksiisi kuva odotetusta myyntivoitosta tilaus
madran funktiona (nimeé akselit, otsikoksi oma nimi).

# Laadi parin lauseen pituinen péadtossuositus, jossa kuvaan
tukeutuen perustelet optimaalisen tilausméaarén Venlalle.

# Vertaa simuloimalla saatua suositusta Mathematica

[-harjoituksissa laskemaasi tulokseen.

& Liita vastauksiisi kaikki lahdekoodisi kommentoituna.
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Liite 1: Odotusarvon estimointi

e Satunnaismuuttujan X odotusarvo on sen jakauman painopiste

e Diskreetille jakaumalle odotusarvo mééaritellain seuraavasti:

E(X)=pux = Zilizpz = szf(xz)

e Vastaavasti jatkuvalle jakaumalle odotusarvo maéaéritelladn nain:

+00
B(X) = jx = / o f (x)da

— OO

e Odotusarvon estimaatti on havaintoaineiston aritmeettinen

n
B 1
$:—E I,
n -
=1

keskiarvo:
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Liite 2: Varianssin ja keskihajonnan estimointi

e Satunnaismuuttujan X varianssi on satunnaismuuttujan
odotusarvosta lasketun poikkeaman nelion odotusarvo.

e Diskreetin satunnaismuuttujan varianssi:
Var(X) = 0% = Y (i — pa)’pi = > (i — p1z)” f ()
i i
e Jatkuvan satunnaismuuttujan varianssi:
+o0
Var(X) = ok = [ (o ) fla)de
— 00

e Standardipoikkeama eli keskihajonta ox = 1/ Var(X)

e Varianssin estimaatti on havaintoaiheinton otosvarianssi:

1 < 1 -
2 =2 2 -2
S_n—lé (x; :E)—n_1<§ T n:zj)

1=1
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Harjoitus 7: Monte-Carlo simulointi (Matlab)

Liite 3: Eksponenttiaalijakauma

e T on eksponentiaalijakautunut intensiteetillda \ (eli T" ~ exp(\))
Kertyméfunktio: F(t) = P(T <t) =1 — e~ kaikilla ¢ > 0.
Tiheysfunktio: f(t) = ZP(T <t) = e

ElV] = %, Var|[V] = %
PT>t)=1-F()=e M

e Unohtamisominaisuus: Olkoon T ~exp(A) ajanhetki, jolloin

pankkin saapuu seuraava asiakas. Kun on kulunut s minuuttia
ilman ettd uusia asiakkaita on saapunut, aika seuraavan
asiakkaan saapumiseen on edelleen exp(\) jakautunut, silla

P(T'>s+t,T>s) PT>s+1)
P(T > s) -~ P(T > s)
e—)\(s—i—t) e~ AS o= AL

= = —e M=P(T >t

P(T>s+tT >s)=
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