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Harjoitus 10: Optimointi II (Matlab / Excel)

Harjoituksen aiheita

e Optimointimallin muodostaminen ja ratkaiseminen
e Excelin Solver-tyokaluun tutustuminen

e Lineaarisen optimointitehtdvin graafinen tarkastelu:

rajoitusehdot ja kohdefunktion gradientti

Oppimistavoitteet

e Osaat formuloida optimointitehtdvéin annetusta ongelmasta

e Osaat kiayttda Excelid taulukkolaskennassa ja ratkaista silla

lineaarisen optimointitehtavan
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Linear Programming (LP)-malli

Esimerkki - Maalifirma

e Maalifirma Sateenkaari valmistaa ulko- ja sisimaalia
raaka-aineista M1 ja M2. Sisdmaalin maksimikysynta on 2
tonnia/paivi. Sisdmaalin kysyntéd on liséiksi korkeintaan 1
tonni/péiva suurempi kuin ulkomaalin kysynté. Maalifirma pyrkii

maksimoimaan kokonaistuottoaan.
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Ongelman asettelu

raaka-aine(tonni) /maali(tonni)

ulkomaali sisdmaali saatavuus/péiva
raaka-aine M1 6 4 24
raaka-aine M2 1 2 6
tuotto(T€ /tonni) 5 4

e Sisdmaalin maksimikysyntd on 2 tonnia/péivé, ja sisimaalin
kysyntd on korkeintaan 1 tonni/péiva suurempi kuin ulkomaalin

kysynta.
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Paatosmuuttujat:

xr1 = valmistettu ulkomaali tonnia/paiva

ro = valmistettu sisémaali tonnia/paiva

Kohdefunktio:

Ulkomaalista saatava tuotto = 5 T« /tonni

Sisémaalista saatava tuotto = 4 T<€ /tonni
e Maksimoi paivittdinen kokonaistuotto = maksimoidaan funktiota

z = bx1 + 4x9
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Rajoitukset:

e Raaka-ainerajoitukset:

Rajoitus raaka-aineelle M1: 6x1 + 42, < 24
Rajoitus raaka-aineelle M2: 1+ 229 <6

e Kysyntarajoitukset:
Kysyntdjen riippuvuus maalien vélilla: xy < z1+1
Sisdmaalin maksimikysynta: ro <2

e Epinegatiivisuusrajoitukset (nonnegativity constraints):

L1, L2 ZO
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Sateenkaaren optimointimalli:

max 2z = ox1 + 4xo

st. 6x1 +4xy < 24 (1)
r1+2x, < 6 (2)
—xr1+xzy < 1 (3)
rg <2 (4)
r1, Ty > 0

e Kyseessd on lineaarinen optimointitehtévi, eli lineaarisen
ohjelmoinnin tehtava, eli LP-tehtédva (LP = Linear

Programming).

e Kohdefunktio ja rajoitukset riippuvat lineaarisesti
paatosmuuttujista.
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Sateenkaaren optimointimalli matriisein:

max flx
st. Ax
x > 0

VAN
>

e Matlab-notaatiolla matriisit ovat (ks. funktio linprog)
f = [5;4]
A =106 4;12;-11;0 1]
b = [24;6;1;2]

e Optimointi: [x,fvall=linprog(-£f,A,b,[1,[],[0;01,[]1)

e Saisiko epdnegatiiivisuusrajoitteen x > 0 mukaan
epayhtalorajoitteeseen Ax < b7
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Sateenkaaren optimointimallin graafinen ratkaisu

Kuva 1: Sateenkaaren optimointimallin k&ypien pisteiden joukko.
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e Kuvassa 1 on esitetty Sateenkaaren optimointimallin kiypien
pisteiden joukko. K&ypéaan joukkoon kuuluvat ne pisteet, joissa

kaikki rajoitusehdot toteutuvat.

e Kohdefunktion z gradientti Vz = (0z/0x1,0z/0x2) = (5,4) on
kohtisuorassa suoraa z = dx1 + 4xo = vakio vastaan ja ilmaisee

kdyrdn z = vakio noususuunnan. Katso kuva 2.
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Kuva 2: Sateenkaaren optimointimallin kohdefunktion gradientti (5,4)

ja optimipiste.
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e Kuvasta 2 ndhdaan, ettid optimiratkaisu on pisteessa C, eli
rajoitussuorien (1) ja (2) leikkauspisteessa.
6x1 +4zo =24 (1) r; = 3(tn)

= z = 21(Teur)
xr1 + 2%2 =6 (2) ro = 15(tn)
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Kohdefunktion minimin l6ytaminen gradientin
avulla

e Kun kohdefunktiota maksimoidaan kuljetaan gradientin
suuntaan. Kuvassa 3 kohdefunktiota z = 1 + 429 minimoidaan,

jolloin kuljetaan —Vz:n suuntaan. Téaten:

min z = r1 + 4xo

& max -z = —x1 —4xo
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Kuva 3: Optimiratkaisu silloin, kun kohdefunktiota z minimoidaan.
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Excel-taulukon rakentaminen

e LEixcel on liike-elaméssa paljon kéaytetty taulukkolaskentaohjelma

e Excel-taulukon solut voivat saada arvoja, eli ne vastaavat

muuttujia tal parametreja

e Taulukon solut voivat riippua myo6s muista soluista, jolloin ne

vastaavat funktioita
e Solulle syGtetédén arvo =-merkilld (esim. =A1+B2-5)

e Excelissé on paljon sisdénrakennettuja funktioita (esim. =SUM(),
=AVERAGE())

e Taulukon ymmaérrettdvyyden vuoksi on tirkedd kirjoittaa
muuttujien ja funktioiden viereisiin soluihin teksti&, joka kertoo

mité solu pitaa sisallaan.
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Excelin Solver-tyokalu 1/4

Excelin Solverin avulla voi ratkaista pienié lineaarisia ja
epalineaarisia optimointitehtéavia.
Seké jatkuvien- ettd kokonaislukupaatosmuuttujien kaytto on

mahdollista

Optimoitava malli muodostetaan kayttden hyvaksi
taulukkolaskentaohjelmiston ominaisuuksia, kuten kaavojen
kopiointia ja aritmeettisia operaattoreita.

Esimerkiksi rajoitettaessa usean muuttujan summaa,
summalauseke sijoitetaan taulukkoon ja rajoitetaan

rajoitusehdolla summan sisédltdvéan solun arvoa.

Mallia muodostettaessa kannattaa pyrkid mahdollisimman

selkedén ja helposti muunneltavissa olevaan taulukkopohjaan.
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Excelin Solver-tyokalu 2/4

e Solverin kayttoonotto (Office 2010)
- File-vélilehti — Options — Add-Ins

- Valitse Manage-tippuvalikosta Excel Add-Ins ja klikkaa Go...
- Ruksi kohta Solver Add-in ja klikkaa OK

e Kiyttoonoton jalkeen Solver 16ytyy valmiina Data-vélilehdelta
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Excelin Solver-tyokalu 3/4

o
Solver Parameters Iﬁ

Set Objective:

To: @) Max ~) Min 71 Value OF:

By Changing Variable Cells:

484514086 ]
Subject to the Constraints:
§186:8186 <= §IST - Add

I Load/Save I

Make Unconstrained Variables Mon-Megative

Sglect a Solving Method: GRG Monlinear E| Options

Salving Method

Select the GRG Monlinear engine for Solver Problems that are smooth nonlinear, Select the LP Simplex
engine for linear Solver Problems, and select the Evolutionary engine for Solver problems that are
on-smooth.

Help Solve l \ Close

e Set Objective: Kohdefunktiosolu

e To: Halutaanko kohdefunktiota maksimoida, minimoida vai

asettaa tiettyyn arvoon (”Value of”)

e By Changing Variable Cells: Paatosmuuttujasolujen alue

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot

18



Harjoitus 10: Optimointi II (Matlab / Excel)

Excelin Solver-tyokalu 4/4

e Rajoitusehtoja lisdtdan Subject to the Constraints-kohdan
Add-nappulalla. Rajoitusehdot kirjoitetaan avautuvaan
lomakkeeseen siten, ettd vasemmalle puolelle méaéritellian alue ja
oikealla puolella voi olla joko vastaavan kokoinen alue,
yksittdinen solu, lukuarvo tai lauseke. Keskeltd valitaan
vertailuoperaattori ja voidaan myos asettaa
kokonaisluku/binaarirajoitus paitosmuuttujasoluille ("int” tai
”bin”), jolloin oikealle puolelle ei kirjoiteta mit&an.

e Optimointitehtédvéin ratkaisun etsiminen kdynnistyy painamalla

Solve-nappulaa.
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Tehtivi A: GSM-linkit (Matlab)

e Kolme GSM-linkkimastoa tulee sijoittaa zy-tasoon siten, ettd ne
ovat korkeintaan 17 km:n etéisyydella toisistaan ja
mahdollisimman lahelld runkoverkon solmua, joka sijaitsee
pisteessi (—20, 30).

e Linkin 1 tulee kattaa piste (—8,3), linkin 2 piste (14,25), ja
linkin 3 piste (25,4). Kunkin linkin kantavuus on 10 km.

e Kurssin Moodle-sivuilla (harjoituskerran 5 lisimateriaali) olevalla
funktiolla piirragsm voit piirtda kuvan, jossa ndkyy kolmen
linkin kattavuusalueet, pisteet 1-3 ja runkoverkon solmu.

e Huom. Kyseessé ei ole lineaarinen optimointitehtava. Tehtava B

ja kotitehtdvé sensijaan ovat lineaarisia tehtavié.
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1. Ratkaise linkkien optimaaliset sijainnit, kun optimointikriteerina
on minimoida linkkien yhteenlaskettua etéisyyttd runkoverkon

solmusta.

e Vinkki: tarvitset seuraavat etaisyystiedot: linkkien etéisyydet
runkoverkon solmusta, linkkien etéisyydet toisistaan, ja linkkien
etaisyydet katettavista pisteistd. Luo funktio joka laskee kahden
pisteen vilisen etdisyyden. Kayta sitd valitsemassasi Matlabin
optimointialgoritmissa joka minimoi linkkien yhteenlaskettua
etaisyyttd runkoverkon solmusta. Jos kiyttadmasi algoritmi vaatii
toimiakseen kayvéan aloitusratkaisun, niin voit yrittaa etsia sita

tarkastelemalla tilannetta piirragsm funktion avulla.

[1 Miké on kohdefunktion arvo optimissa?
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Liita vastauksiisi kuva linkkien optimaalisista sijainneista
kayttden piirragsm-funktiota. Nimeé akselit.

2. Ratkaise linkkien optimaaliset sijainnit, kun linkkien

valimatkarajoitetta kevennetaan 19 kilometriin.

[1 Paljonko kohdefunktion optimaalinen arvo paranee suhteessa 1.
kohtaan?
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Tehtédva B: puurohiutaleet (Excel)

e Yritys valmistaa Pika- ja Herkkupuuroa ja myy niitd 1 kg
pakkauksissa.

e Pikapuurohiutaleiden myyntihinta on 4 €/kg ja Herkkupuuro-
hiutaleiden 3 €/kg. Valmistuskustannukset ovat 1 €/kg (Pika) ja
0.8 €/kg (Herkku). Yhden kg:n valmistamiseen Pikapuuro-
hiutaleita tarvitaan 100 g ohraa, 200 g ruisleseita ja 700 g kauraa.
Yhden kg:n valmistamiseen Herkkupuurohiutaleita tarvitaan 500
g ohraa, 300 g ruisleseita ja 200 g kauraa. Ohran hankintahinta
on 1.2 €/kg, ruisleseiden 1.4 €/kg ja kauran 1 €/kg.

1. Optimoi seuraavan viikon valmistusméarat, kun yritykselld on
rahaa valmistus- ja hankintakustannusten kattamiseen 1000 € ja
raaka-aineiden toimittaja kykenee toimittamaan enintdan 150 kg
ohraa, 120 kg ruisleseita ja 300 kg kauraa.
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Vinkit: formuloi tehtava Excelissi tekemalld "tuloslaskelma” jossa
myynnistd vihennetidin valmistus- ja hankintakustannukset, ja

viivan alle ja& voitto. Kayta Solveria voiton maksimoimiseen.

[1 Mitka ovat optimaaliset Pika- ja Herkkupuurohiutalepakettien
tuotantoméaérat? Paljonko talloin tilataan kutakin raaka-ainetta?

[1 Mitkéa ovat optimaaliset Pika- ja Herkkupuurohiutalepakettien
tuotantomaéérit, jos myyntihinnat ovat 3 €/ kg (Pika) ja 4 €/ kg
(Herkku)? Enté jos molempien myyntihinta on 3 €/ kg?
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Kotitehtivia: kuljetusongelma (Matlab)

e Uusi Purjekala-alustaa kayttava puhelinvalmistaja, Boutti Ltd,
palkkaa sinut optimoimaan jakelua.

e Boutti valmistaa puhelimia kolmessa tehtaassa, Hong Kongissa,
Hafnarfjordurissa ja Sansibarissa. Puhelimia jaellaan
jalleenmyyjille kahdessa keskuksessa, Milanossa ja Caracasissa.

e Puhelimia kuljetetaan 10000 puhelimen kuljetuskolleissa.
Tehtailla (Hong Kong, Hafnarfjordur, Sansibar) on
neljannesvuosittaiset toimituskapasiteetit 1000, 1500, ja 1200
(kollia) ja neljdnnesvuosittainen kysynté jakelukeskuksissa
(Milano, Caracas) on 2300 ja 1400 (kollia).

e Tehtdvini on kuljettaa puhelimia tehtaista jakelukeskuksiin,

siten ettéd (i) jakelukeskusten kysynta tyydyttyy ja (ii)
kuljetuskustannukset minimoituvat.

MS-C2107 Sovelletun matematiikan tietokonetyot 25



Harjoitus 10: Optimointi II (Matlab / Excel)

e Litdisyydet ovat:

km Milano Caracas
Hong Kong 1000 2690
Hafnarfjordur 1250 1350
Sansibar 1275 850

e Kuljetusyhtio laskuttaa yhden kollin kuljetuksesta 0.80€ /km.
Kuljetuskustannukset yhté kollia kohden ovat:

€ Milano Caracas
Hong Kong 800 2150
Hafnarfjordur 1000 1080
Sansibar 1020 680
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1. Muodosta kuljetuskustannukset minimoiva LP-tehtéava ja

ratkaise se.

e Vinkki: tarvitset padtésmuuttujat x = (x1,...,26)?, jotka
kuvaavat kuinka monta kollia kuljetetaan kustakin tehtaasta
kuhunkin jakelukeskukseen (ks kuva). Esimerkiksi
padtosmuuttuja x1 kertoo kuinka monta kollia kuljetetaan Hong
Kongista Milanoon. T4lloin esim. x5 + g €i saa ylittaa
Sansibarin tehtaan toimituskapasiteettia. Huomaa, ettid kaikista
tehtaista ei ole pakko kuljettaa kaikkiin jakelukeskuksiin.
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[1 Kirjoita tehtdva vastauspaperiisi matriisimuodossa, eli tehtavina

min e
Ax <b
b <z <ub

[lmaise vastauksessasi mitéd ovat matriisit /vektorit f, x, A, b, lb
ja ub. Katso linprog-funktion helpistd mallia:

http://www.mathworks.se/help/optim/ug/linprog.html
[1 Toimitusjohtaja R. Bellman haluaa tietd& paljonko kolleja

toimitetaan kustakin tehtaasta kuhunkin jakelukeskukseen. Esité

asia hénelle vastauksessasi miellyttavassa taulukkomuodossa.

[1 Saat kannustepalkan vain jos 13 miljoonan euron vuotuinen

kustannustavoite alittuu. Alittuuko se, ja kuinka paljon?

5 Liita vastaukseesi kommentoitu Matlab-1ahdekoodi.
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